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1. Bevezetés

Az itt kovetkezs elGadasjegyzetekben, az el6adésokon targyalt programok
struktogramjait igyekeztem minden esetben megadni, a méasolasi hibak ki-
kiiszobolése érdekében. A magyardzatok gyakran részletesebbek, mint az
el6adéason, esetleg a targyalt algoritmusokat, adatszerkezeteket mas oldalrol
vilagitjak meg.

Ezuton szeretnék koszonetet mondani Umann Kristdfnak és Varga Henrik
Zoltannak az ebben a jegyzetben taldlhato szép, szinvonalas szemléltets abrak
elkészitéséért, az ezekre szant idéért és szellemi raforditasért!

A vizsgara vald késziilésben elsGsorban az elGadasokon és a gyakorlatokon
készitett jegyzeteikre tdmaszkodhatnak. Tovabbi ajanlott forrasok:

Hivatkozasok

[1] AsvANYl TIBOR, Algoritmusok és adatszerkezetek I. elsadasjegyzet
(2024, Canvas Modulok)
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http:/ /ifekete.web.elte.hu/

[3] RONYAI LAJOS — IVANYOS GABOR — SZABO REKA, Algoritmusok,
TypoTg X Kiado, 1999. ISBN 963 9132 16 0

[4] CorMEN, T.H., LEISERSON, C.E., R1vesT, R.L., STEIN, C.,
magyarul: Uj Algoritmusok, Scolar Kiadd, Budapest, 2003.
ISBN: 963 9193 90 9
angolul: Introduction to Algorithms (Fourth Edititon),

The MIT Press, 2022.

|5] WIRTH, N., Algorithms and Data Structures,
Prentice-Hall Inc., 1976, 1985, 2004.
magyarul: Algoritmusok + Adatstruktirdk = Programok, Miszaki
Konyvkiado, Budapest, 1982. ISBN 963 10 3858 0

|6] WEISs, MARK ALLEN, Data Structures and Algorithm Analysis,
Addison-Wesley, 1995, 1997, 2007, 2012, 2013.



Sajat jegyzeteiken kiviil elsGsorban az ebben a jegyzetben [1], illetve az itt
hivatkozott helyeken |2, 4, 5] leirtakra taAmaszkodhatnak. A CLRS konyv [4],
valamint Ronyai [3], Wirth [5] és Weiss [6] klasszikus munkainak megfelels
fejezetei értékes segitséget nytujthatnak a mélyebb megértéshez. Ennek a
jegyzetnek a ,,*"-gal jelolt alfejezetei szintén a mélyebb megértést szolgaljak,
azaz nem részei a vizsga anyaganak.

Az angol nyelvi szakirodalom jelentGs része letolthetS a Library Genesis
honlaprol

A vizsgakon az elméleti kérdések egy-egy tétel bizonyos részleteire vonat-
koznak. Lesznek még megoldando feladatok, amelyekhez hasonlok az ebben
a jegyzetben talalhatokhoz.



2. Tematika

Minden tételhez: Egy algoritmus, program, miivelet bemutatasanak min-
dig része a miveletigény elemzése. Hivatkozasok: példaul a ,[4] 2, 77 jelen-
tése: a [4] sorszami szakirodalom adott fejezetei.

1. Az algoritmus fogalma, programok hatékonysaga: Intuitiv bevezetés. Pél-
da: besziro rendezés (insertion sort) ([1]; [2]; [4] 1-3.)

2. Az oszd meg és uralkodj elv, Gsszefésiils (Gsszefuttato) rendezés (merge
sort), gyorsrendezés (quicksort) ([1]; [4] 2, 7; [2]).

3. Az adatszerkezet és az adattipus fogalma. Elemi adattarolok: vermek
(gyvakorlat), sorok ([1]; [2]; [4] 10.1), megvalositasuk tombos és lancolt rep-
rezentaciok esetén (lancolt listds megvalositas a gyakorlatokon). Vermek fel-
hasznélasa.

4. Elemi, linearis adatszerkezetek: tombok, lancolt listdk, lancolt listak
tipusai, listakezelés. ([1]; [2]; [4] 10; [5] 4.1 - 4.3)

5. Filiggvények aszimptotikus viselkedése (O, 0,Q,w,0,<,>) . Programok
miiveletigénye (futasi id6 nagysagrendje: T'(n),mT(n), AT (n), MT(n)) ([1];
[2]; [4] 1-3.)

6. Fak, binaris fak, bejarasok, lancolt reprezentécio, példak ([1]; [2]; [4] 10.4,
12.1).

7. Binaris keres6fak és miveleteik, binaris rendezétak (|1]; [2]; [4] 12; [5] 4.4).

8. (Majdnem) teljes binaris fak, aritmetikai abréazolas, prioritasos sorok,
kupac, kupac miveletei, kupacrendezés (heap sort) ([1]; [2]; [4] 6).

9. A beszird, sszefésiils, kupac és gyors rendezés Osszehasonlitasa. Az
Osszehasonlité rendezések alsokorlat-elemzése ([1]; [4] 8.1; [2]).

10. Rendezés linearis idében [1], [4] 8.2. A stabil rendezés fogalma. Leszam-
1416 rendezés (Counting-Sort). Radix rendezés (Radix-Sort) tombokre ([4]
8.3) és lancolt listakra ([1, 2]). Edényrendezés (bucket sort [1], [4] 8.4, [2]).

11. Hasito tablak [1], [4] 11. Direkt cimzés (direct-address tables). Hasito
tablak (hash tables). A hasito fiiggvény fogalma (hash functions). Kulcsiit-
kozések (collisions).



Kulesiitkozések feloldasa lancolassal (collision resolution by chaining); ke-
resés, beszuras, torlés (search and update operations); kitoltottségi arany
(load factor); egyszerii egyenletes hasitas (simple uniform hashing), mivelet-
igények.

Jo hash fiiggvények (good hash functions), egy egyszert hash fiiggvény
(kulcsok a [0;1) intervallumon), az oszté modszer (the division method), a
szorzd modszer (the multiplication method).

Nyilt cimzés (open addressing); probasorozat (probe sequence); keresés,
beszuras, torlés (search and update operations); iires és torolt rések (empty
and deleted slots); a linearis proba, elsédleges csomosodés (linear probing,
primary clustering); négyzetes proba, maésodlagos csomdsodas (quadratic
probing, secondary clustering); kett&s hash-elés (double hashing); az egyenle-
tes hasitas (uniform hashing) fogalma; a keresés és a besziras probasorozata
varhato hosszanak felsé becslései egyenletes hasitast feltételezve.

3. Néhany alapvetd jelolés és elméleti hattere

false = 0;true = 1.

B = {false; true} a logikai (boolean) értékek halmaza.

N ={0;1;2;3;...} a természetes szamok halmaza.

Ny ={1;2;3;...} a pozitiv természetes szamok halmaza.

Z=A--—3,-2-1;0;1;2;3;... } az egész szamok halmaza.

R a valos szamok halmaza.

P a pozitiv valos szamok halmaza.

Py a nemnegativ valés szamok halmaza.

logom ha n>0

0 ha n=0

fele(n) = |2], aholn € N

Fele(n) = [%2], aholn €N
[u..v]={i€Z :u<i<wv}
u..v)={i€Z :u<i<wv}

Az Alu..v] résztémb az (Au], Alu+1],..., Av]) sorozatot reprezentalja.

Ha u > v, akkor a résztomb és a reprezentalt sorozat iires.

logn =

} ahol u,v € Z.

Az Alu..v) résztomb az (Alul, Alu+1],..., Alv—1]) sorozatot reprezentalja.
Ha u > v, akkor a résztomb és a reprezentalt sorozat iires.

A képletekben és a struktogramokban alapértelmezésben (tehat ha a kornye-
zetbdl nem kovetkezik mas) az i, j, k, [, m,n, I, J, K, M, N betiik egész szamo-
kat (illetve ilyen tipusu valtozokat), mig a p, q,r, s, t, H, L betiik pointereket
(azaz mutatokat, memoriacimeket, illetve ilyen tipusi valtozokat) jelolnek.
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A T alapértelmezésben olyan ismert (de kozelebbrsl meg nem nevezett)
tipust jelol, amelyen értékadas (pl. x := y) és altalaban teljes rendezés (az
=, #,<, >, <, > sszehasonlitasokkal) van értelmezve.

A valtozok lathatosaga és hataskore is az Gket tartalmazéd struktogram,
élettartamuk pedig az elsd, &ket tartalmazo utasitas végrehajtasatol a struk-
togram befejezéséig tart. Kivételt képeznek a globalis valtozok, amelyek a
program egész végrehajtasa alatt élnek és lathatok is. A globalis valtozo-
kat minden esetben deklaralni kell, a global prefix segitségével. A valtozok
lokalisan nem definialhatok feliil.

3.1. Tombok (Arrays)

Feltessziik, hogy tetszéleges tomb (array) egy tn. témb-objektumbol és egy
mutatobol all, ami a témb-objektumra hivatkozik. A tomb-objektum a témb
hosszat (azaz elemszamat) és elemeit tartalmazza.

Az A : T[n] tomb deklaracio kiértékelése létrehoz egy T elemtipusi, n
elemd tomb-objektumot (n € N), és az A : T[] tipust tomb-mutatot, ami
a tomb-objektumra hivatkozik. Feltessziik, hogy a deklaraciot tartalmazo
programblokk befejez6désekor a tomb-mutatéval egyiitt a tomb-objektum is
automatikusan torlGdik.

A tomb tehat jismeri” a sajat méretét. Az A tomb mérete pl. A.length,
ami nem valtoztathato meg. (A fent deklaralt A tombre igy A.length = n.
Ez a jelolés tehat a témb-mutatoknal tradicionalis okokbol eltér a kozonsé-
ges pointereknél alkalmazott p — field jel6lést6l, ami a p pointer altal hi-
vatkozott objektum field adattagjat jeloli.) Feltessziik, hogy a tomb hossza
fizikailag a tomb elemei el6tt, az A cimhez képest negativ cimen van, és az A
mutatoé a tomb els§ elemére hivatkozik.

A tomboket alapértelmezésben 0-t6l indexeljiik. A fenti A t&mbre tehat
xA = A[0], és *(A +1i) = Ali], ahol i € [0..n). (Itt a [0..n) balrél zart,
jobbrol nyilt egész intervallum. A témb az (A[0],...A[n — 1])) sorozatot
reprezentélja, ha n > 0, kiilonben az iires, () sorozatot.

Ha a t6mb6t nem nullatol szeretnénk indexelni, azt pl. a B/k : T[n] dek-
laracioval érhetjiik el. Ekkor a B témb hossza szintén n, de k-t6l indexeljiik,
ahol k € Z. Erre a B tombre igy Blk] = xB, és Bli] = x(B + i — k), ahol
ielk..k+n).

Ha csak a T elemtipust tombdkre hivatkozo P pointert akarjuk deklaralni,
ezt pl. a P : T[] vagy a Q/k : T[] deklaracios utasitassal tehetjiik meg.

Ezutan a P pointer inicializalhato pl. a P := A értékadd utasitassal,
miutan P is az A altal hivatkozott témb-objektumra mutat, és igy P.length =
A.length, valamint A[0]-nak P[0], ..., A[n — 1]-nek P[n — 1] felel meg,.



Ha most végrehajtjuk a P[1] := 5 értékado utasitast (ebben a bekezdésben
feltéve, hogy T = Z és n > 1), akkor A[1] = 5 is igaz lesz, hiszen P[1] és A[l]
ugyanazt a memoriacellat jelolik.

Uj tomb-objektumot dinamikusan pl. a new T[n] kifejezéssel hozhatunk
létre, ami egy n elemt, J elemtipust témb-objektumot hoz létre, és a cimét
visszaadja. Az egyszeriiség kevéért, alapértelmezésben feltessziik, hogy van
elég szabad memoria a new utasitasaink szamara.

A P :=new T[n| utasitas hataséara pl. a fent deklaralt P tomb-mutato egy
1j témb-objektumra fog hivatkozni, amelynek elemei sorban P[0], ... P[n—1];
mérete pedig P.length = n. Hasonléan, a () := new T[m| utasitas hatasara
a () pointer egy, az el6z6t6l kiilonbozd, 1) témb-objektumra fog hivatkozni,
amelynek elemei sorban Q[k], ... Q[k + m — 1]; mérete pedig Q.length = m.
Az R : T[] := P, deklaracio-+kezdeti értékadas hatasara pedig R is a P altal
hivatkozott tomb-objektumra mutat, igy ugyanaz a tomb-objektum a P és
az R tomb-mutatokon keresztiil is olvashat6 és modosithato.

A mi (C/C++-hoz hasonlé) modelliinkben, a memdriaszivdrgds elkeriilése
érdekében, a dinamikusan (new utasitassal) 1étrehozott, és mar feleslegessé
valt objektumokat expliciten torélni kell. Ezzel ugyanis az objektum &ltal le-
foglalt memoriateriilet ujra felhasznalhatova, mig ellentétes esetben az alkal-
mazas szaméra elérhetetlenné valik. Az ilyen memoriadarabok felhalmozodé-
sa jelentGsen csokkentheti a programunk altal hasznalhaté memoriat, abban
szemetet képez. (A JAVA és mas hasonlé kérnyezetek a memoria-szemét
kezelésére automatikus eszkozdket biztositanak, de ennek a hatékonysag ol-
dalarol nézve silyos ara van. Mivel a mi algoritmusaink egyik legfontosabb
akalmazasi teriilete a rendszerprogramozas, mi ilyen automatizmusokat nem
feltételeziink.)

A new utasitassal létrehozott objektumok torlésére a delete utasités
szolgal, pl.

delete P; delete Q;

amik torlik a P és a  tomb-mutatok altal hivatkozott témb-
objektumokat, de nem torlik a pointereket magukat. A fenti torlések hatasara
a P, az R és a () pointerek nem definidlt memoriacimeket tartalmaznak, és
kés6bb ujra érteket kaphatnak, de csak T elemtipust tomb-objektumokra
mutathatnak.

3.2. Szogletes zardjelek kozé irt utasitasok

A struktogramokban néha szerepelnek szdgletes zardjelek kozé irt utasita-
sok. Ez azt jelenti, hogy a bezarojelezett utasitas bizonyos programozasi
kornyezetekben sziikséges lehet. Ha tehat a program megbizhatosaga és mo-
dosithatoséga a legfontosabb szempont, ezek az utasitésok is sziikségesek. Ha
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a végletekig kivinunk optimalizilni, akkor bizonyos esetekben elhagyhatok.

3.3. A struktogramok paraméterlistai,
érték szerinti és cim szerinti paraméteratadas

A tovabbiakban az eljarasokat, fiiggvényeket és az osztalyok metodusait
egyiitt alprogramoknak nevezziik.

A struktogramokhoz mindig tartozik egy alprogram név és altaldban egy
paraméterlista is (ami esetleg iires, de a ,,()” zardjelpart ott is, és a megfelels
alprogram hivasban is kiirjuk). Ha egy struktogramhoz csak név tartozik,
akkor az gy értendd, mintha a benne taldlhaté kod a hivds helyén lenne. A
paraméterek tipusat és — fliggvények esetén a visszatérési érték tipusat — az
UML dobozokban szokasos médon jeloljiik.

Ha egy paraméterlistaval ellatott alprogram struktogramjaban olyan val-
tozénév szerepel, ami a paraméterlistan nem szerepel, és nem is az alprogram
kiils¢ (azaz globalis) valtozoja, akkor ez a struktogrammal leirt alprogram
lokalis valtozoja.

A skalar tipust! paramétereket alapértelmezésben érték szerint vessziik at.?
A skalar tipust paramétereket cim szerint is dtvehetjiik, de akkor ezt a

formalis paraméter listdn a paraméter neve el6tt egy & jellel jelolni kell. Pl.

az alabbi eljarast a swap(a, b) utasitassal meghiva, a és b értéke felcserélédik.

@Wap(&x, &y - ‘J'D
I

ISE IS

Z
xTr =
Yy

A cim szerinti paraméteratadas esetén ugyanis, az alprogram hivaskor az ak-
tudlis paraméter osszekapcsolodik a megfelels formalis paraméterrel, egészen
a hivott eljaras futasanak végéig, ami azt jelenti, hogy barmelyik megvalto-
zik, vele 6sszhangban valtozik a méasik is. Amikor tehat a formalis paraméter
értéket kap, az aktualis paraméter is ennek megfelelen valtozik. Ha az elja-
rasfej swap(z, &y : T) lenne, az eljarashivas hatasa ,b := a” lenne, ha pedig

LA skalar tipusok az egyszerti tipusok: a szam, a pointer és a felsorolas (pl. a logikai és
a karakter) tipusok.

2Az érték szerinti paraméterdtadds esetén, az eljarashivaskor az aktudlis paraméter
értékiil adodik a formélis paraméternek, ami a tovabbiakban tgy viselkedik, mint egy
lokéalis valtozo, és ha értéket kap, ennek nincs hatasa az aktualis paraméterre.
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az eljarasfej swap(z,y : T) lenne, az eljarashivéas logikailag ekvivalens lenne
a SKIP utasitassal.

A formalis paraméter listan a felesleges &-prefixek hibanak tekintenddk,
mert a cim szerint atadott skalar paraméterek kezelése az eljaras futasa soran
a legtobb implementacioban lassibb, mint az érték szerint atadott paramé-
terekeé.

Az aktudlis paraméter listan nem jeloljiik kiilén a cim szerinti paramé-
teratadast, mert a formalis paraméter listarol kideriil, hogy egy tetszGleges
paramétert érték vagy cim szerint kell-e atadni. (Osszhangban a C-++ jeld-
lésekkel.) Pl a swap eljaras egy lehetséges meghivésa: swap(A[i], A[j]).

Ha az alprogramokra szovegben hivatkozunk, a paraméteratadas modjat —
néhany kivételes esettdl eltekintve — szintén nem jeloljik. (Pl: A swap(z,y)
eljaras megeseréli az x és az y paraméterek értékét.”)

A nem-skalar® tipusit paraméterek csak cim szerint adhatok at. (Pl a tom-
boket, rekordokat nem szeretnénk a paraméteratvételkor lemasolni.) A nem-
skalar tipusok esetén ezért egyaltalan nem jeloljiik a paraméteratadas modjat,
hiszen az egyértelm.

3.4. Tomb tipust paraméterek a struktogramokban

A témboket a formalis paraméter listdkon tombre hivatkozo pointerként je-
lI6lhetjiik, pl. a
linearSearch(A : T[n] ;  : T) : N

fiiggvényfej olyan fiiggvényre utalhat, ami az A témbben megkeresi az x els6
el6forduléasat, és visszaadja annak indexét; vagy n-et, ha x & {A[0],..., Aln—
1]}. Alprogram hivaskor a tomb paramétereknél az aktudlis paraméterben
lev6 memoriacim — amely a megfelel§ tomb-objektum cime — a formaélis pa-
raméterbe masolodik, igy az is ugyanarra a tomb-objektumra fog hivatkoz-
ni. Ezért, ha a hivott alprogram futésa soran, a formélis paraméter altal
hivatkozott témbot megvaltoztatjuk, ez az aktuélis paraméter altal hivat-
kozott tombbel is azonnal megtorténik. Igy alprogram hivaskor az aktualis
paraméter tomb-objektum cimét ugyan érték szerint adjuk at, a cim (az-
az tomb-mutato) altal hivatkozott tomb-objektum mégis c¢im szerint adodik
at. Ebben a példaban a tombot a fliiggvényen beliil nullatol indexeljiik, és
n egy rovidits jelolés a tomb A.length hosszara. A formalis és az aktualis
paraméter kezddindexe természetesen kiilonbozhet, de a formélis paraméter

3A nem-skalar tipusok az Osszetett tipusok. Pl. a tomb, sztring, rekord, f4jl, halmaz,
zsék, sorozat, fa és graf tipusok, valamint a tipikusan struct, illetve class kulcsszavakkal
definialt osztalyok.

12



altal hivatkozott tomb-objektum ugynaz, mint az aktudlis paraméter altal
hivatkozott.

Hasonloan, pl. a sort(B/1 : T[]) eljarasfej olyan eljarasra utalhat, ami (pl.
monoton névekvéen) rendezi a B tombot. Ezen az eljarason belil a tombot
egytdl indexeljiik.

3.5. Eljarasok, fiiggvények, ciklusok, rekurzié

El6szor egy egyszerii eljarast néziink meg két valtozatban, ami egy tetszdGleges
egy dimenzi6s tomb elemeit ugyanazzal az értékkel inicializdlja. Mindkét
esetben a Pascal programozasi nyelvbél esetleg mér ismerGs léptetd ciklust
alkalmazunk. Annyi a kiilonbség, hogy az elsé esetben sorban haladunk az
elemeken, mig a masodikban sorban visszafelé, és az A tomb 1-t6l, mig a Z
nullatol indexeldik.

Vegylik észre, hogy az init eljaras két valtozata a tombdok és a paraméter-
atvétel tulajdonsagai miatt ekvivalens.

Gnit(A/l :Tn] ; x: ‘TD Gnit(Z T ;@ ‘J'D
x x
1:=1ton 1 := Z.length — 1 downto 0

Ali] ==z Zi] =«

Ebben a jegyzetben megkiilonboztetjiik az eljaras és a fiiggvény fogalmét. Az
eljarasok a kornyezetiikkel csak a paramétereiken (és esetleg kiilsG valtozo-
kon) keresztiil kommunikalnak, mig a fiiggvényeknek visszatérési értékiik is
van, amit a szokdsos modon hasznalhatunk fel. (A mi eljdrds fogalmunknak
a C programozasi nyelvben és leszarmazottaiban a void function felel meg.)
Alabb lathatunk példakat fiiggvényekre. A linearSearch(A, x) fliggvényhivas
az A tombben megkeresi az x elsé elGfordulasat, és visszaadja annak indexét;
vagy n-et, ha ¢ {A[0],..., A[n —1]}.

@nearSearch(A :Tn] 5 x:T): N)
|
1:=0
i<nANAl] #ax
i+ +

return ¢
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A binarySearch(A, z) fiiggvényhivas az A monoton novekvéen rendezett
tombben megkeresi az x egyik el6fordulasat, és visszaadja annak indexét;
vagy nullat, ha x ¢ {A[l],..., A[A.length]}.

@)inarySearch(A/l T ;2:7): I\D

[
return binSearch(A, 1, A.length, x) ‘

A fenti binarySearch(A, x) fiiggvény, megfelelGen paraméterezve meghivja az
alabbi binSearch(A, u, v, ) fiiggvényt, ami az Afu .. v] résztdmbon keresi z-et
(Ezt az allitast hamarosan igazoljuk.) A fenti paraméterezéssel tehat az egész
tombon keresi az x értéket. Igy az alabbi fiiggvény a fenti altalanositasa.

@)inSearch(A/l T s u,v:Nyz:7): I\D
[

u >
w =[]
return Alm] >z Alm] <z Alm] ==z
0 return return return
binSearch(A, u,m—1,z) | binSearch(A, m + 1,v, ) m

Formailag a binSearch(A, u, v, z) rekurziv fiiggvény, mivel van olyan prog-
ramaga, ahol 6nmagat hivja (amit rekurziv hivasnak neveziink). A szamito-
gép minden alprogram hivasra ugyanigy, az alprogram hivasok lokalis adatait
a call stack-ben tarolja, tehat a rekurziv hivasokat is ugyanugy kezeli, mint a
nemrekurzivakat: tetszéleges alprogram lokalis adatainak akar tobb példanya
is lehet a call stack-ben. Ez tehat onmagaban nem okoz technikai nehézséget.
A rekurziv alprogramoknal azonban gondoskodnunk kell a rekurzié megfelels
leallitasarol, hiszen az alprogram elvileg a végtelenségig hivogathatja 6nma-
gat. Ezt szolgaljak a rekurziv alprogramokban az aldbb ismertetetendd 1n.
ledllo dgak, amiket a bemen6 adatok koziil az in. alapesetek aktivalnak.

Most igazoljuk, hogy a binSearch(A, u, v, x) fiiggvény visszaad egy k €
u..v indexet, amelyre A[k] = z; vagy nullat, ha ilyen k£ index nem létezik.
Miikédését tekintve, el§szor megnézi, hogy az u..v intervallum nem iires-e.
Ha iires, akkor az Afu..v] résztomb is az, tehat z-et nem tartalmazza, azaz
nullat kell visszaadni. Ha az w..v intervallum nemiires, m lesz az Afu..v]
résztomb kozépss elemének indexe. Ha A[m| > x, akkor az A témb monoton
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novekvs rendezettsége miatt = csak az Afu..(m—1)] résztémbben lehet, ha
pedig A[m] < z, akkor x csak az A[(m +1)..v] résztémbben lehet. Mindkét
esetben egy lépésben feleztiik a résztomb méretét, amin keresni kell, és a
tovabbiakban, rekurzivan, ugyanez térténik. (Ha szerencsénk van, és Ajm] =
x, akkor persze azonnal leallhatunk.) Igy, konnyen belathato, hogy legfeljebb
[logn] + 1 lépésben elfogy az w..v intervallum, és megéll az algoritmus,
hacsak nem all meg hamarabb az A[m] = x feltételii programagon.

A binarySearch(A, x) fiiggvény binSearch(A, u,v,z) rekurziv fiiggvény
szamara interfészt biztosit. A programozasi tapasztalatok szerint a rekur-
ziv alprogramokhoz az esetek tilnyomoé tobbségében sziikség van egy ilyen
interfész alprogramra. A rekurziv alprogram ugyanis az esetek tobbségében,
mint a fenti példaban is, az eredeti feladat egy altalanositasat szamitja ki, és
gyakran tobb paramétere is van, mint az eredeti alprogramnak.

Figyeljiik meg azt is, hogy a binSearch(A,u,v,z) fiiggvénynek van két
rekurziv és két nemrekurziv programaga. A nemrekurziv dgakat ledllo dgak-
nak nevezziik. Tetsz6leges rekurziv alprogramban kell lennie ilyen
leallé agnak, hiszen ez sziikséges (bar 6nmagaban még nem elégséges) a
rekurzié helyes megallasahoz. A leall6 dgakon kezelt esetekeket alapesetek-
nek nevezziik. (Ebben a fiiggvényben tehat két alapeset van. Az egyik az
tires intervallum esete, amikor nincs megoldas. A masik az A[m| = z eset,
amikor megtalaltunk egy megoldast.) Ha egy rekurziv alprogramnak nincs
leall6 aga, akkor tuhatjuk, hogy vagy végtelen rekurzidéba fog esni, vagy hibas
miikddéssel fog megallni.

3.6. Programok, alprogramok és hatékonysaguk

Emlékeztetiink r&, hogy az eljardsokat, fliggvényeket és az osztalyok metodu-
sait egyiitt alprogramoknak nevezziik, igy az altalunk vizsgalt szekvencialis
programok futasa lényegében véve az alprogram hivasok végrehajtasabol all.

A programok hatékonysagat altalaban a ciklusiteraciok és az alprogram
hivasok szamanak Osszegével mérjiik, és miveletigénynek nevezziik. A tapasz-
talatok, és bizonyos elméleti megfontolasok alapjan is, a program valéségos
futasi ideje a miiveletigényével nagyjabol egyenesen aranyos. Mivel ennek az
aranyossagnak a szorzdja elsGsorban a szamitogépes kornyezet sebességétél
fiigeg, igy a mitveletigény a programok hatékonysagarol jo, a programozé-
si kornyezettdl alapvetden fiiggetlen nagysagrendi informacioval szolgal. A
legtobb program esetében a nemrekurziv alprogram hivasok szamlilasa a
miiveletigény nagysagrendje szempontjabol elhanyagolhato.

Most sorban megvizsgaljuk az el6z6 alfejezetbdl ismerds alprogramok mii-
veletigényeit, és ezzel kapcsolatban szemléletesen bevezetiink néhény miive-
letigény osztalyt is. Az egyszertiség kedvéért a formalis paraméterként adott
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tomb méretét mindegyik esetben n-nel jeldljiik, és a miiveletigényeket n fiigg-
vényében adjuk meg. Altalaban is szokds a mitiveletigényt a bemenet mére-
tének fiiggvényében megadni.

Az init(A/1: T[n] 5 = : T) eljaras pontosan n iteraciot végez. A miivelet-
igényt T'(n)-nel jelolve tehét azt mondhatjuk, hogy T'(n) = n+ 1.1 Ha (mint
most is) T'(n) az n pozitiv egyiitthatos linearis fiiggvénye®, azt szokas mon-
dani, hogy T'(n) € ©(n), ahol ©(n) az elgbbinél kicsit pontosabban azokat
a fliggvényeket jelenti, amelyek alurol és feliilrél is az n pozitiv egyiitthatos
linearis fiiggvényeivel becsiilhetk.(A T'(n) = n + 1 fliggvény alsé és fels
becslése is lehet 6nmaga.)

Ezt altalanositva azt mondhatjuk, hogy lim,,_,., g(n) = oo esetén O(g(n))
az a fiiggvényosztély, aminek elemei alulrol és feliilrdl is a g(n) pozitiv egyiitt-
hatos linearis fliggvényeivel becsiilhetsk. (A ©(g(n)) fiiggvényosztaly szoka-
sos definicioja a 8. fejezetben olvashato. Konnyen lathato, hogy az elgbbi
meghatéarozas annak specialis esete.)

A linearSearch(A: J[n] ; x : 7) : N fiiggvény esetében nem tudunk ilyen
altalanos, minden lehetséges inputra érvényes T'(n) miiveletigényt megadni,
hiszen el6fordulhat, hogy azonnal megtaldljuk a keresett elemet, de az is,
hogy végignézziik az egész tombdot, de igy sem talaljuk. Ezért itt megkii-
l6nboztetiink minimalis miveletigényt [legjobb eset: mT(n)| és maximalis
miiveletigényt [legrosszabb eset: MT(n)].

Vilagos, hogy most mT'(n) = 1. Ez akkor all el§, amikor z a témb els6
eleme, és igy egyet sem iteral a keresd ciklus. Ilyenkor, nagysagrendileg azt
mondhatjuk, hogy mT(n) € ©(1), ahol ©(1) azokat az f(n) fiiggvényeket
jelenti, amelyek két (n-t6l fiiggetlen) pozitiv konstans kozé szorithatok, leg-
alabbis nagy n értékekre. (Most minden n értékre 1 < mT(n) < 1, azaz az
elébbi kovetelmény teljesiil.)

Tovabba MT(n) = n + 1. Ez az eset akkor all els, amikor a tomb nem
tartalmazza z-et. Az init eljarasnal mondottak alapjan tehat most MT'(n) €

O(n).

A binarySearch(A/1: T[] ; x: 7) : N fiiggvény esetében nyilvan mT'(n) =
2, ahonnét mT'(n) € O(1). (Ez az eset akkor realizalodik, amikor z a t6mb
| 21| sorszamu eleme.)

Azt mondhatjuk, hogy a binéris keresés miiveletigénye a legrosszabb eset-
ben koriilbeliil log n-nel ardnyos, hiszen az aktuélis résztomb minden rekurziv

4Nyilvan ugyanez érvényes az init eljaras masik valozatara is.
5Itt ez a pozitiv egyiitthato az ,egy”.
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hivasnal felez6dik. (A legrosszabb eset akkor realizalodik, amikor x nem ele-
me a tombnek.) Ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy MT(n) € O(logn).

A linedris és a binaris keresést Gsszehasonlitva, a legjobb eset miiveletigénye
lényegében véve ugyanaz (bar a két keresés legjobb esete kiilonbozik egy-
mastol). A legrosszabb esetben a linearis keresés ©(n), mig a binéris keresés
O(log n) miiveletigényti, viszont a binaris keresés rendezett input tombot igé-
nyel. Ha tehat az input rendezett, és elég sok elemet tartalmaz, a maximalis
miiveletigényt tekintve a binéris keresés lényegesen gyorsabb, és az elénye
csak tovabb ng, amikor még nagyobb témbdkre hivjuk meg, hiszen

logn

lim =0
n—oo M

Ha példaul n ~ 1000 akkor logn =~ 10, ha n ~ 10° akkor logn ~ 20, és ha n ~
10° akkor logn ~ 30, ami azt mutatja, hogy a binaris keresés mtiveletigénye
nagyon lassan ng; gyakorlati méretd rendezett tombokre, kevesebb, mint
40 rekurziv hivids b6ven elegendd, mig a linearis keresés akir sok millidrd
ciklusiteraciot is igényelhet.

Szokas még az algoritmusok AT (n) atlagos miveletigényérdl is beszélni, ahol
n az input mérete. Ezt altalaban a mtveletigény varhato értékeként hataroz-
zak meg, ugy hogy felteszik, minden lehetséges bemenetnek ugyanakkora a
valoszintisége (ami nem mindig tiikrozi a valosagot). Mindenféleképpen igaz
kell legyen, hogy mT'(n) < AT(n) < MT(n). Részletes kiszamitasat — meg-
felel6 matematikai felkésziiltség hijan — néhany kivételtdl eltekintve mell6zni
fogjuk.
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4. Az ,algoritmusok” témakor bevezetése
a besziurd rendezésen keresztiil

Az algoritmus egy jol definialt kiszamitasi eljaras, amely valamely adatok (be-
menet vagy input) felhasznalasaval tjabbakat (kimenet, eredmény vagy out-
put) allit els [4]. (Gondoljunk pl. két egész szam legnagyobb kozos osztojara
[lnko(x,y : Z) : Z], a linearis keresésre a maximum keresésre, az Osszegzésre
stb.) Az algoritmus bemenete adott eldfeltételnek kell eleget tegyen. (Az
Inko(z, y) fiiggvény esetén pl. x és y egész szamok, és nem mindketts nulla.)
Ha az eléfeltétel teljesiil, a kimenet adott utdfeltételnek kell eleget tegyen. Az
utofeltétel az algoritmus bemenete és a kimenete kozt elvart kapcsolatot irja
le. Maga az algoritmus szamitasi lépésekbdl all, amiket altalaban szekven-
cidk, eldgazasok, ciklusok, eljaras- és fliggvényhivasok segitségével, valamely
pszeudo-kodot (pl. struktogramokat) felhasznélva formalunk algoritmussa.
Szinte minden komolyabb szamitogépes alkalmazasban sziikséges, els6-
sorban a tarolt adatok hatékony visszakeresése céljabol, azok rendezése. Igy
témank egyik klasszikusa a rendezési feladat. Most megadjuk, a rendezé algo-
ritmusok bemenetét és kimenetét milyen elG- és utofeltétel paros, an. feladat
specifikdcio irja le. Ehhez elGszor megemlitjiik, hogy kules alatt olyan adatot
értiink, aminek tipusan teljes rendezés definialt. (Kules lehet pl. egy szam

vagy egy sztring.)

Bemenet: n darab kulcs (ag, as, ..., a,) sorozata.

Kimenet: A bemenet egy olyan (a,,, ap,, - .., a,,) permutacitja, amelyre
a/p1 Sap2 S e Sajpn'

A fenti feladat nagyon egyszert, ti. konnyen érthetd, hatékony megoldasara
viszont kifinomult algoritmusokat (és hozzajuk kapcsolodo adatszerkezeteket)
dolgoztak ki, igy az algoritmusok témakoérnek a szakirodalomban jol bevalt
bevezetése lett.

4.1. Tomb monoton novekvd rendezése

Rendezés alatt a tovabbiakban, alapértelmezésben mindig monoton névekvé,
pontosabban nem-csokkend rendezést fogunk érteni, tgy, hogy a rendezés
megfeleljen a fenti specifikicionak.

Egy sorozatot legegyszertibben egy tombben tarolhatunk, amit az egyes
rendez$ eljarasok paraméterlistajan altalaban ,A : T[n]-nel vagy ,B/1 :
T[n|"-nel fogunk jel6lni. Emlékeztetiink, hogy az A és a B fizikailag pointerek,
amely az tgynevezett tomb-objektumra hivatkoznak, és igy alkalmasak a
tombok azonositasara. A tomb-objektum a tomb elemeinek szamat (n), és
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a tomb elemeit (A[0],..., A[n — 1], illetve B[1],..., B[n]) tartalmazza. Ha
n = 0, akkor a témbnek nincs eleme. B[k ..u| az a résztémb, amelyben k az
els6 elem indexe, u pedig az utols6 elem indexe. Ha k > wu, akkor a B[k .. u]
résztomb iires. A B[l..n| résztomb a B tomb minden elemét tartalmazza.
Alk..u) az a résztomb, amelyben k az els6 elem indexe, u — 1 pedig az
utolsé elem indexe. Ha k > u, akkor az A[k..u) résztomb iires. Az A[0..n)
résztomb az A tomb minden elemét tartalmazza. A tomb rendezéseknél
feltessziik, hogy a témb T elemtipusara teljes rendezés definialt, és az értékado
utasitas is értelmezve van.

4.1.1. Besziro rendezés (Insertion sort)

Ha valaki semmit sem tud a rendezésekrél, és megkapja azt a feladatot, hogy
rakjon 10-30 dolgozatot nevek szerint sorba, jo eséllyel Gsztontsen ezt az
algoritmust fogja alkalmazni: Kivéalaszt egy dolgozatot, a kdvetkezGt dbécé
rendben elé vagy mogé teszi, a harmadikat e ketts elé, kozé, vagy moge teszi a
megfelel§ helyre stb. Ha a rendezést egy szamsorra kell alkalmaznunk, pl. az
(5,4,2,8,3)-ra, elgszor felosztjuk a sorozatot egy rendezett és egy ezt kovetd
rendezetlen szakaszra, agy, hogy kezdetben csak az els§ szam van a rendezett
részben: (5| 4,2,8,3). Ezutan beszurjuk a rendezetlen szakasz elsG elemét
a rendezett részbe a megfelel6 helyre, és ezt ismételgetjiik, amig a sorozat
rendezetlen vége el nem fogy:
(5,4,2,83) =(514,2,83) — (4,5 2,8,3) —
—(2,4,58,3) = (2,4,5,8 | 3) = (2,3,4,5,8 | ) =(2,3,4,5,8).

A rendezett besziréas technikija attol fiigg, hogyan taroljuk a sorozatot.
Ha egy tombben, akkor az a legegyszertibb megoldéas, ha a besztrandé elemet
addig cserélgetjiik a bal szomszédjaval, amig a helyére nem ér.

@aivelnsertionSort(A : ‘J'[n}D
[
i:=1ton-—1
7i=1
j>0AA[j—1] > A[j]
swap(A[j — 1], Alj])

j=j—1

A fenti naiv megoldas azonban sok felesleges adatmozgatassal jar, hiszen azt
az elemet, amit a helyére szeretnénk vinni, tijra és tGjra kivessziik a tdmbbdl,
majd visszatessziik bele. Nyilvan hatékonyabb lenne, ha az elején kivennénk,
majd amikor mar megvan a helye, csak akkor tennénk vissza a tombbe. (Ha
persze mar eleve a helyén van, akkor meg se mozditjuk.)
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Az el6bbi megfontolas alapjan a beszuré rendezés alapvéltozataban a be-
szurast ugy végezziik el, hogy a rendezetlen szakasz elsé elemét (legyen )
osszehasonlitjuk a rendezett szakasz utolso elemével (legyen u). Ha u < z,
akkor z a helyén van, csak a rendezett szakasz felsé hatarat kell eggyel no-
velni. Ha u > x, akkor z-et elmentjiik egy temporalis valtozoba, és u-t az x
helyére csusztatjuk. Ugy képzelhetjiik, hogy u régi helyén most egy ,lyuk”
keletkezett. Az x a lyukba pontosan akkor illik bele, ha nincs bal szomszédja,
vagy ez < x. Addig tehat, amig a lyuknak van bal szomszédja, és ez nagyobb,
mint z, a lyuk bal szomszédjat mindig a lyukba tessziik, és igy a lyuk balra
mozog. Ha a lyuk a helyére ér, azaz x beleillik, akkor bele is tessziik. (Ld.
az 1. dbrat és az alabbi struktogramot!)

Tekintsiik példaul a (2,4,5,8,3) tombot, ami a 8-ig rendezett, és mar
csak a 3-at kell rendezetten beszturni. Elgszor ugy talaljuk, hogy 8 > 3, igy a
3-at kivessziik z-be, majd a lyukat (jelolje,, ) a helyére mozgatjuk, és végiil
beletessziik a 3-at: (2,4,5,8,3) — (2,4,5,8, ),z =3 — (2,4,5, ,8),z =
3—(2,4, ,5,8),x=3—(2, ,4,58),x=3—(2,3,4,5,8).

GnsertionSort(A : T[TL]D
[
t:=1ton—1

J>O0NAj] >z SKIP

A fenti eljaras az A tombot rendezi monoton névekvGen az el6bb ismertetett
egyszeri besziro rendezéssel. A 6 ciklus invariansa:

1 <i<nAA[0..n)az input tomb egy permutaltja,
aminek az A[0..7) prefixe monoton névekvGen rendezett.

Osszefoglalva a miikddést: Ha n < 2, akkor az A témb iires, vagy egyelemi,
ezért rendezett, és a program fG ciklusa egyszer sem fut le. Ha n > 2, a
rendezés meghivasakor csak annyit tudhatunk, hogy A[0..1) rendezett, tehat
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(*) kifejtése:

1. 4bra. A beszuro rendezés szemléltetése.
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i = 1-re fennall az invarians. A f6 ciklus magja ezutan mindig A[i]-t sztrja
be a tomb rendezett szakaszaba, i-t eggyel noveli és tartja az invaridnst.
Mikor tehat 7 eléri az n értéket, mar a teljes A tomb rendezett, és ekkor be
is fejez6dik az eljaras.

4.1. Feladat. Az 1. dbrdanak megfeleld modon illusztrdlja a beszire rendezés
(insertion sort) mikodését az aldbbi tombre! A mdsodik 22 beszirdsdt fejtse
is kil A = (31;41;59;22; 58; 7;22;91; 41).

4.2. Példa. Rendezze beszurd rendezéssel (insertionSort(A)) a kivetkezd
tombot! [4;2;7:3;1;2'] (Az aposztrdf a kules mellett a kulcs mdsodik eld-
forduldsdt jeldli, az értékét nem mddositja.) Adja meg a kezdeti rendezett
résztombot, majd sorban mindegyik beszirds utdn is annak pillanatnyi dlla-
potdt! Hdny kulcs-dsszehasonlitdst végez a rendezés az eqyes beszurdsok alait,
és hogy hdny adatmozgatds torténik az egyes beszurdsok sordn?

Megoldas: Kulcs-0sszehasonlitas: amikor a tomb elemeit egyméshoz vagy
az x segédvaltozohoz hasonlitjuk. Adatmozgatas: értékadasok a tomb elemei,
ill. a tomb eleme és az x segédvaltozo kozott.

A kezdeti rendezett résztomb a tomb A[0..1) = [4] prefixe. (A rendezet-
len rész a témb [2;7;3;1;2’] maradéka.)

Az AJ0..1) = [4] rendezett résztombbe beszurjuk az A[l] = 2 kulcsot.
Ehhez 1 kules-6sszehasonlitas (A[0] > A[l]) és 3 adatmozgatas (z := A[l];
A[l] := A[0]; A[0] := z) sziikséges. (Mivel a belss ciklusnal rogton az elején

j = —1, az A[j] > x kulcs-6sszehasonlitas nem hajtodik végre.) Eredmény,
a tomb [2;4] rendezett prefixe. (A rendezetlen rész a tomb [7;3; 1; 2'] mara-
déka.)

Az A[0..2) = [2;4] rendezett résztombbe beszirjuk az A[2] = 7 kulesot.
Ehhez 1 kules-6sszehasonlitas (A[1] > A[2] : hamis) és 0 adatmozgatas sziik-
séges. Eredmény, a tomb [2;4;7] rendezett prefixe. (A rendezetlen rész a
tomb [3; 1;2'] maradéka.)

Az A[0..3) = [2;4;7] rendezett résztombbe beszirjuk az A[3] = 3 kul-
csot. Ehhez 3 kulcs-Osszehasonlitas és 4 adatmozgatas sziikséges. Eredmény,
a tomb [2;3;4; 7] rendezett prefixe. (A rendezetlen rész a témb [1; 2] mara-
déka.)

Az A[0..4) = [2;3;4; 7] rendezett résztombbe beszurjuk az A[4] = 1 kul-
csot. Ehhez 4 kulcs-6sszehasonlitas és 6 adatmozgatas sziikséges. Eredmény,
a tomb [1;2;3;4; 7] rendezett prefixe. (A rendezetlen rész a tomb [2'] mara-
déka.)

Az A[0..5) = [1;2;3;4; 7] rendezett résztombbe beszarjuk az A[5]

=9
kulcsot. Ehhez 4 kules-sszehasonlitas (A[4] > A[5], A[3] > z, A[2] >

Y
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végiil A[1] > z : hamis) és 5 adatmozgatas (x := A[5]; A[5] := A[4]; A[4] :=
A[3]; A[3] := A[2]; A[2] := z) sziikséges. Eredmény, a tomb [1;2;2';3;4;7]
rendezett prefixe, ami most mar az egész tomb. (A rendezetlen résztémb
tires. )

4.1.2. Programok hatékonysaga — és a beszir6 rendezés

Fontos kérdés, hogy egy S program, példaul a fenti rendezés mennyire ha-
tékony. Hatékonysdg alatt az eljards erdforrds igényét, azaz futdsi idejét és
tdarigényét értjiik.5 Az algoritmusok eréforrasigényét a bemenet mérete, ren-
dez6 algoritmusoknal a rendezendd adatok szdma (n) fiiggvényében szokas
megadni. Mivel ez az egyszerii rendezés a rendezendé tombon kiviil csak né-
hany segédvaltozot igényel, extra tarigénye minimalis, n-t6l fiiggetlen kons-
tans, azaz Sys(n) € ©(1) [ahol az S a tarigényre (space complexity) utal, az
IS pedig a rendezés angol nevének (Insertion Sort) a roviditése|. Igy elss-
sorban a futasi idejére lehetiink kivancsiak. Mint mar emlitettiik (3.6), ezzel
kapcsolatos nehézség, hogy nem ismerjiik a leend6 programozasi kornyezetet:
sem a programozasi nyelvet, amiben kodolni fogjak, sem a forditoprogramot
vagy interpretert, sem a leendd futtatési kornyezetet, sem a szamitdgépet,
amin futni fog, igy nyilvan a futasi idejét sem tudjuk meghatarozni.

Meghatarozhatjuk, vagy legalabb becslés(eke)t adhatunk viszont arra,
hogy adott n méretid input esetén valamely adott S algoritmus hdny alprog-
ramhivast hajt végre + hdnyat iterdlnak osszesen kodban szerepld kilonbozd
ciklusok. Emlékeztetiink ra, hogy megkiilonbdztetjiik a legrosszabb vagy ma-
ximalis MTs(n), a varhato vagy atlagos ATs(n) és a legjobb vagy minimaélis
mTs(n) eseteket (3.6). A valodi maximalis, atlagos és minimélis futasi idck
altalaban ezekkel aranyosak lesznek. Ha MTs(n) = mTs(n), akkor defini-
ci6 szerint Ts(n) a minden esetre vonatkozé miveletigény (tehéat az eljarés-
hivasok és a ciklusiteraciok szamanak Osszege), azaz Ts(n) = MTs(n) =
AT5<H) = st(n>

A tovabbiakban, a programok futasi idejével kapcsolatos szamitasoknél,
a mduveletigény és a futdsi idd, valamint a kéltség kifejezéseket szinonimak-
ként fogjuk hasznalni, és ezek alatt az alprogramhivisok és a ciklusiteraciok
dsszegére vonatkozd MTgs(n), ATs(n), mTs(n) — és ha létezik, Ts(n) — figg-
vényeket értjiik, ahol n az input mérete.

Tekintsiik most példaként a fentebb targyalt beszir6 rendezést (inserti-
on sort)!” A rendezés soran egyetlen eljarashivas hajtodik végre, és ez az

6Nem kiilénboztetjiik meg most a kiilénféle hardver komponenseket, hiszen ezeket az
algoritmus szintjén nem is ismerjiik.

TA legtdbb program esetében a nemrekurziv alprogram hivasok szimlaldsa a miive-
letigény nagysagrendje szempontjabol elhanyagolhato. A gyakorlas kedvéért most mégis
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insertionSort(A : T[]) eljaras hivasa. Az eljards f6 ciklusa minden esetben
pontosan (n — 1) -szer fut le.

El6szor adjunk becslést a beszturo rendezés minimalis futasi idejére, amit
jeloljiink mT7s(n)-nel, ahol n a rendezendd tomb mérete, dltalaban a kérdéses
kod altal manipulalt adatszerkezet mérete.® Lehet, hogy a belsé ciklus egyet
sem iteréal, pl. ha a {6 ciklus mindig a jobb oldali 4gon fut le, mert A[0..n)
eleve monoton névekvGen rendezett. Ezért

mTis(n) =14+ (n—1)=n

(Egy eljarashivas + a kiils6 ciklus (n — 1) iteracioja.)

Most adjunk becslést (MT;5(n)) a besziard rendezés maximalis futési ide-
jére! Vilagos, hogy az algoritmus ciklusai akkor iterdlnak a legtobbet, ha
mindig a kiilsé ciklus bal 4gat hajtja végre, és a bels6 ciklus j = —1-ig fut.
(Ez akkor 4ll elg, ha a tomb szigortian monoton csékkenGen rendezett.) Vég-
rehajtodik tehat egy eljarashivas + a kiilsg ciklus (n— 1) iteracioja, amihez a
kiilsg ciklus adott 7 értékkel valo iteraciojakor a belss ciklus maximum (i—1)-
szer iterdl. Mivel az 7, 1-t61 n — 1-ig fut, a bels6 ciklus Osszesen legfeljebb
S (i — 1) iteraciot hajt végre. Innét

n—1 n—2
. . n—1)%x(n—2
=1 j=0
5 1
MTjs(m) = b~ In 1

Lathato, hogy a minimalis futasi id§ becslése az A[0..n) input tomb mére-
tének linearis fiiggvénye, mig a maximalis, ugyanennek négyzetes fiiggvénye,
ahol a polinom f§ egyiitthat6ja mindkét esetben pozitiv. A tovabbiakban
ezeket a kovetkezGképpen fejezziik ki:

mTIS(n) S @(TL), MT]S<TL) S @(n2)

A ©(n) (Theta(n)) fiiggvényosztaly ugyanis tartalmazza az n Gsszes, pozitiv
fegyiitthatos linearis fiiggvényeét, ©(n?) pedig az n dsszes, pozitiv fegyiitt-
hatés masodfoki fiiggvényét. (Altalaban egy tetszéleges g(n), a program
hatékonysaganak becslésével kapcsolatos fiiggvényre a O(g(n)) fiiggvényosz-

Mint a maximalis futéasi idére vonatkozo példabol lathato, a © jelolés sze-
repe, hogy elhanyagolja egy polinom jellegi fiiggvényben (1) a kisebb nagy-
sagrendi tagokat, valamint (2) a f6 tag pozitiv egyiitthatojat. Az elgbbi azért

figyelembe vessziik Gket.
8Az IS a rendezés angol nevének (Insertion Sort) a roviditése.
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jogos, mert a futési id6 altalaban nagy méretd inputoknal igazan érdekes, hi-
szen tipikusan ilyenkor lassulhat le egy egyébként logikailag helyes program.
Elég nagy n-ekre viszont pl. az a * n? + b * n + ¢ polinomban a * n? mellett
bxn és c elhanyagolhaté. A f6 tag pozitiv egyiitthatojat pedig egyrészt azért
hanyagolhatjuk el, mert ez a programozasi kérnyezet, mint példaul a szami-
togép sebességének ismerete nélkiil tulajdonképpen semmitmondd, masrészt
pedig azért, mert ha az a x f(n) alakt {6 tag értéke n -et végteleniil novelve
maga is a végtelenhez tart (ahogy az lenni szokott), elég nagy n-ekre az a
konstans szorz6 sokkal kevésbé befolyasolja a fiiggvény értékét, mint az f(n).

Lathato, hogy a beszird rendezés a legjobb esetben nagyon gyorsan ren-
dez: Nagysagrendileg a linearis miiveletigénynél gyorsabb rendezés elvileg is
lehetetlen, hiszen ehhez a rendezendd sorozat minden elemét el kell érniink.
A legrosszabb esetben viszont, ahogy n né, a futasi id§ négyzetesen novek-
szik, ami, ha n milli6s vagy még nagyobb nagysagrendi, mar nagyon hosszi
futasi idoket eredményez. Vegyilink példdnak egy olyan szamitdgépet, ami
masodpercenként 2  10° elemi miveletet tud elvégezni. Jelolje most mT(n)
az algoritmus &ltal elvégzendd elemi miiveletek minimalis, mig MT'(n) a ma-
ximdlis szamat! Vegyiik figyelembe, hogy mT;s(n) = n, ami kozelitSleg a
kiils6 ciklus iteracidinak szama, és a kiils6 ciklus minden iteracioja legalabb
8 elemi miveletet jelent; tovabba, hogy MT;s(n) ~ (1/2) x n?, ami kozelito-
leg a belsé ciklus iterdcidinak szadma, és itt minden iteraci6 legalabb 12 elemi
miiveletet jelent. Innét a mT(n) ~ 8 xn és a MT(n) ~ 6 * n? képletekkel
szamolva a kdvetkezd tabldzathoz jutunk:

n | mTis(n) | insecs | MTis(n) | in time
1000 8000 4%107°% | 6%10° 0.003 sec
10° 8 x 10° 0.004 6 x 1012 50 min
10" | 8107 0.04 6 x 10 | =~ 3.5 days
108 8 x 10° 0.4 6% 10 | &~ 347 days
10° | 8% 10° 4 6 % 10'® | =~ 95 years

Vilagos, hogy mar tizmilli6 rekord rendezésére is gyakorlatilag hasznélha-
tatlan az algoritmusunk. (Az implementécios probléméakat most figyelmen
kiviil hagytuk.) Latjuk azt is, hogy hatalmas a kiilonbség a legjobb és a
legrosszabb eset kozott.

Felmeriilhet a kérdés, hogy atlagos esetben mennyire gyors az algoritmus.
Itt az a gond, hogy nem ismerjiik az input sorozatok eloszlasat. Ha példaul
az inputok monoton névekvdéen el6rendezettek, ami alatt azt értjiik, hogy az
input sorozat elemeinek a rendezés utani helyiiktsl valo tavolsaga altaldban
egy n -tdl fiiggetlen k konstanssal feliilr6l becsiilhets, azok szama pedig,
amelyek a végss poziciojuktol tavolabb vannak, egy szintén n -t6l fiiggetlen

25



s konstanssal becsiilhetd feliilr6l, az algoritmus miveletigénye linearis, azaz
O(n) marad, mivel a bels§ ciklus nem t6bbszor, mint (k + s) % n -szer fut
le. Ha viszont a bemenet monoton csdkkenen elérendezett, az algoritmus
miveletigénye is kozel marad a legrosszabb esethez. (Bar ha ezt tudjuk,
érdemes a tombot a rendezés eltt O(n) idében megforditani, és igy monoton
névekvden elgrendezett tombot kapunk.)

Véletlenitett input sorozat esetén, egy-egy djabb elemnek a sorozat mar
rendezett kezdG szakaszaba vald beszurésakor, dtlagosan a rendezett szakasz-
ban 1évé elemek fele lesz nagyobb a beszurandé elemnél. A rendezés varhato
miveletigénye ilyenkor tehat:

n—1 . n—2
-1 1
ATIS(n)%1+(n—1)+§ (Zz ):n—|—§*§ j =
i=1 j=0

B I mn-1)*xmn—-2) 1, 1 1
—n—|—2* 5 —4n —|—4n—|—2

Nagy n -ekre tehat ATys(n) = (1/4) * n?. Ez koriilbeliil a fele a maximalis
futési idének, ami a rendezendd adatok milliés nagysagrendje esetén mar igy
is nagyon hosszu futasi idéket jelent. Nagysagrenddel jobb miiveletigényeket
kapunk majd a heap sort, valamint az oszd meg és uralkodj elven alapulo
rendezések (merge sort, quicksort) esetén. Osszegezve az eredményeinket:

mTrs(n) € O(n)
ATjs(n), MTjs(n) c @(HZ)

Ehhez hozzéatehetjiik, hogy elérendezett inputok esetén (ami a programozasi
gyakorlatban egyaltalan nem ritka) a besziird rendezés segitségével linearis
id6ben tudunk rendezni, ami azt jelenti, hogy erre a feladatosztalyra nagyséag-
rendileg, és nem tul nagy k és s konstansok esetén valésdgosan is az optimalis
megoldas a beszird rendezés.

4.2. A futasi id6kre vonatkozo becslések magyarazata™

Jelolje most az insertionSort(A : T[n]) eljaras tényleges maximalis és mini-
malis futési idejét sorban MrT'(n) és mrT(n)!

Vilagos, hogy a rendezés akkor fut le a leggyorsabban, ha a {6 ciklus
minden elemet a végss helyén tall, azaz mindig a jobb oldali 4gon fut le. (Ez
akkor all elg, ha a tomb mar eleve monoton névekvéen rendezett.) Legyen
a a f6 ciklus jobb oldali dga egyszeri végrehajtasanak futasi ideje, b pedig
az eljaras meghivasaval, a f6 ciklus el6készitésével és befejezésével, valamint
az eljarasbol valo visszatéréssel kapcsolatos futasi idék Osszege! Ekkor a és
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b nyilvan pozitiv konstansok, és mrT(n) = a * (n — 1) + b. Legyen most
p =min(a,b) és P = max(a,b); ekkor 0 < p < P, és
px(n—1)+p<mrT(n)=ax(n—1)+b< Px(n—1)+ P, ahonnét
pxn <mrT(n) < Px*n, azaz

pxmTis(n) < mrT(n) < PxmTrs(n)

Most adjunk becslést a beszturo rendezés maximalis futasi idejére, (MrT'(n))!
Vildgos, hogy az algoritmus akkor dolgozik a legtobbet, ha mindig a kiils6
ciklus bal agat hajtja végre, és a belsé ciklus j = 0-ig fut. (Ez akkor all eld,
ha az input tomb szigortian monoton csékkenden rendezett.) Legyen most
a bels6 ciklus egy lefutdsdnak a mitveletigénye d; ¢ pedig a kiils6 ciklus bal
aga egy lefutdasahoz sziikséges idd, eltekintve a bels6 ciklus lefutésaitol, de
hozzaszamolva a belsé ciklusbol valo kilépés futasi idejét (amibe beleértjiik a
belsé ciklus feltétele utolso kiértékelését, azaz a j = —1 esetet), ahol ¢,d > 0
allandok. Ezzel a jel6léssel:

n—1 n—2
MrT(n):b—i—c*(n—l)—i—Zd*(i—l):b+c*(n—1)+d*2j:
i=1 =0

(1= 1)*(n—2)
2

Legyen most ¢ = min(b, ¢,d) és Q = max(b,c,d); ekkor 0 < ¢ < Q, és

g+qx(n—1)+qx 202D < AT () < Q+Qx (n—1) 4 Q x B=12=2)

g*(n+ (H_I)QM) <SMrT(n) <Qx*(n+ (”_1)2&), azaz

=bt+cx(n—1)+d=*

qg* MTis(n) < MrT'(n) < Q* MTrs(n)

Mindkét esetben azt kaptuk tehat, hogy a valodi futasi id6 az eljardshivdsok
és a ciklusiterdaciok szdmanak Gsszegével becsiilt futdsi 1dd megfelel§ pozitiv
konstansszorosaival alulrél és feliilr6l becsiilhets, azaz, pozitiv konstans szor-
z6t6l eltekintve ugyanolyan nagysagrendi. Konnyd meggondolni, hogy ez a
megéllapitas tetszéleges program minimélis és maximélis futasi idejeire is
altalanosithat6. (Ezt azonban mar az Olvasora bizzuk.)

4.3. Rendezések stabilitasa

Egy rendezés akkor stabil (stable), ha megtartja az egyenl$ kulcesi elemek
eredeti sorrendjét.

A beszuré rendezés (insertion sort) példaul — gy, ahogy ebben a jegyzet-
ben targyaljuk — stabil. A fenti tombrendezd algoritmusnal ez abbol lathato,
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hogy a témb rendezett szakaszdba az tGjabb elemeket jobbrol balra szturjuk
be, és a beszurandoval egyenld kulcsi elemeket mar nem lépjiik at.

Hasonloképpen latni fogjuk, hogy a kés6bb ismertetendd Gsszefésiils ren-
dezés (merge sort) is stabil, mig a kupacrendezés (heap sort) és gyorsrendezés
(quicksort) nem stabilak.

A stabilitas (stability) el6nyos tulajdonsag lehet, ha rekordokat rende-
ziink, és vannak azonos kulcsi rekordok. Tegyiik fel példaul, hogy a rekor-
dok emberek adatait tartalmazzak, és név szerint vannak rendezve. Ha most
ugyanezeket a rekordokat stabil rendezéssel pl. sziiletési év szerint rendezziik,
akkor az azonos évben sziiletettek névsorban maradnak.

A stabilitas nélkiilozhetetlen tulajdonsag lesz majd késébb a (linearis mi-
veletigényt) radix rendezésnél (ami nem kulcsisszehasonlitasokkal dolgozik,
eltérGen a besziro és a fent emlitett mésik harom rendezéstdl).

4.4. Kivalaszto rendezések (selection sorts)

4.3. Feladat. Tekintsiik az A[0..n) tomb rendezését a kévetkezd algoritmus-
sal! Eldszor megkeressik a tomb minimdlis elemét, majd megeseréljik A[0]-
lal. Ezutdn megkeressiik a mdsodik legkisebb elemét és megeseréljik A[l]-gyel.
Folytassuk ezen a mddon az A[0..n) elsd (n — 1) elemére! (Itt tehdt a tom-
bot eqy rendezett és eqy rendezetlen szakaszra bontjuk. A rendezett szakasz a
tomb elején kezdetben dires. A minimumkeresés mindig a rendezetlen részen
torténik, és a csere utin a rendezett szakasz mindig eggyel hosszabb lesz.)
Pl.:

(3;9;7,1;6;2) — (1 /9;7;3;6;2)

— (1,2 /7;3;6;9) — (1;2;3 / 7;6;9)

— (1;2;3;6 [/ 7;9) — (1;2;3;6;7 / 9)

— (1;2;3;6;7;9)
Irjunk struktogramot erre a — minimumkivdlasztdsos rendezés néven kozis-
mert — algoritmusra minKivRend(A : T[n]) néven! Mi lesz a f& ciklus in-
variansa? Miért elég csak az elsé (n — 1) elemre lefuttatni? Adjuk meg az
MT(n) és mT(n) figgvényeket a minimumkivdlasztdsos rendezésre a szokd-
sos O-jeldléssel!

4.4. Feladat. Tekintsik az A[0..n) tomb rendezését a kivetkezd algorit-
mussal!  Eldszor megkeressiik a tomb maximdlis elemét, majd megcseréljik
Aln — 1]-gyel. Ezutdn megkeressik a mdsodik legnagyobb elemét és megcse-
réljik Aln — 2]-vel. Folytassuk ezen a mddon az A[0..n) utolsé (n — 1)
elemére! Pl.:

(33 1:9:2,7:6) = (3;1;6;2,7 /9)

= (3;1;6;2 /7;9) — (3;1;2 /6;7;9)
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— (2;1/3;6;7;9) — (1/2;3;6;7;9)

— (1;2;3;6;7;9)
Irjunk struktogramot erre a — mazimumkivdlasztdsos rendezés néven kozis-
mert — algoritmusra MazKivRend(A : T[n]) néven! Mi lesz a f6 ciklus inva-
riansa? Miért elég csak az utolsé (n — 1) elemre lefuttatni? Adjuk meg az
MT(n) és mT(n) figguényeket a mazimumkivilasztdsos rendezésre a szokd-
s0s O-jeldléssel!

4.5. Feladat. Stabilak-e a fenti kivdlaszto rendezések? Miért?

/ [l
AV R AN
LT 1 1]

1121335618

2. dbra. Az Osszefésiils rendezés szemléltetése. Az (5;3;1;6;8;3';2) sorozatot
rendezziik gy, hogy elfelezziik, majd a fél-sorozatokat (elébb a bal oldalit,
majd a jobb oldalit) az algoritmus rekurzivan rendezi, és végiil a rendezett
fél-sorozatokat rendezetten Osszefésiili. (Az aposztrof a kules mellett a kulcs
mésodik el6fordulasat jeloli, az értékét nem modositja. Mint lathato, a merge
sort stabil, azaz az egyenls kulcsu elemek sorrendjét nem valtoztatja meg.)
Az dsszefésiilések sordn elvégzett kulcs-dsszehasonlitdsok eredményei — az
osszefésiilések eredményei sorban a kovetkezsk: 3>1—1;3 5 >
1;56>3—1;3;5 6 <8—6;8 3 >2—-23 6>26>3 —
2:3:6;8 1<2;3>2:3<3:5>3:5<6—1;2:3;3:5;6;8
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5. Az oszd meg és uralkodj elven alapul6 gyors
rendezések

Az o0szd meg és uralkodj (divide and conquer) elv lényege, hogy az eredeti
problémat (rekurzivan) két vagy tobb részproblémara bontjuk fel, kivéve, ha
annyira egyszeri, hogy direkt modon is konnyedén megoldhatd. Az rész-
problémék ugyanolyan jellegiiek, mint az eredeti, csak valamilyen értelem-
ben kisebb méretiiek, és ugyanazzal az algoritmussal oldjuk meg 6ket, mint
az eredetit. A részproblémak megoldasaibol rakjuk Ossze az eredeti feladat
megoldasat.

A fent vazolt oszd meg és uralkodj technika sokféle probléma hatékony,
algoritmikus megoldasanak alapja. Ebben a fejezetben a gyorsrendezést (qu-
icksort) és az Osszefésiils (Osszefuttato) rendezést (merge sort) hozzuk példa-
nak.

5.1. Osszefésiils rendezés (merge sort)

Az oszd meg és uralkodj modszerrrel gyakran adhatunk optimélis megol-
dast. Az adott problémat két (vagy tobb) az eredetihez hasonlo, de egysze-
riibb, azaz kisebb részfeladatra bontjuk, majd ezeket megoldva, a részered-
ményekbdl Gsszerakjuk az felbontott probléma megoldasat. Ha a megoldando
(rész)probléma elég egyszert, akkor ezt mar kozvetleniil oldjuk meg.

Ha példaul adott egy rendezendé kulcssorozat, az altalanos elvnek megfele-
l6en most is két esetet kiilonboztetiink meg:

Az iires és az egyelemii sorozatok eleve rendezettek; a hosszabb sorozato-
kat pedig elfelezziik, a két fél-sorozatot ugyanezzel a modszerrel rendezziik,
és a rendezett fél-sorozatokat rendezetten Osszefésiiljiik.

Ezt az eljarast hivjuk dsszefésild, vagy mas néven Osszefuttatd rende-
zésnek (angolul merge sort, 1d. a 2. abrat).

Az Osszefésiils rendezés stabil (azaz megdrzi az egyenld kulcstu elemek
bemeneti sorrendjét). A legrosszabb esetének miiveletigénye aszimptotikusan
optimalis az Gn. Osszehasonito rendezések kozott.

Az Osszefésiilé rendezés (merge sort, roviditve MS) nagy elemszamu so-
rozatokat is viszonylag gyorsan rendez. Raadasul a legjobb és a legrosszabb
eset kozott, az alprogramhivasok és a ciklusiteraciok szamat tekintve sem mu-
tatkozik eltérés. Els§ megkdzelitésben azt mondhatjuk, hogy a futési ideje is
nlogn -nel aranyos. Ezt a szokasos © jeloléssel a kovetkezSképpen fejezziik
ki.

MTMS(TL> = mTMS(n) = T]yjs(n) c @(n 10g n)
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GnergeSortl(A ; ‘J'[n]D
B:T[n|; B[0..n):=A[0..n)

// Sort B[0..n) into A[0..n) non-decreasingly:
ms(B, A,0,n)

@S(B,A : ‘J’I[] ;U ND
// Initially Blu..v) = Afu..v).

// Sort Blu..v) into Alu..v) non-decreasingly:

v—u>1
m= [

ms(A, B,u,m) // Sort Alu..m) into Blu..m) non-decreasingly.

SKIP

ms(A, B,m,v) // Sort A[m..v), into B[m..v) non-decreasingly.

merge(B, A, u,m,v) // merge Blu..m) and B[m..v) into Afu..v)

Az m = [“E2] értékadassal elfeleztiik az aktudlis résztomboket: Afu..m) és

Alm . .v) hossza ugyanaz, ha A[u..v) hossza paros szam; tovabba Afu..m)
eggyel rovidebb, mint A[m ..v), ha Afu..v) hossza paratlan szam; ugyanis

length(Afu..m)) = m —u = {“;“J -
V;U _“J B V;UJ B Vength(;l[u..v))J
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Gnerge(B,A : ‘J;H S UMV ND

// sorted merge of Blu..m) and B[m..v) into Afu..v)
k:=wu // in loop, copy into A[k]
i:=wu;j:=m// from B[i| or B[j]
t<mAj<wv

Bl < Bj
K = Bl A = Bl
i= i+ 1 i=j+1
k=k+1
1<m
Alk..v):=Bli..m) Alk..v):=B[j..v)

A merge sort stabilitasat a merge() eljaras explicit ciklusanak elagazasa biz-
tositja: Bli] = BJ[j] esetén a B[i]-t masolja A[k]-ba, mert i < m < j.
A merge() eljaras, | = v — u jeldléssel, pontosan [ iteraciot végez, mert
v —u az aktualis résztomb hossza, és az eljaras soran ennek mindegyik eleme
egy-egy iteracioval Blu..v)-b6l Afu..v)-be masolodik. (Az explicit ciklus
Alu. . k)-t tolti fel, k — u iteracioval. Az implicit ciklusok az A[k..v) =
. alakt utasitasokba rejtve jelennek meg. Ezek koziil csak az egyik fog
végrehajtodni, v — k iteracioval. Osszesen tehat (k—u)+ (v —k) =v—u =1
iteracio hajtodik végre. A merge() eljaras torzsének (mb) a miiveletigénye
tehat:
Tow(l)=1€0() (I=v—u)

5.1.1. A merge sort hatékonysaga: szemléletes megkozelités

Miiveletigény: Az 5.1. alfejezet elején megemlitettiik, hogy az Osszefé-
stil6 rendezés (merge sort, roviditve AM.S) nagy elemszamu sorozatokat is
viszonylag gyorsan rendez. Raadasul a legjobb és a legrosszabb eset kozott,
az alprogramhivéisok és a ciklusiteraciok szamat tekintve sem mutatkozik el-
térés. Els6 megkozelitésben azt mondhatjuk, hogy tombokre a maximaélis és
a minimalis futasi ideje egyenld és nlogn -nel ardnyos. Ezt a szokasos ©
jeloléssel a kovetkezGképpen fejezziik ki.

Tys(n) € ©(nlogn)

A fenti Osszefiiggést vazlatosan a kovetkezSképpen indokolhatjuk. Lathato
modon a miiveletek tilnyomé részét a merge eljaras végzi el. Ezért az ez
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altal végzett munkara adunk becslést, hogy az egész rendezés miveletigé-
nyének nagysagrendjét is megkapjuk. A merge(B, A, u, m,v) eljaras minden
egyes meghivasanak mitveletigénye az 5.1. alfejezet szerint ©(1), ahol | az
aktualis résztomb hossza (I = v — u). Mivel a rekurziv ms(B, A, u,v) ejaras
minden hivisban felezi a rendezendd résztomb hosszat, ezért a rekurzidonak
kb. logn + 1 szintje van, és az als6 egy vagy két szint kivételével minden
rekurzios szinten igaz az, hogy a merge hivasok résztombjei egyiitt lefedik az
egész A tombot. Igy egy tetszéleges szint Gsszes merge hivasanak miiveletigé-
nyét osszeadva O(n) nagysagrendii miiveletigény adodik (az also két szintet
leszamitva, ahol ez kevesebb is lehet). A szintenkénti miiveletigényt a szintek
szamaval szorozva aszimptotikusan ©(nlogn) miiveletigény adodik.

A fenti miiveletigény matematikailag preciz kiszamitasat az 5.1.2. alfeje-
zetben fogjuk elvégezni.

Tarigény: Sziikségiink van egy n méreti segédtombre és néhany segédval-
tozéra. Ehhez hozzdadodik a rekurziv hivasok adminisztralasanak tarigénye,
ami a rekurzié maximalis mélysége miatt logn -nel ardnyos. Ezért tombdkre
Sus(n) € O(n +logn) = O(n), réviden Syrs(n) € O(n), mivel nagy n-ekre
logn az n-hez képest elhanyagolhato.

5.1. Feladat. Mint ldttuk, a merge sort fenti verzidja a rendezendd tombbel
azonos meéretd seqédtombit haszndl. Tegyiik fel, hogy adott esetben a merge
sort dltal haszndlt extra memoridt szeretnénk csékkenteni, ezért eqy n méretd
rendezendd tombhéz csak legfeljebb eqy LgJ meéretd segédtombot szeretnénk
létrehozni, amit ténylegesen csak a merge() eljdrdsban haszndlunk.

Rajzoljuk le a mergeSort(A : T[n]) eljdrds és szubrutinjai uj struktogram-
jait! A mdveletigény némi névekedése megengedett, ami azt jelenti hogy a
legrosszabb esetben az adatmozgatdsok szdma kb. a mdsfélszeresére nd. Alap-
vetd, hogy az MT(n) € O(nlogn) miveletigény az 1ij 6sszefésiilé rendezésre
1§ 1gaz maradjon.

5.1.2. The time complexity of merge sort*®

Merge sort is one of the fastest sorting algorithms, and there is not a big
difference between its worst-case and best-case (i.e. maximal and minimal)
running time. For our array sorting version, we state:

MTmergeSort (n) = meergeSort (n) = TmergeSort (n> S @(n IOg n)

Proof: Clearly Tiyergesort(0) = 2. We suppose that n > 0. First, we count
all the loop iterations of the procedure merge. Next, we count the procedure
calls of merge sort.

33



Loop iterations: We proved above that a single call of merge(B, A, u, m, v)
makes Tpp(l) = [ iterations where | = v — u. Let us consider the levels of
recursion of procedure ms(B, A, u,v). At level 0 of the recursion, ms is
called for the whole array A[0..n). Considering all the recursive calls and
the corresponding subarrays at a given recursion depth, at level 1, this array
is divided into two halves, at level 2 into 4 parts and so on. Let n;; be the
length of the jth subarray of the form Afu..v) at level i, and let m = [logn].
We have:

At level 0: 2™ < ngp =n < 2mH!
At level 1: 2™ < py; < 2mF71 (5 e [1..2Y)
At level 2: 272 <y, < 272 (e [1..22))

At level i: 2™ <y <2mH70 (€ [1..m],j € [1..27)

Atlevel m—1: 2 <npopy; <4=22 (j € [1..2m71)
At level m: 1 <mn,; <2=2'(j€[l..2™])
At level m + 1: ngnp1); =1 (F € [1..(n —2™)])

Thus, these subarrays cover the whole array at levels [0..m]. At levels
[0..m), merge is called for each subarray, but at level m, it is called only
for those subarrays with length 2, and the number of these subarrays is
n—2™. Merge makes as many iterations as the length of the actual Afu..v).
Consequently, at each level in [0..m), merge makes n iterations in all the
merge calls of the level altogether. At level m, the sum of the iterations is
2% (n —2™), and there is no iteration at level m + 1. Therefore, the total of
all the iterations during the merge calls is

Tobfo..m)(n) = nxm 4 2% (n—2™).

The number of procedure calls: The ms calls form a strictly binary tree.
(See section 9.) The leaves of this tree correspond to the subarrays with
length 1. Thus, this strictly binary tree has n leaves and n — 1 internal
nodes. Consequently, we have 2n — 1 calls of ms and n — 1 calls of the merge.
Adding to this the single call of mergeSort(), we receive 3n — 1 procedure
calls altogether.

And there are n iterations hidden into the initial assignment B[0..n) :=
A[0..n) in procedure mergeSort. Thus, the number of steps of mergeSort is

T(n) = (n+nsm+2%(n—2"))+(3xn—1) = nx|log n|+2%(n—2°¢") f4xn—1

nxlogn+2xn<nx*x(logn—1)+4*xn—1<T(n) <nxlogn -+ 6x*n.
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Considering Theorem 8.29, we have

Tas(n) € ©(nlogn).

5.1.3. The space complexity of merge sort*

Considering the above merge sort code, we create the temporal array B : T[n]
in the main procedure, and we need a temporal variable for the implicit for
loop. We need O(n) working memory here. In addition, we have seen in the
previous subsection (5.1.2) that the number of levels of recursion is [logn|+1
which is approximately logn, and we have a constant amount of temporal
variables at each level. Thus, we need ©(logn) working memory inside the
call stack to control the recursion. And ©O(logn) < ©(n). These measures
do not depend on the content of the array to be sorted. For this reason, the
space complexity of this array version of merge sort is S(n) € ©O(n).

5.2. Gyorsrendezés (Quicksort)

A gyorsrendezés (quicksort) az ,0szd meg és uralkodj” elvet képvisel§ algo-
ritmusok masik klasszikus példaja. Tetszbleges, nagy méretd zsdkbol elGszor
kivalasztunk egy tengelyt (pivot), majd a maradékot két kisebb részre bont-
juk: az egyik a tengelynél kisebb, a masik a nagyobb elemeket tartalmazza.
(A tengellyel egyenl6k barmelyik részbe keriilhetnek.) Ezutan a quicksort
rekurzivan rendezi a részeket.

5.2. Megjegyzés. Jelen idd szerint nem ismeriink elfogadhaté hatékony-
sagi stabil quicksort tombrendezét. Amennyiben nagy hatékonysagi stabil
rendezésre wvan szikségink, a merge sort és annak tovdbbfejlesziéser dllnak
rendelkezéstinkre. Amennyiben o stabilitas nem sziikséges, nagyméretd tém-
boket gyakran mégis quicksort-tal, illetve annak valamelyik tovdbbfejleszté-
sével rendeziink, mivel nagy méretd tombokre ennek a legjobb az atlagos
miiveletigénye. (A futtatdsi tapasztalatok szerint, lancolt listakra altalaban
jobb vélasztas a merge sort.)

Az algoritmus 1épései tombokre, pontokba szedve:

e Vilaszd ki a rendezendd (rész)tomb egy tetszéleges elemét! Ez lesz a
tengely (angolul pivot).

e Részekre bontés (partitioning): Rendezd &t ugy a tombdot, hogy min-
den, a tengelynél kisebb elem a tengely el6tt, a nagyobbak pedig utana

35



jojjenek! (A tengellyel egyenl6k barmelyik részbe keriilhetnek.) FEz-
zel az tn. particionalassal (partition) a tengely méar a végleges helyére
keriilt.

e Alkalmazd rekurzivan a fenti lépéseket, kiilon a tengelynél kisebb ele-
mek résztombjére, és kiilon a tengelynél nagyobb elemek résztémbjére!

e Az iires és az egyelemi résztombok a rekurzié alapesetei. Ezek ui. mar
eleve készen vannak, igy nem is kell ket rendezni.

A tengely kivalasztésa és a részekre bontés lépései sokféleképpen elvégez-
heték. A modszerek konkrét megvalasztasa erdsen befolydsolja a rendezés
hatékonysagat. Alapvets kovetelmény, hogy a ,tengely kivalasztasa és a ré-
szekre bontas” lépései egyiitt linearis id6ben befejezédjenek.

CQuicksort(A : ‘J’[n]D
Quicksort(A,0,n — 1) // Sort A[0.. (n—l)H

CQuiCksort(A 2T s pyr ND

// Sort ‘A[pr]
p<r

q := partition(A, p, )
Quicksort(A4,p,q — 1) | SKIP
Quicksort(A, ¢+ 1,7)
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@artition(A Tl s por i N) I\D
[

i := random(p,r) // Select a random pivot
swap(Al[i], A[r]) // A[r] is the pivot
i=p
i<rNA[i] < Alr]
ti=1+1
1<
Jgi=1+1
j<r
Alj] < Alr] |
svvaip:(:lgz]jrfi[]]) SKIP |// Alp..r) < Alr]
j=Jg+1
swap(A[i], A[r])
return ¢

A partition fiiggvény miik6désének magyarazata és szemléltetése:
A partition fv szemléltetéséhez vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

e Alk..m] < x akkor és csak akkor, ha
tetszbleges l-re, k <1 < m esetén All] < x

e A[k..m] > x akkor és csak akkor, ha
tetszdleges l-re, k <1 < m esetén A[l] > x

Feltessziik, hogy az alabbi Alp. . r] résztémbot bontjuk részekre, és a masodik
5-0st, azaz a résztomb p+3 indexii elemét valasztottuk tengelynek.

Az i := random(p, r) utasitas utani helyzet:

p i r
A:1513|8|5]6[4|7]1

Az 1. ciklus elSkészitése: A swap(A[i], Ar]) hivas utan A[r] a tengely (pivot).
p r
513[8[1/6[4|7|® |pivot=A[r]=5

A

Az 1. ciklus megkeresi az els6, a tengelynél nagyobb elemet, ha van ilyen.
(Az 7 index el6fordulasai, annak balrol jobbra mozgasat mutatjak.)
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i=p|i]i r

A:| 5 |3[8|1]6(4]|7]|®B

Talaltunk a tengelynél nagyobb elemet. A j valtozo a kovetkezé elemre all.
p 1] r
A:[5[3|8|1][6]4][7|®

Felbontottuk az Alp..r| résztombot négy szakaszra:

D < i < J < r
Alp..i) < pivot, Ali..j) > pivot, Alj..r) (ismeretlen), A[r] (a pivot).

Ez a mésodik ciklus invarians tulajdonsaga. (Vegyiik észre, hogy a tengellyel
egyenls elemek az 1. és a 2. szakaszban is lehetnek.)

A tovabbiakban az ismeretlen szakasz elemeit sorban a tengelynél < vagy
> elemek szakaszahoz kapcsoljuk, mig az ismeretlen szakasz el nem fogy. Vé-
giil a tengelyt betessziik az els6 két szakasz kozé. A masodik szakasz eltolasa
elfogadhatatlanul rossz hatékonysagot eredményezne, ezért ezt mind az elsé
szakaszhoz csatolasnal mind a tengelynek a két szakasz kdzé mozgatasanal
elkeriiljiik. A masodik szakasz eltolasat ugy tudjuk elkeriilni, hogy az aktu-
alis elemet mindkét esetben megcseréljiik a masodik szakasz elsé elemével.
Ennek kévetkezménye, hogy a quicksort algoritmusunk nem stabil.

A masodik ciklus végrehajtasat elkezdve, A[j] = 1 < pivot. Ezért meg
kell cserélni Ali]-vel, hogy csatlakozhasson az A[p..r] elsd, a tengelynél <
elemei szakaszahoz. Mivel az invarians alapjan A[i] > x, neki a 2. szakasz
(a tengelynél > elemek szakasza) végén is jo helye lesz. (Megvastagitottuk a
megcserélendd elemeket.)

p il]] r
A:[5|3[8|1]6|4|7]|®

Megcseréljiik az Ali] és az A[j] elemeket. Igy az Alp..r] els6 szakasza (a
tengelynél < elemek szakasza) eggyel hosszabb lett, a masodik szakasza (a
tengelynél > elemek szakasza) pedig eggyel arrébb ment. Ezért az i és a j
valtozokat is eggyel megndveljiik, hogy a ciklusinvarians igaz maradjon.

p 1] r
A:[5|3]1(8[6|4]|7|®

Most A[j] = 6 > pivot = 5, ezért A[j]-t hozzavessziik az A[p..r] 2. (a
tengelynél > elemek) szakaszéhoz. Ehhez j-t megnoveljiik eggyel.

p i ] T
A:|5[3]1|8[6[4|7|®
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Most viszont mar A[j] = 4 < pivot = 5, ezért A[j]-r6l kideriil, hogy meg kell
cserélni Ali]-vel. (Most is megvastagitottuk a megcserélendd elemeket.)
Megeseréljiik az A[i] és az A[j] elemeket. Igy az Alp..7] elsé szakasza (a
tengelynél < elemek szakasza) eggyel hosszabb lett, a masodik szakasza (a
tengelynél > elemek szakasza) pedig eggyel arrébb ment. Ezért az i és a j
valtozokat is eggyel megndveljiik, hogy a ciklusinvarians igaz maradjon.
p i J|r
A:[5|3[1[4]6[8|7|®

Most A[j] = 7 > pivot = 5, ezért A[j]-t hozzavessziik az A[p..r] 2. (a
tengelynél > elemek) szakaszéhoz. Ehhez j-t megnéveljiik eggyel.

Most viszont mar j = r, ezért az A[p..r| 3. szakasza elfogyott.
p i j=r
A:|5[3[1]4]6[8][7] ®

Most méar az els§ 2 szakasz lefedi Alp..(r—1)]-et, és a 2. szakasz az i < j
invarians miatt nemiires. FEzért a tengelyt berakhatjuk a nala < és a nala
> elemek kozé gy, hogy a 2. szakasz els6 elemét megcseréljiik a tengellyel.
(“+7 elgjellel jeloljiik, hogy a tengely (pivot) a végs6 helyére keriilt, ui. téle
balra a tengelynél <, téle jobbra pedig nala > elemek vannak.)

p ! J=r
A: |5 [3]|1]|4]|4+5|8|T7]| 6

Ezzel az Alp..r] résztomb részekre bontéasat befejeztiik. Most még visszaté-
riink a tengely ¢ indexével, hogy a Quicksort(A, p,r) rekurziv eljaras tudja,
az Alp..r] mely résztombjeire kell meghivnia 6nmagat.

A partition eljaras masik esete az, amikor a tengely az Alp..r] maximuma.
Ez az eset trividlis. Meggondolésat az Olvasora bizzuk.

Megjegyzés: Természetesen egyszeriibb lenne, ha a fenti partition fiigg-
vényben a tengely, kezdettdl fogva az A[r| lenne. Ekkor azonban elGrende-
zett inputokra a Quicksort lelassulna, mert a partition fv egyenetleniil vagna.
Annak érdekében, hogy az ilyen ,balszerencsés” bemenetek valosziniiségét
csOkkentsiik, és azért is, mert az el6rendezett inputok rendezése a gyakorlat-
ban egy fontos feladatosztaly, érdemes a tengelyt az A[p..r] résztémb egy
véletlenszeri elemének valasztani.

A partition() fv helyességének ellendrzéséséhez: Jelolje Ay[p..r| az
Alp..r] témbot a partition() fv meghivasanak pillantdban!
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A partition fv eléfeltétele: 0 < p < r < A.length
(A p és r indexhatarok a fiiggvényen beliil természetesen konstansok.)

A partition fv masodik ciklusanak invariansa:
Alp..r] egy permutacioja az Ag[p..r] résztémbnek A p < i< j <r A
Alp..(i-1)) < Alr] A Ali... (j-1)] = Alr]

A partition fv utofeltétele:
Alp..r] az Aplp..r] permutacioja A p <i <r A
Alp..(i—1)] < Afi] AN A[(i+1)..7] > Ali], ahol i a visszatérési érték.

5.3. Feladat. Ellendrizze a fenti invaridnst! Ennek segitségével bizonyitsa
be a partition() fiigguény helyességét a megadott eld- és utdfeltétel szerint!

5.4. Példa. Rendezze gyorsrendezéssel az [5,2,7,1,6,4,8,3] tombot!  Fel-
tessziik, hogy a particiondlds minden esetben az aktudlis résztomb elsd elemét
vdlasztja tengelynek. Adja meg sorban a partition(A, p,r) segédfiggvény hi-
vdsai dltal kiszdmolt résztémbdket, az elemeik felsoroldsdval, a tengelyt ,+”
eldjellel kilonbéztetve meg!

Megoldas (vazlat): Az els6 particiondlas tehat a vektor elsG elemét (5)
valasztja tengelynek, és az utolsé elemmel (3) cseréli meg. Utana a partici-
onalés ugyanugy folytatodik, ahogy a fenti példaban is lattuk. Eredménye:
[3,2,1,4,4-5,7,8,6]. A maésodik particionilas bemenete az elsé eredményének
a tengelytdl balra es§ résztombje, azaz [3,2,1,4], eredménye pedig [2,1,+3,4].
Harmadszorra a [2,1] résztomb particionalasaval az [1,+2] résztombot kapjuk.
Mivel az egy elemii és az iires résztomboket nem particionaljuk (egyébként
nem is lehet), az els§ particionalas eredményének a tengelyétsl jobbra esd
résztombjével folytatjuk, ami a [7,8,6]. Végiil még ezt is particionélva a
[6,+7,8] résztomb adodik. A particionalasok eredményei sorban (a zarojele-
ket elhagyva):

3,2,1,4,15,7,8,6

2,1,43,4

1,42

6,47,8

5.2.1. A gyorsrendezés (quicksort) mitiveletigénye

A fenti szétvagas (partition) miiveletigénye nyilvan linearis, hiszen a két cik-
lus egyiitt » — p — 1 vagy r — p iteraciot végez.
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A quicksort mitiveletigényére ebbdl a kovetkezd adodik. (A részleteket 1d.
az MSc-n!) A varhato vagy atlagos miiveletigény aszimptotikusan a legjobb
esethez esik kozel, és a legrosszabb eset valoszintisége nagyon kicsi.

mT(n), AT (n) € ©(nlogn)
MT(n) € ©(n?)

5.5. Feladat. Ldssuk be, hogy a gyorsrendezésre mT(n) € O(nlogn) és
MT(n) € Q(n?), ahol az O(g(n)), valamint az Q(g(n)) figgvényosztdlyok
definicidja a 8. fejezetben taldlhato.

5.2.2. Vegyes gyorsrendezés (Mixed quicksort)

Ismert, hogy legfeljebb néhanyszor tiz rendezenddé elem esetén a beszuro
rendezés hatékonyabb, mint a gyors rendezések (merge sort, heap sort, qu-
icksort). Ezért pl. a Quicksort(A,p,r) eljaras jelentGsen gyorsithato, ha a
kis méret résztomboknél attériink beszird rendezésre. Mivel a szétvigasok
(partitions) soran sok kicsi résztomb all eld, igy ezzel a program futasa sok
ponton gyorsithato:

(Quicksort(A/l T 5,7 ND
[
r—p>k
q := partition(A, p, )

Quicksort(A, p,q — 1) insertion sort(A,p,r)
Quicksort(A, ¢+ 1,7)

Itt k € N konstans. Optimalis értéke sok tényezGtdl fiigg, de altalaban 20 és
40 kozo6tt mozog.

5.6. Feladat. Hogyan tudnank az dsszefésiild rendezést hasonlo modon gyor-
sitani? (Az igy adddd vegyes dsszefésiild rendezés tovdbbfejlesztése a Timsort,
ami raaddsul még az inputban eldfordulé monoton novekvd, illetve csdkkend
szakaszokat is kihaszndlja. [Ld. Python, Java stb.])

A Quicksort legrosszabb esetének ©(n?) miiveletigénye kikiiszobolhets, azaz
biztosithato az MT(n) € ©(nlogn) miiveletigény, ha a vegyes gyorsrendezés
rekurziv eljarasaban figyeljiik a rekurzios mélységet is, és pl. 2logn mélység
meghaladasa esetén az aktualis résztombre — ha még a beszird rendezésre
nem érdemes atvaltani — attériink valamelyik olyan gyors rendezésre, ami
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tudja garantalni a ©(nlogn) legrosszabb miiveletigényt. Alkalmazhatunk
itt segédeljarasként pl. kupacrendezést (Id. 9.11) vagy Osszefésiilé rendezést
is. Igy tarsithatjuk a gyorsrendezés atlagosan legjobb futési idejét valamelyik
masik gyors rendezé algoritmus tékéletes megbizhatosagéaval.

5.2.3. A gyorsrendezés végrekurzio-optimalizalt valtozata™
@uicksort(A : T[n]D

[
Quicksort(A,0,n — 1) ‘

CQuicksort(A 2T 5 pyr: ND
r —]0I >k

q := partition(A, p,r)
Quicksort(A, p,q — 1)
pi=q+1

insertion _sort(A4, p, r)

5.7. Feladat. Hogyan kellene mddositani a fenti ciklust, hogy a rekurzio
mélysége < logn maradjon, és ezzel a Quicksort(n) eljdrds tarigénye O(logn)
legyen?
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6. Elemi adatszerkezetek és adattipusok

Adatszerkezet (data structure) alatt adatok tarolasanak és elrendezésének egy
lehetséges modjat értjiik, ami lehetévé teszi a tarolt adatok elérését és mo-
dositasat, beleértve tjabb adatok eltarolasat és tarolt adatok torlését is. [4]

Nincs olyan adatszerkezet, ami univerzalis adattarolo lenne. A megfelels
adatszerkezetek kivalasztasa vagy megalkotésa legtobbszor a programozési
feladat megoldasanak alapvets része. A programok hatékonysiga nagymér-
tékben fligg az alkalmazott adatszerkezetektdl.

Az adattipus (data type) a mi értelmezésiinkben egy adatszerkezet, a rajta
értelmezett miveletekkel egyiitt.

Az absztrakt adattipus (ADT) esetében nem definiéljuk pontosan az adat-
szerkezetet, csak — informalisan — a miiveleteket. Az ADT megvalésitasa két
részbdl all:

— reprezentdldsa soran megadjuk az adatszerkezetet,
—implementdldsa soran pedig a miveletei kodjat.

Az adattipusok megvalositasat gyakran UML jeloléssel, osztalyok segit-
ségével fogjuk leirni. A lehets legegyszertibb nyelvi elemekre szoritkozunk.
(Nem alkalmazunk sem 6roklgdést, sem template-eket, sem kivételkezelést.)

6.1. Verem (Stack)

A wverem (stack) adattipus LIFO (Last-In First-Out) adattarolo, aminél tehat
mindig csak az utoljara benne eltérolt, és még benne 1év6 adat érhets el,
illetve torélhets. Tipikus miiveleteit az alabbi megvaldsitas mutatja.

Stack
— A: T[] // T is some known type ; A.length is the physical
— constant m0 : Ny := 16 // size of the stack, its default is m0.
—n:N//ne€0..Alength is the actual size of the stack
+ Stack(m : N, :=m0) {4 := new T[m] ; n:= 0} // create empty stack
+ ~ Stack() { delete A }
+ push(z : T) // push x onto the top of the stack
+ pop() : T // remove and return the top element of the stack
+ top() : T // return the top element of the stack
+ isEmpty() : B {return n = 0}
+ setEmpty() {n := 0} // reinitialize the stack

A vermet most dinamikus tomb (A : T[]) segitségével reprezentaljuk, ahol
A.length a verem fizikai mérete, T a verem elemeinek tipusa. Az egyszeriiség
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kevéért, alapértelmezésben feltessziik, hogy van elég szabad memoéria a new
utasitasaink szamara.

Néhany veremmivelet

Stack(4) push(5) push(3) push(7) push(2) // n=4
3 3 3 3 n=3 3|2
2 2 2 n=2127 207
1 1 n=11|3 113 113
0 n=00|5 01]5 01]5 01]5
A A A A A
CStack::push(:L’ : ‘J‘)) @oubleFullArray(&A : ‘J'HD
I I
n = A.length B : T[] := new T[2 x A.length]
doubleFullArray(A) SKIP i:=0to Alength — 1
Aln] ==z Bli] := A[i]
n+ + delete A; A:=B
Stack::pop():T
. Stack::top():T
| StackUnderf nz?
return A[n] ACRTRCEEEOW T return Aln—1] | StackUnderflow

Példa a verem egyszert hasznalatara: Az input adatok kiirasa forditott sor-
rendben. Feltessziik, hogy a  read(&x:T):B  fiiggvény a kurrens inputrol
olvas, ami akkor sikeres, és tér vissza igazzal, ha nincs még vége az inputnak.
Ilyenkor beolvassa z-be a kovetkezd input adatot. A read(z) akkor sikertelen,
és tér vissza hamissal, ha vége van az inputnak. Ekkor x értéke definidlatlan.
A write(x) a kurrens outpura irja x értékét.

reverse()

v : Stack
read(x)
v.push(z)

—w.isEmpty()
write(v.pop())
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A vermek mitveleteit — a push mitvelet kivételével — egyszerii, rekurziét és
ciklust nem tartalmaz6 metoédusokkal irtuk le. Ezért mindegyik mtveletigé-
nye ©(1), ami — legalabbis egyiitt az Gsszes elvégzett kiilonféle miivelet atla-
gos miiveletigényét tekintve — alapkovetelmény minden verem megvaldsitassal
kapcsolatban. A push miveletre nyilvan mT(n) € ©(1) és MT(n) € ©(n).
A 6.1. feladat szerint azonban a push mitveletre is AT (n) € O(1).

6.1. Feladat* Ldssuk be, hogy a fenti Stack osztdly push mdveletére is tel-
jesil AT (n) € ©(1).

6.2. Sor (Queue)

A sor (queue) adattipus FIFO (First-In First-Out) adattarolo, aminél tehat
a még benne 1év6 adatok koziil adott pillanatban csak a legrégebben benne
eltarolt érhetd el, illetve torolhets. Tipikus miiveleteit az aldbbi megvalositas
mutatja.

A sort nullatol indexelt dinamikus témb (Z : T[]) segitségével reprezen-
taljuk, ahol az Z.length a sor fizikai mérete, T a sor elemeinek tipusa. Az
egyszertiség kevéért, alapértelmezésben feltessziik, hogy van elég szabad me-
moria a new utasitasaink szamaéra.

[A vermet és a sort természetesen abrazolhatjuk lancolt listak segitségével
is (1d. a 7. fejezetet), a verem esetében az egyszert lancolt lista elejét a verem
tetejének tekintve, a sor esetében pedig lista végéhez kozvetlen hozzaférést
biztositva.|

Queue

— Z: T[] // T is some known type ; Z.length is the physical

— constant m0 : Ny := 16 // length of the queue, its default is m0.
—n:N//ne0..Zlength is the actual length of the queue

—k:N// ke0..(Zlength — 1) : the starting position of the queue in Z

+ Queue(m : Ny :=m0){ Z :=new T[m| ;n:=0;k:=0}

// create an empty queue

+ add(z : T) // join x to the end of the queue

+ rem() : T // remove and return the first element of the queue
+ first() : T // return the first element of the queue

+ length() : N {return n}

+ isEmpty() : B {return n = 0}

+ ~ Queue() { delete Z }

+ setEmpty() {n := 0} // reinitialize the queue
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Eqgy sor néhany mivelete

Queue(4) add(5) add(3) rem() : 5
01 2 3 01 2 3 01 2 3 01 2 3
RN EIEI I
k k k k
n=20 n=1 n = n =
rem() : 3 add(7) add(2) add(4)
01 2 3 01 2 3 01 2 3 01 2 3
LT b T fef | 4l [7]2]
k k k k
n=>0 n=1 n=2 n =
(Queue::add(:t : ‘J’))
n = Z.‘length
doubleFullQueueArray(Z, k) SKIP
Z[(k 4+ n) mod Z.length] :== x
n—+ 4+
CQueue::rem() ; ‘T)
[
n>0
n— —
1=k
QueueUnderflow
k:= (k+ 1) mod Z.length
return Z[i]
(Queue::ﬁrst() : ‘J’)
[
n >0
return Z[k| QueueUnderflow

Az add miivelet doubleFullQueueArray(Z, k) segédeljarasaval kapcsolatban
Id. a 6.2. feladatot!
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A sorok miveleteit — az add miivelet kivételével — egyszeri, rekurziot és
ciklust nem tartalmaz6 metoédusokkal irtuk le. Ezért mindegyik mtveletigé-
nye O(1), ami — legalabbis egyiitt az Gsszes elvégzett kiilonféle mivelet at-
lagos miiveletigényét tekintve — alapkdvetelmény minden sor megvaldsitassal
kapcsolatban. Az add miveletre nyilvan mT'(n) € ©(1) és MT(n) € ©(n).
A 6.2. feladat szerint azonban az add mtveletre is AT (n) € O(1).

6.2. Feladat. Irjuk meg a Queue osztdly add miveletéhez tartozd
doubleFullQueueArray(Z, k) segédeljardist! Ha az add mdvelet dgy taldlja,
hogy mdr tele van a témb, cserélje le nagyobbra, pontosan kétszer akkordra!
Ugyeljink a nagysdgrendileg optimdlis dtlagos futdsi idére, tovdbbd arra, hogy
a 7 tombben a sor akdr ciklikusan is elhelyezkedhet!

Ldssuk be, hogy igy az add mdveletre mT'(n) € ©(1) és MT(n) € O(n),
valamint AT (n) € O(1) is teljesil!)

6.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy adott a Stack osztdily, ami a Stack(),
~Stack(), push(z:T), pop():T, isEmpty():B mdveletekkel (elvileg) korldtlan
meéretd vermeket tud lélrehozni és kezelni. Feltehetd, hogy mindegyik mivelet
dtlagos futdsi ideje O(1).

Valdsitsuk meg a Queue osztdlyt két verem (és esetleg néhdny egysze-
ri segédvdltozd) segitségével, a kovetkezd midveletekkel: Queue(), add(z:T),
rem():T, length():N. Miért nincs szikség destruktorra? Mit tudunk mon-
dani a mdveletigényekrdl? FElérhetd-e valamilyen értelemben a ©(1) dtlagos
mdaveletigény?

6.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy adott a Queue osztdly, ami a Queue(),
~Queue(), add(z:T), rem():T, length():N mdveletekkel (elvileg) korldtlan mé-
retid sort tud létrehozni és kezelni. Feltehetd, hogy mindegyik midvelet dtlagos
futdsi ideje ©(1).

Valdsitsuk meg a Stack osztdlyt egy sor (és esetleg néhdny eqyszerd segéd-
vdltozo) segitségével, a kovetkezd mdveletekkel: Stack(), push(z:T), pop():T,
isEmpty():B. Miért nincs sziikség destruktorra? Mit tudunk mondani a mi-
veletigényekrdl?
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7. Lancolt listak (Linked Lists)

A beszird rendezésnél, a vermeknél, a soroknal és a rendezett prioritasos so-
roknal, egy dimenzios témbokkel véges sorozatokat reprezentaltunk. Tegyiik
fel példaul, hogy adott az A : Z[100] t6mb, aminek az A[0..90) résztombjé-
ben egy 90 elemt szamsort tarolunk, és az n = 90 valtozo tartalmazza a témb
aktudlisan felhasznélt prefixének hosszat. Ennek a modszernek az a {6 elénye,
hogy a sorozat barmely eleme kozvetleniil, ©(1) id6ben elérhetd az Ali] inde-
xeléssel (i € [0..n)). Hatranya, hogy ha pl. a A[l] poziziéra be szeretnénk
szarni sorrendtartd modon az x szamot, akkor az A[1] := x értékadas el6tt az
A[1..90) résztomb minden elemét eggyel jobbra kell csusztatni. Hasonloan,
ha A[l]-et sorrendtarté modon szeretnénk tordlni, akkor ehhez az A[2..90)
résztomb minden elemét eggyel balra kell csusztatni. (Mindkét esetben az n
értékét is megfelelgen kell modositani.) Lathato, hogy minkét miivelet koltsé-
ge linearisan aranyos a tomb aktudlis pozici6jatol hatralévs elemek szamaval.
Ha pedig az elbbi példaban tobbszori beszuras utan n = 100 lesz, tovab-
bi besziras mar nem valosithatdo meg. (Bar ez utobbi probléma — nem til
hatékonyan — megoldhato pl. dinamikusan valtoztathaté méreti tombokkel.)

A ldncolt listdk a véges sorozatok tarolasara egy alternativ megoldast ki-
nalnak. El6nyiik, hogy a sorrendtarté besziras és torlés hatékonyan, O(1)
idében megoldhatd, ha a mivelet pozicidja mar megfelel6képpen adott. Hat-
ranyuk, hogy a lancolt lista 7. elemét a legrosszabb esetben csak ©(7) id6
alatt érhetjiik el.

Mivel a toémbdk és a lancolt listak is véges sorozatokat, azaz lineéris struk-
tarakat tarolnak®, ezért ezeket linedris adatszerkezeteknek nevezziik.

A ldncolt listdk legalapvetSbb tipusal az egyirdnyi és a kétirdnyd listdk.
Mig az egyiranyu listdkon csak a lista elejétdl a vége felé tudunk haladni, a
kétiranyu listdkon visszafelé is mozoghatunk, ami néhany feladat megoldasa-
nal elényds lehet. Ennek az az ara, hogy adott hossziisdgi nemiires sorozatot
kétiranyua listaban tarolva tobb memoriara van sziikségiink, mintha ugyan-
azt a sorozatot a neki megfelel§ egyirdnyt listaban tarolnénk, és a kétiranyu
listdk esetében az elemi listamodositdo miiveletek (beftizés, kiftizés) is t6bb
értékado utasitasbol allnak.

7.1. Egyiranyu listdk (one-way or singly linked lists)

Ebben az alfejezetben egyiranyu listak két legfontosabb altipusa,
— az egyszerd eqyirdnyi listak (S1L = Simple One-way List) és

9Ezen azt sem véltoztat, amikor halmazt vagy zsdkot (multihalmazt) reprezentélunk
veliik, hiszen a reprezentacié — akaratunktol fiiggetleniil — ekkor is sorrendiséget hataroz
meg a halmaz vagy zsak elemei kozott.
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— a fejelemes eqyiranyi listdk (H1L = One-way List with Header node)
részletes targyalasara keriil sor, de bevezetjiik még a végelemes és a ciklikus
egyiranyu listakat is.

L= O

L ——{9[ F—{16] +—{4] +—{1]6]

L ——{s[ +—[o[ F—{16[ F—[4[ F—{1]5]
L ——{25[ F—{o] +—{16[ +—{4]5]

3. dbra. Az L; mutato egyszeri egyiranyu listdkat azonosit egy képzeletbeli
program futasanak kiilonb6z6 szakaszaiban. Az elsé sorban a lista, iires lista
allapotaban lathato.

Az egyiranyu listak elemeinek osztalya a kévetkezd:

E1
+key : T
... // satellite data may come here
+next : E1*
+E1() { next :=0 }

Itt az E1* olyan mutatot (pointert) jelol, ami E1 tipusi objektum cimét
tartalmazhatja; vagy az értéke ©,'° vagy definidlatlan.

Ha pl. adott a p: E1* pointer, ami egy egy E1 tipust objektumra
mutat, akkor a mutatott objektumot *p jeloli. Ezutan a mutatott objektum
mezGi (adattagjai) (xp).key és (xp).next, amiket, a C/C++ nyelveket kbvetve
szemléletesebben p — key (a p altal mutatott objektum key mezGje) és
p — next (a p altal mutatott objektum next mezéje) alakban szokas irni.

7.1.1. Egyszeri egyiranyu listak (S1L)

A 3. dbranak megfelelGen az iires S1L-t © pointer azonositja, mig a nemiires
S1L azonosito pointere kozvetleniil a lista els§ elemére mutat.

A 3. 4bran az els6 négy sorban egyszerii egyiranyt listdkra lathatunk példa-
kat. Az elsG sorban az L1 = © formuléaval az L, iires listat irtuk le. A mésodik

10A © szimbélum szokasos olvasatai a null, illetve a nil.
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sorban lathato egyszeri egyiranyi lista a (9;16; 4; 1) sorozatot reprezentalja.
Ennek megfelelGen a lista négy db E1 tipusi objektumbol, pontosabban lis-
taelembdl all, amiknek a key mez6i sorban tartalmazzéak a (9; 16;4; 1) sorozat
elemeit. Az L, pointer az els6 objektumra, azaz listaelemre mutat. Ennek
megfeleléen L; — key = 9, és az Ly — next pointer mutat a lista méaso-
dik elemére, amib6l L; — next — key = 16 kovetkezik. Ha végrehajtjuk a
p = L1 — next — next értékadast, akkor p a lista harmadik elemére mutat,
p — key = 4, p — next a negyedik listaelemre mutat, p — next — key =1,
p — next — next = O, és p-re a p := p — next — next értékadést is
végrehajtva p = © lesz.

Ha p = O, akkor a xp kifejezés hibas, igy a p — key és a p — next
kifejezések is azok, kiértékelésiik futasi hibat eredményez. (C/C++-ban pl.
ez a hiba a segmentation violation egyik esete.)!

Ha a p pointernek egyaltalan nem adunk értéket, akkor az értéke — ugyan-
gy, mint mas tipusu valtozok esetében — definidlatlan: Lehet, hogy p = O,
de az is lehet, hogy p # ©; a p tulajdonképpen barmilyen memoriacimet
tartalmazhat, de az is lehet, hogy nem létez§ memoriacimre hivatkozik. Ek-
kor a *p, a p — key és a p — next kifejezések is definidlatlanok, azaz nem
tudhatjuk, hogy mi lesz a kiértékelésiik eredménye.

Els§ programozasi példanak megadjuk az S1L_length(L:E1*):N fiigg-
vényt, ami az L S1L, azaz egyszerid egyiranyu lista hosszat szamolja ki. Ne
felejtsiik el, hogy absztrakt (azaz logikai) szinten L egy lista, mig konkrét
(azaz fizikai) szinten L csak egy memoriacim, ami a listat azonositja. Az,
hogy az L:E1* pointer absztrakt szinten L S1L, tulajdonképpen a fiiggvény
altal elvégzett szamitas helyességének eldfeltétele.

(SIL_length(L : E1*) : N)
I

n:=0

p=1L Ha n jeloli az L lista hosszat,
pP#O akkor

n:=n+1 a ciklus n iteraciot végez,

tehat
TSlL_length (n) €0 (n)

pi=p— next

return n

A p = © esetet ugy is elképzelhetjiik, hogy a p pointer egy tgynevezett seholsincs
objektumra (NO = Nowhere Object) mutat, ami teljesen iires, és igy, ha a tartalméhoz
akarunk hozzaférni, akkor nem létez6 dologra akarunk hivatkozni, ami sziikségszertien
programfutasi hibahoz vezet. (Tehat a NO cime ©, de ezen a cimen csak a semmit talal-
hatjuk.)
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7.1.2. Fejelemes listak (H1L)

A fejelemes listak (H1L) szerkezete hasonlo az S1L-ekéhez, de a H1L-ek min-
dig tartalmaznak egy nulladik, un. fejelemet. A HI1L-t a fejelemére mutato
pointer azonositja. A fejelem key mezGje definidlatlan'?, a next pointere pe-
dig a H1L-nek megfelel6 S1L-t azonositja. Ebbgl kévetkezik, hogy az iires
H1L-nek is van fejeleme, aminek a next pointere ©. Fejelemes listakra a 4.
abran lathatunk példékat.

& —S
LB A3
L — B — {3 — A — [
L — B 328

4. dbra. Az L, fejelemes listdkat azonosit egy képzeletbeli program futasanak
kiilonb6z6 szakaszaiban. Az elsG sorban a lista, iires lista allapotdban lathato.

A 4. abra els6 soraban L, iires H1L, amit az mutat, hogy a fejelem next
mezGje ©, azaz Ly — next = . Ezenkiviil Ly — key definidlatlan.®

A 4. abra masodik soraban Ly harom elemid H1L, mert a fejelemet nem
szamoljuk bele a fejelemes lista hosszaba. Ly — next mutat a H1L els6
elemére. Igy L, — next — key = 4, Ly — next — next mutat a lista
mésodik elemére stb.

A kovetkez6 HIL length(H:E1*):N fiiggvény tetszéleges H H1L hosszat
szamolja ki. Kihasznaljuk, hogy H — next a H1L-nek megfelel§ S1L.

(HIL_length(H : E1¥) : N)
I THlLﬁlength(”) S @(n)
return S1L_length(H — next) ahol n a H H1L hossza

7.1.3. Egyiranyn listak kezelése

A kiilonbo6z6 listamiiveleteknél a listaelemekben levs kulesok (és az esetleges
egyéb jarulékos adatok) listaelemek kozti mozgatasat keriiljiik.

Zesetleg a lista hosszat, vagy valamely egyéb tulajdonsagat tartalmazhatja
13Ha a lista hosszat tartalmazna, itt Ly — key = 0 lenne.
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Elényben részesitjiik a listdk megfelels atlancolasat, mivel keriiljiik a fe-
lesleges adatmozgatast, és nem tudjuk, hogy egy gyakorlati alkalmazasban
mennyi jarulékos adatot tartalmaznak az egyes listaelemek. (Lehet hogy a
lista elemei E1 részosztalyaihoz tartoznak.)

Alabb, a baloldali kod tetszéleges egyirdnyu lista *xp eleme utan fiizi a
xq objektumot. Feltessziik, hogy a végrehajtasa el6tt xq éppen nincs listaba
fiizve. T € O(1).

Alabb, a jobboldali kodnal feltessziik, hogy xp és xq valamely egyiranyu
lista egymés uténi elemei, azaz p — next = ¢ # Q. Ezzel az eldfeltétellel
kifiizi a listabol a xq elemet. T' € ©(1). Ha a xq objektumot ezutéan azonnal
listdba flizziik (atfiizés), akkor a g — next ;== © utasitas elhagyhato.

// Provided that xp is followed
// Let #p be followed by x*q. // by #q, unlink x*q.
q — next :=p — next p — next := q — next
p — next :=q [q — next := Q)]

A fentiek az egyiranyu listak alapmiiveletei. Fejelemes egyiranyu listak
(H1L) esetén ezek segitségével minden Osszetett listamodosité miivelet meg-
adhato (bar a kod optimalitasa érdekében gyakran eltériink ezektdl az utasi-
tasparoktol). Egyszert egyiranyu listak (S1L) esetén még két tovabbi alap-
miivelet sziikséges, sorban a lista legelejére torténd beszirasra, illetve az elsé
elem kiftizésére. (Ld. alabb!) Emiatt a fejelemes listakat kezel§ programok
kodja gyakran kevesebb esetszétvalasztast tartalmaz, mint a nekik megfeleld,
egyszert listakat kezel6 programok, hiszen mindig valami utan kell besztrni,
és mindig valami mogiil kell kiftizni.

Cserébe, minden egyes fejelemes lista eggyel tobb objektumot tartalmaz,
mint a neki megfelel§ egyszeri lista, ami valamelyest megnoveli a program
tarigényét. Ha egy alkalmazasban sok révid listaink van, a tarigények kii-
lonbsége szignifikans lehet. Ezért pl. hasito tablakban (hash tables) sosem
hasznalunk fejelemes listakat.

// Insert xq at the // Unlink the first element of list L.
// front of list L. q:=1L
q— next =L L :=q — next
=q l[¢ = next := Q)]

Az is lehet, hogy egy (rész)feladatban a listat mindig csak a legelején,
azaz veremszerten kell modositani; vagy olyan a feladat, hogy a lista els6
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eleme biztosan a helyén marad. Ezekben az esetekben a fejelem csak akadaly.
Ha éppen van, célszert a feladatot megold6 alprogramot a fejelemet kévetd
egyszer( egyiranyu listara (S1L) meghivni.

Akkor sem célszerti minden egyes lista elejére fejelemet generélni, ha egy
program — mint pl. a lancolt listakra alkalmazott Gsszefésiils rendezés (merge
sort) — atmenetileg sok rovid listat hoz létre, hiszen igy a fejelemek alloka-
lasa és deallokalasa a futasi id6t jelentGsen megnévelheti (hacsak nem éliink
valamilyen iigyes triikkel :).

Olyan eset is lehet, amikor a fejelem helyett tn. végelemet célszerd alkal-
mazni, azaz a lista végén van egy olyan elem, aminek a kulcsat nem hasznél-
juk, és az iires lista csak egy végelemet tartalmaz. Erre példa a sorok lancolt,
optimélis megvalositasa: Ilyenkor a listara két kiilsé pointer mutat, az egyik
a lista els6, a masik a végelemére (trailer). (A részleteket itt is az Olvasora
bizzuk.) A lancolt listakon szerepld extra elemeket, mint a fejelem vagy a
végelem, és mas, a lista egy-egy szakaszat hatarolo listaelemeket Osszefoglalo
néven drszem (sentinel) elemeknek hivjuk.

Most még roviden targyalunk két alprogramot, amelyek hasznosak lesznek.
Ccut(L : E1* s n:N): El@
[

@1L_read() : El@

p:=1L :
n>1 H :=v:= new El
n:=n-—1 read(x)
p:=p — next v:=v — nexrt := new El
q:=p — next v — key == x
p — next .= O // satellite data may be read here
return g return H

A cut(L:E1*;n:N):E1* fiiggvény kettévagja az L S1L-t. Az els6 n elemét
hagyja L-ben, és visszaadja a lista levagott maradékat azonosité pointert. A
listaelemek sorrendjét megtartja. T.,.(n) € O(n).

A H1L read():E1* fiiggvény beolvas egy adatsort a kurrens inputrol, a
bemenet sorrendje szerint egy H1L-t épit bel6liik, és visszaadja a fejeleme
cimét. Feltessziik, hogy a read(&z:7):B fliggvény képes a kovetkezs adat
beolvasasara z-be, és akkor ad vissza igaz értéket, ha a beolvasés el6tt még
volt adat a bemeneten. (Kiilonben = definidlatlan marad, és a fiiggvény
hamis értéket ad vissza.) Tyir resa(n) € ©(n), ahol n a mar felépitett H1L
hossza.

7.1. Feladat. Prébdljuk megirni az S1L_read():E1* figgvényt, amely beol-
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vas eqy adatsort a kurrens inputrol, a bemenet sorrendje szerint eqy S1L-t
épit beldliik, és visszaadja az elsd eleme cimét, vagy S-t, ha az input tres
volt! Tartsuk meg a O(n) midveletigényt! Eqyszeribb vagy bonyolultabb lett a
kod, mint a H1L read():E1* fiigguény esetében? Miért?

7.2. Példa. Vulositsuk meg a Queue osztdlyt eqyiranyi, végelemes listdval!
A listdra két kilsd pointer mutat, az egyik (first) az elsd, a mdasik (trailer)
a (nemdefinidlt kulesi) végelemére. A sor dsszes miveletének miveletigénye
O(1) legyen, a setEmpty() és a destruktor kivételével. Ez utdbbiakat ©(n)
miveletigénnyel valdsitsuk meg, ahol n a kitiritendd sor hossza. A new és a
delete utasitdsok miveletigényeit ©(1)-nek tekintjik. (Bdévebben ld. errdl a
7.1.4. alfejezetet!) Mint dltalaban, most is feltessziik, hogy a new utasitdsok
végrehajtasdhoz elegendd memoria dll rendelkezésre.

Megoldas:

Queue

— first,trailer : E1* // a one-way list with trailer represents the queue
— n:N // nis the actual length of the queue

+ Queue(){ first := trailer := new E1 ; n:=0} // create an empty queue
+ add(z : T) // join x to the end of the queue

+ rem() : T // remove and return the first element of the queue

+ first() : T // return the first element of the queue

+ length() : N {return n}

+ isEmpty() : B {return n = 0}

+ setEmpty() // reinitialize the queue

+ ~ Queue() { setEmpty() ; delete trailer }

(Queue::add(a: : ‘J’))
I
trailer — key = x

trailer := trailer — next := new El
n+ +
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(Queue: :rem() 7)

[

n>0

x = first — key

n— —

p:= first
first .= first — next

delete p

return

QueueUnderflow

CQueue: first() : ’.T)

[

n >0

return first — key

QueueUnderflow

CQueue: :setEmpty(D
I

first # trailer

p:= first

first .= first — next

delete p

n:=0

g

7.3. Feladat. Az L pointer eqy monoton novekvden rendezett eqyszerd ldn-

colt lista (S1L) elsd elemére mutat (L # Q).

Irjuk meg o duplDel(L,&D:E1%) eljdrdst, ami a duplikdlt adatoknak csak
az elsd eldforduldsdt hagyja meg! T'(n) € O(n), ahol n az L lista hossza (n a
program szdmdra nem adott). A lista tehdt szigorian monoton névekvd lesz.
A feleslegessé valo elemekbdl hozzuk létre a D pointerd, monoton csokkend,

eqyszeri lancolt listdt!

7.4. Feladat. Adott az A : T[n] tomb.

Irjuk meg a listaba(A : T[] ; &H:E1%) eljdrdst, ami elddllitja az A tomb
altal reprezentdlt absztrakt sorozat ldncolt dbrdzoldsdat a H H1L-ben. A sziik-
séges listaelemeket az ismert new E1 mduvelet segitségével nyerjik. Feltessziik,
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hogy ha nincs elég memoria, akkor a new mdvelet null pointert ad vissza. Fb-
ben az esetben irjuk ki azt, hogy ,Memory Overflow!”, aztin azonnal fejezzik
be az eljardst! Ilyenkor a H listdban csak azok az elemek legyenek, ame-
lyeket sikeresen generdltunk! Tisapa(n) € O(n) legyen! (Feltesszik, hogy

Thew € ©(1).)

7.5. Feladat. Adott az A : T[n] tomb.

Irjuk meg a listaba(A : T[] ; &L:E1%) eljdardst, ami elddllitia az A tomb
dltal reprezentdlt absztrakt sorozat ldncolt dbrdzoldsdt az L S1L-ben. A sziik-
séges listaelemeket az ismert new E1 mdvelet segitségével nyerjik. Feltessziik,
hogy ha nincs elég memoria, akkor a new miuvelet null pointert ad vissza. Fb-
ben az esetben irjuk ki azt, hogy ,Memory Overflow!”, aztdn azonnal fejezziik
be az eljdardst! Ilyenkor az L listdban csak azok az elemek legyenek, ame-
lyeket sikeresen generdltunk! Tisapa(n) € O(n) legyen! (Feltesszik, hogy

Thew € O(1).)

7.6. Feladat. Tekintsiik a H fejpointerd HIL rendezését a kévetkezd algo-
ritmussal!  Eldszér megkeressiik a lista minimdlis elemét, majd dtfizzik a
fejelem utdn. FEzutdn megkeressiik a mdsodik legkisebb elemét és dtfizzik az
elsd minimum utdn. Folytassuk ezen a mddon a lista elsd (n — 1) elemére!
Pl.:

(3;9;7,1;6;2) — (1 /9;7;3;6;2)

— (1,2 /7;3;6;9) — (1;2;3 / 7;6;9)

— (1;2;3;6 [/ 7;9) — (1;2;3;6;7 / 9)

— (1;2;3;6;7;9)
Irjunk struktogramot erre a — minimumkivdlasztdsos rendezés néven kozis-
mert — algoritmusra MinSelSort(H :E1*) néven! Mi lesz a f§ ciklus invaridn-
sa? Miért elég csak az elsé (n — 1) elemre lefuttatni? (n = a lista hossza.)
Adjuk meg az MT(n) és mT(n) figguényeket a minimumkivilasztdsos ren-
dezésre az ismert ©-jeloléssel!

7.7. Feladat. Adott a P:E1%n| pointer tomb, amelynek elemei eqyszert lin-
colt listdkat azonositanak. (Mindegyik vagy © pointer, vagy eqy lista elsd
elemére mutat. )

Irjuk meg az osszefiiz(P, L) eljdardst, ami a listdkat sorban egymds utdn
fizi az L egyszerd listdba. (A formdlis paraméterek pontos specifikdldsa a
feladat része.) T'(m,n) € O(m + n), ahol m az eredeti listdk 0sszhossza (m
a program szdmdra ismeretlen).

7.8. Feladat. Az L pointer eqy rendezetlen, egyszerd ldncolt lista elsd ele-
mére mutat. Felteheld, hogy a lista nem tires.
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Irjuk meg a MazRend(L) eljardst, ami a listdt monoton névekvden, L
hosszatol fiiggetlen, konstans mennyiségii memoriafelhaszndldssal, maximum-
kivdlasztassal rendezi! (A formdlis paraméter pontos specifikdldsa a feladat
része.) MT(n) € O(n?), ahol n az L lista hossza (n a program szdmdra nem
adott).

[Felvesziink egy rendezett, kezdetben iires segédlistdt. (Igy inicializdljuk.)
A rendezés menetekbdl dll. Minden menetben kivdlasztjuk a rendezetlen lista
legnagyobb elemét, és dtfizzik a rendezett lista elejére.|

7.9. Feladat. Legyenek H, és H; szigorian monoton novekvden rendezett
HiL-ek! Irjuk meg a unionlntersection(H,, H; : E1*) eljirdst, ami a H,
listdba H; megfeleld elemeit dtfizve, a H, listdban az eredeti listdk — mint
halmazok — unicjat dllitja eld, mig a H; listaban a metszetiik marad! Ne
allokdlyunk és ne is deallokdljunk listaelemeket, csak az listaelemek dtfizésével
oldjuk meg a feladatot! MT (n,,n;) € O(n,+n;), ahol a H, H1L hossza n,, a
H; HI1L hossza pedig n;. Minkét lista maradjon szigorian monoton névekvden
rendezett H1L!

7.1.4. Dinamikus memoériagazdalkodas

Az objektumok dinamikus létrehozasara a new T miveletet fogjuk hasznélni,
ami egy T tipust objektumot hoz létre, és visszaadja a cimét. Ezért tudunk
egy vagy tobb mutatoval hivatkozni a frissen létrehozott objektumra. Az ob-
jektumok dinamikus létrehozasa egy specidlisan a dinamikus helyfoglalasra
fenntartott memoriaszegmens szabad teriiletének rovasara torténik. Fontos
ezért, hogy ha méar egy objektumot nem hasznélunk, a memoria neki meg-
felel6 darabja visszakeriiljon a szabad memoriahoz. Erre fogjuk hasznélni a
delete p utasitast, ami a p mutato altal hivatkozott objektumot torli.

Maga a p mutaté a p := new T utasitds végrehajtasa elGtt is 1étezik,
mutato a delete p végrehajtasa utan is létezik, egészen az 6t (automatikusan)
deklaralo eljaras vagy fiiggvény végrehajtasinak befejezéséig.

Mi magunk is irhatunk optimalizalt, hatékony dinamikus memoria hely-
foglalo és felszabadité rutinokat; speciélis esetekben akéar gy is, hogy a fenti
miiveletek konstans id6t igényelnek. (Erre egy példa a gyakorlatokon is el-
hangzik.)

Altalanos esetben azonban a dinamikus helyfoglalasra hasznalt szabad
memoria a kiillonbozo tipust és méret objektumokra vonatkozo létrehozé-

14 A7 absztrakt programokban (struktogram, pszeudokéd) automatikus deklaraciot fel-
tételeziink: az eljaras vagy fiiggvény meghivasakor az Gsszes benne hasznalt lokélis skalar
valtozo automatikusan deklaralodik (egy valtozo alapértelmezésben lokalis).
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sok és torlések (itt new és delete utasitasok) hatasara feldarabolodik, és vi-
szonylag bonyolult konyvelést igényel, ha a feldarabolédasnak gatat akarunk
vetni. Ezt a probléméat a kiilonb6z6 rendszerek kiilonb6z6 hatékonysaggal
kezelik.

Az absztrakt programokban az objektumokat dinamikusan létrehozo
(new) és torls (delete) utasitasok miiveletigényeit konstans értékeknek, az-
az O(1)-nek vessziik, azzal a megjegyzéssel, hogy val6jaban nem tudjuk,
mennyi. Ezért a lehetd legkevesebbet hasznaljuk a new és a delete utasita-
sokat.

A t6mbok dinamikus létrehozasarol és torlésérdl 1d. (3.1)!

7.1.5. Besziuro rendezés H1L-ekre

Ismertetjiik a fejelemes listakra a beszird rendezést. Lathato, hogy a rende-
zett besziras mivelete egyszertibb, mintha egyszerd egyirdnyu listara irtuk
volna meg, mert a lista elejére valé beszirast nem kell kiilén kezelni.

(HlL_insertionSort(H: El*D
[
r:=H — next

r#0Q
s =1 — next
s#SQ
r— key < s— key

r — next .= s — next
p:=H;q:=H — next SKIP
ri=s q — key < s — key

pi=q;q:=q— next

s —next :=q;p— next :=s

s:=1r — next

7.10. Feladat. Ldssuk be a fenti algoritmus helyességét, és bizonyitsuk be,
hogy a miveletigénye, ugyanigy, mint a t6mbos vdltozaté:

mTrs(n) € O(n)

AT[s(n), MT[S(H) € @(n2)

aholn a H fejelemes lista hossza. Gondoljuk meg azt is, hogy mi biztositja a
rendezés stabilitdsdt!
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7.1.6. Az 0Osszefésiilé rendezés S1L-ekre

A merge sort-ot most egyszert (egyiranyn) listakra irjuk meg. Ha fejelemes
listakkal dolgoznank, itt a listak darabolasa soran sok fejelemet kellene ke-
zelni, ami nem lenne hatékony, mar amennyiben a fejelemeket dinamikusan
kell (pl. new utasitassal) létrehozni.

Gns(&L : E1*;n: ND
I
n>1
nl:= %]
@ergeSort(&L : El*D L2 = cut(L,nl)
I )
// Lis an S1L. ms(L, nl) SKIP
n:= S1L_length(L) ms(L2,n —nl)
ms(L,n) L := merge(L, L2)

merge(L1, L2 E1%) : E1
C ),

L1 — key § L2 — key
L=t:=11 L.=t:=12
L1 := L1 — next L2 := L2 — next
L1#QONL2#QS
L1 = key < L2 — key
t:=1t— next:= L1 t:=1t— next = L2
L1 := L1 — next L2 := L2 — next
L1#0S
t — next := L1 t — next := L2

return L

7.11. Feladat. Ldssuk be a fenti algoritmus helyességét, és indokoljuk, hogy
a miveletigényére, hasonloan, mint a tombdos vdltozatéra

mTMg(n), MTMs(n> c @(n IOg TL)
teljesiil, ahol n az L lista hossza. Gondoljuk meq a stabilitdst is!

7.12. Feladat. A fenti merge(L1,L2) figguény szimmetrikus. Probdljunk
aszimmetrikus megoldds adni, ami az L1 lista elemei kézé fésili L2 elemeit!
Melyik megoldds adott gyorsabb kédot?

29



7.1.7. Ciklikus egyiranyu listak

Ciklikus esetben az utolso listaelem next mezje nem a ©-t tartalmazza,
hanem visszamutat a lista elejére. Ciklikus egyirdnyu listak segitségével jol
lehet pl. kérkords vagy sor jellegli absztrakt struktarakat reprezentalni.

Fejelem nélkiili nemiires lista esetén az utols6é elem next pointere az els6
listaelemre mutat, és a listara kiviilr6l gyakran az utolso elemén keresztiil
érdemes hivatkozni (ha egyaltalan értelmezziik az els6 és utolso elem fogalmat
ebben az esetben). Ures lista esetén viszont a fejelem nélkiili ciklikus listat
a © reprezentalja.

Fejelemes egyiranyt ciklikus lista esetén az utolso listaelem next pointere
a fejelemre mutat, specialisan iires lista esetén tehat a fejelem next pointere
visszamutat a fejelemre. A ciklikus listak esetében a fejelemes és a végelemes
lista ugyanazt jelenti, hiszen ez a két 6rszem ugyanaz. A listat azonosito
kiils6 pointer az érszemre mutat.

7.13. Feladat. A 7.2. példdt és megolddsdt mintdanak véve, valdsitsuk meq a
Queue (sor) adattipust (ld. (6.2) alfejezet)
— egyszerd lancolt listdval (S1L) gy, hogy amennyiben a lista nemiires, az
elsd elemére az L, az utolso elemére a t pointer mutat, ha viszont a lista tres,
akkor L = S, t értéke pedig nem definidlt;
— drszemes eqyiranyu ciklikus listdval;
— drszem nélkili eqyirdnyu ciklikus listdval!
Tartsuk meg a kilonbozd megvaldsitisok mindegyik miveletére a ©(1) mive-
letigényt, kivéve a setEmpty() miveletet és a destruktort, ahol ©(n) lesz az
) miveletigény, n-nel a sor hosszit jeldlve!

Hasonlitsuk dssze a négy reprezentdciot (adatszerkezetet) és implementd-
cidt (miveleteket) eqgymdssal, majd a tombds megualdsitdssal (6.2)!

7.2. Kétiranyu listadk (two-way or doubly linked lists)

Ebben az alfejezetben a kétiranyu listak két legfontosabb altipusa,
— az egyszerd kétiranyu listak (S2L = Simple Two-way List) és
— a fejelemes ciklikus kétiranyi listak (C2L = Cyclic Two-way List with hea-
der)
targyalasara keriil sor, ez utobbira részletesen.

A kétirany listak elemeiben a next pointer mellett talalhatunk egy prev
pointert is, ami a lista megel6zG elemére mutat.
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L = prev  key next
|
L ——{olo| T [w6[ T —| [4] 7| [1]0]
L ——{of2s] G [of F—f [16[ F—f [4] T—1 [1]0]
L ——{ofas[ T [o] T [16] T [1]s]

5. dbra. Az L; mutatd egyszer( kétiranyu listdkat (S2L) azonosit egy kép-
zeletbeli program futésanak kiilonb6z6 szakaszaiban. Az els6 sorban a listat
iiresre inicializald értékadas lathato.

7.2.1. Egyszert kétiranyu listak (S2L)

Az 5. abra 1. sordban Az L; listat iiresre inicializatuk, a masodik sorban
a (9;16;4;1) sorozatot rerezentalja. A harmadik sorban beszurtuk meég a
25 kulesu kétiranyn listaelemet a lista elejére. A negyedik sorban tordltiik
az utolsé elGtti elemét. Lathato, hogy a lista mdédositasai soran kiillonbo6z6-
képpen kell kezelni a lista elsd, utols6 és kozbiilsé elemeit. Mindazonéaltal
a hasito tablaknal ez a listatipus bizonyul majd célszertibbnek a fejelemes
ciklikus kétiranyd listdkhoz képest, amiket a kovetkez6 alfejezetekben tér-
gyalunk, és ahol a listamodosito miiveletek egyszeriibbek és hatékonyabbak,
mint ennél a listatipusnal.

Mivel azonban a listaelemek beszirasa és eltavolitasa is masképpen megy
a listak elején, végén és kozbiil, ezen kényelmetlenség miatt, és plusz futasi id6
miatt ezt a listatipust a hasito tabldkon kiviil viszonylag ritkdn hasznaljuk.

7.2.2. Ciklikus kétiranyu listak (C2L)

A fejelemes és a fejelem nélkili ciklikus kétiranyn listak (C2L) elemei-
nek osztalya, és az alapvet6 listakezels miiveleteik is ugyanazok. Altalaban
szoktunk hasznalni fejelemet, mert igy a listakezelés tovabb egyszertisodik.
Nem kell ugyanis kiilon kezelni az iires listdba vald beszirast (hiszen az is
tartalmaz mar egy fejelemet) és az utolso listaelem torlését sem (ui. a fejelem
akkor is a listAban marad). Az alabbiakban ezért C2L alatt alapértelmezés-
ben fejelemes ciklikus kétiranyt listat értiink.!®

15Ha a programunk sok révid listat hasznal, és takarékoskodni szeretnénk a memoriaval,
ennek ellenére célszertibb fejelem nélkiili C2L-eket, vagy esetleg S2L-eket hasznélni.

61



. .

. — SR —L [o] 7—L o[ =L [a[ =L [1['].

L, —=] |m|25|ﬂ\9|ﬂ|16\ﬁ|4|ﬂ|1|%

r, — SR T3] T [o] T—L [ L [

6. abra. Az L, mutato fejelemes kétiranyu ciklikus listakat (C2L) azonosit
egy képzeletbeli program futédsanak kiilonb6z6 szakaszaiban. Az els sorban
az Lo lista tires allapotaban lathato.

A ciklikus kétiranyt listdk (C2L) elemeinek osztalya és a listdk alapvetd
miiveletei kovetkezGk. Vegyiik észre, hogy mindegyik miveletigény ©(1).

E2
+prev,next : E2* // refer to the previous and next neighbour or be this
+key : T
+ E2() { prev := next := this }

@recede(q,r : E2*D @ollow(p,q : E2*D
x x
// (xq) will precede (xr) // (xq) will follow (xp)
pi=1T— prev r:=1p — next
q— prev:=p;q— next :=r q— prev:=p;q— next :=r
p — next ;=1 — prev :=q p —next =1 — prev :=(q

unlink(q : E2%)
I
// remove (xq)

pi=q— prev;r:=q— next

p—mnext =1 ;r — prev:=m7p

q — prev :=q — next :=q

Az unlink(q) és a precede(q, r) miveletek szemléltetése a 7. abran talalhato.
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7. dbra. Az unlink(q) és a precede(q,r) metodus szemléltetése. A piros lis-
taelemre (xq) hivjuk meg a beszurést, és (xr)-t6l balra keriil beszturasra Lo
listaba.
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7.14. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti a precede(q,r) vagy a
follow(p, q) elemi listamiveletek barmelyike az unlink(q) eljdrdssal eqyiitt mdr
elég erds ahhoz, hogy segitségiikkel a C2L-eken beliil tetszdleges listadtalakitds
megoldhato igy, hogy a listaelemek prev és next pointereinek explicit mdodo-
sitasdra nincs szikség.

7.15. Feladat. Definidlja az eqyszerd kétirdnyi listak (S2L) elemtipusdt, és
a fenti harom mivelet megfeleldit. Milyen plusz paraméterekre lesz sziikség
az egyes mijveleteknél? Tartsa mindhdromndl a O(1) mdveletigényt!

7.16. Példa. Tegyiik fel, hogy xp és xq ugyanannak a C2L-nek az elemei, és
xp utdn jon valahol xq vagy specidlisan p = q is lehet, de a C2L [p, ..., q|
szakasza nem tartalmazza sem a fejelemet, sem a xr elemet, ami akdr ennek,
akdr eqy mdasik C2L-nek is lehet eleme!

Definidlja a splice(p, q,r) elemi listamduveletet, amely a fenti eldfeltétellel
tetszdleges C2L egy adott [p, ..., q| szakaszdt eltdvolitja, majd az eltdvolitott
szakaszt eqy C2L adott xr eleme elé fizi a listdba!

Definidlja erre épitve az append(L, H) eljardst is, ami dtfizi az L C2L
végére a H C2L elemeit, az eredeti sorrendben! Mindkettd miveletigénye
O(1) legyen!

Vegyiik észre, hogy a ©(1) mdveletigény csak gy tarthatd be, ha megen-
gedjiik a listaelemek prev és next pointereinek explicit modositdsdt! Mekkora
lesz a miveletigény, ha az dtldncoldsok csak a fentebb definidlt precede(q,r),
follow(p, q) és unlink(q) eljdrisok segitségével végezhetdk?

Megoldas vazlata:

@plice(p, q,r : E2* D
I
pl :=p— prev; q2 :=q — next

pl — next ;= q2 ; q2 — prev := pl

pl :=1r — prev

p — prev :=pl ; q — next :=r

pl = next :=p;r — prev:=q

@ppend( L, H : EQ*D
I
H — next # H

splice(H — next, H — prev, L) SKIP
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7.2.3. Példaprogramok fejelemes, ciklikus kétiranyn listakra
(C2L)

Tetszoleges C2L elképzelhets kiegyenesitve. Igy a fejelem kétszer, a lista
elején és a végén is megjelenik. (Ld. alabb!) A listaelemek kozti szimmetrikus
kapcsolatot irdnyitatlan élekkel szimbolizaljuk. A follow(p, q), precede(q,r)
és az unlink(q) elemi listamiveletekkel igy a listakezelést absztraktabban,
ugyanakkor egyszertibben képzelhetkiik el, példaul

H — [/]—[5]—[2]—[7]—[/] < H a(5;2;7) sorozat egy lehetséges abrazolasa,
H — [/]—[/] < H a () iires sorozaté.

(C2L_read(&H : E2¥)) (setEmpty(H : E2%))
H .= Iiew E2 pi= HI—> prev
read(x) p#H
= new E2 unlink(p)
p— key :==x delete p
precede(p, H) p:=H — prev
H—[/|—[/]«< H
H o~ [/} {8l |/ « H
H — [/]—[5]—[2]—{/] «+ H
H — [/l 27—/ < H
GnsertionSort(H : E2*D
r.=H — nextl; s : =1 — next
s#H
r— key < s — key Qength(H 1 E2%) - N)
unlink(s) n:=0
p =71 — prev p:=H — next
r=s| p# HAp— key>s— key p#*H
p:i=p — prev n:=n+1
follow(p, s) p:=p — next
S =1 — next return n
H — [[]=[5— 27—/ « H
H = [[] =2 =B1—R—/] « H
H = [/l BRI/« H
H — [/l 2B/ « H




7.17. Feladat. Ldssuk be a fenti algoritmusok helyességét, és bizonyitsuk be,
hogy a miveletigényekre, ugyanigy, mint a korabbi vdltozatokéra, az aldbbi
dllitdsok teljestilnek!

TC2L_read<n)7 TsetEmpty(”)y Eength (n> < @<n)
mTs(n) € O(n)
AT15<TL), MTjs(n) € @(HQ)

ahol n a H fejelemes lista hossza (a C2L_read(&H : E2%)-nél az eljdrdshi-
vds utdn), és IS az insertionSort roviditése. Gondoljuk meg azt is, hogy mi
biztositja a beszird rendezés stabilitdsdt!

7.18. Feladat. Adott az A : T[n] témb.

Irjuk meg a listaba(A : T[] ; &H:E2%) eljdrdst, ami elddllitja az A tomb
dltal reprezentdlt absztrakt sorozat ldncolt dbrdzoldsdt a H C2L-ben. A sziik-
séges listaelemeket az ismert new E2 mduvelet segitségével nyerjik. Feltessziik,
hogy ha nincs elég memoria, akkor a new mivelet null pointert ad vissza. Fb-
ben az esetben irjuk ki azt, hogy ,Memory Overflow!”, aztdn azonnal fejezziik
be az eljdrdst! Ilyenkor a H listdban csak azok az elemek legyenek, ame-
lyeket sikeresen generdltunk! Tisapa(n) € O(n) legyen! (Feltesszik, hogy

Thew € O(1).)

7.19. Feladat. A H pointer eqy monoton novekvden rendezett nemiires C2L
fejelemére mutat. A D pointer eqy iires C2L fejelemére mutat.

Irjuk meg a duplDel(H,D:E2*) eljdrdst, ami a duplikdlt adatoknak csak
az elsd eldforduldsdt hagyja meg! T'(n) € O(n), aholn a H lista hossza (n a
program szdmdra nem adott). A lista tehdt szigorian monoton névekvd lesz.
A feleslegessé vdlo elemekbdl hozzuk létre a D fejpointerd, monoton niévekvd
C2L-t! (A fejelem mdr meguan.)

7.20. Feladat. Tekintsiik a H fejpointerd C2L rendezését a kdvetkezd algo-
ritmussal!  El6szor megkeressiik a lista mazrimdlis elemét, majd dtfizzik a
fejelem elé. Ezutdn megkeressiik a mdasodik legnagyobb elemét és dtfizzik az
elsd mazimum elé. Folytassuk ezen a mddon, dsszesen (n — 1) mazimumke-
resést végezve! (n = a lista hossza.) Itt tehdt a listdt eqy rendezetlen és egy
rendezetl szakaszra bontjuk, ahol a rendezetl szakasz a lista végén kezdetben
tires. Mindig a rendezetlen szakaszon kerestink maximumot, és a mazximalis
kulesiu elemet dtfizzik a rendezett szakasz elejére. Pl.:

(3;1;9;2;7,6) — (3;1;6;2;7 [ 9)

— (3;1;6;2 /7;9) — (3;1;2 / 6;7;9)

— (2,1 /3;6;7;9) — (1/2;3;6;7;9) — (1,2;3;6;7;9)

66



Irjunk struktogramot erre a — mazimumkivdlasztdsos rendezés néven kézis-
mert — algoritmusra MazSelSort(H :E2%) néven! Mi lesz a f6 ciklus inva-
ridnsa? Miért elég csak az elsé (n — 1) elemre lefuttatni? Adjuk meg az
MT(n) ésmT(n) figguényeket a mazimumkivdlasztdsos rendezésre az ismert
©-jeldléssel!

7.21. Feladat. Tekintsik az H fejpointerd, E2 elemtipusi C2L rendezését a
kdvetkezd algoritmussal! El6szér megkeressiik a lista minimdlis elemét, majd
atfizzik a fejelem utdin. FEzutdn megkeressik a mdsodik legkisebb elemét és
dtfizzik az elsé minimum utdn. Folytassuk ezen a mddon a lista elsé (n— 1)
elemére (ahol n jeloli a lista elemeinek szdmat)! Pl.:

< 3;9;7;1;6;2 > —><1; 3;9;7;6;2 >

— < 1;2; 3;9;7;6 > —><1;2;3; 9;7;6 >

— < 1;2;3;6; 9;7 > —><1;2;3;6;7; 9 >
Irjunk struktogramot erre a — minimumkivdlasztdsos rendezés néven kézis-
mert — algoritmusra, minKivRend(H ) néven (n a program szamdra nincs
megadva)! Mi lesz a f6 ciklus invaridnsa? Miért elég csak az elsé (n — 1)
elemre lefuttatni? Adjuk meg az MT(n) és mT(n) figguényeket a mini-
mumkivdlasztisos rendezésre az eldaddasrol ismert ©-jeldléssel, ahol n a lista
hossza!

7.22. Feladat. A H pointer eqy C2L fejelemére mutat. P:E2*[k] definidlat-
lan pointerek tombje, m definidlatlan egész szdm.

Irjuk meg a névBont(L, P,m) eljdrdst, ami meghatdrozza és m-ben vissza-
adja a H-beli, monoton novekvden rendezett szakaszok szimdt. Ezen szaka-
szok elsd elemeire az eljdards végrehajtdasanak eredményeként sorban a P tomb
P[1..m)] résztombjének elemei mutatnak. MT(n) € O(n), ahol n az L lista
hossza (a program szdmdra nem adott).

Feltehetd, hogy P-nek elég sok eleme van, azaz az eljards dltal kiszdmolt
m értékre k > m. A szigorian monoton csokkend részeket egyelemd mo-
noton novekvd szakaszok sorozatdnak tekintjik. Pl. (5,6,4,2,1,3) monoton
novekvd szakaszai [(5,6), (4),(2),(1,3)], ahol m = 4. Az eljdrds az L listdt
nem vdltoztatja meg, csak m-et és P[1..m]-et dllitja be.

7.23. Példa. Legyenek H, és H; szigorian monoton ndévekvden rendezett
C2L-ek! Irjuk meg a unionIntersection(H,, H; : E2%) eljdrdst, ami a H,
listdba H; megfeleld elemeit dtfizve, a H, listdban az eredeti listdk — mint
halmazok — uniojat dllitja eld, mig a H; listaban a metszetik marad! Ne
allokdljunk és ne is deallokdljunk listaelemeket, csak az listaelemek dtfizésével
oldjuk meg a feladatot! MT(n,,n;) € O(n,+n;), ahol a H, C2L hosszan,, a
H; C2L hossza pedig n;. Minkét lista maradjon szigorian monoton novekvden
rendezett C2L!
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Mutasson ¢ és r sorban a H, és a H; lista els6 elemére, pl.:

H, — [/)—[2—[4]—[6]—[/] « H.
H; — (/-4 {89 —1/] « H,

Az alabbi invarianssal dolgozunk, a kovetkezd jelolésekkel:

q— key ha q#H
key(g, H) = ¢ ha = H
Ha p és ¢ ugyanannak a listanak két (nem feltétleniil kiilonb6z6) elemére
mutat, akkor a (p,q) részlista a lista p és g kozotti része, a hatarokat nem
értve bele, a [p, q) részlista pedig a lista p-vel kezddd6, de g el6tti része (ami
p = q esetén iires).

e A H, és H; C2L-ek végig szigortian novekvsk maradnak, és egyiittvéve
végig ugyanazokat a listaelemeket tartalmazzak, valamint ¢ a H,, r
pedig a H; valamelyik elemére mutat,

e a (H,, q) részlista az eredeti listdk rendezett unidjanak prefixe, és
az unidé azon elemeit tartalmazza, amelyek kulcsai kisebbek, mint
min(key(q, Hy,), key(r, H;)), de nem elemei a (H;,r) részlistanak,

e a (H;,r) részlista az eredeti H; lista elemei koziil azokat tartalmazza,
amelyek az eredeti H, és H; listdk rendezett metszetének is elemei, és
a kulcsai kisebbek, mint min(key(q, Hy,), key(r, H;)),

e alq, H,) és [r, H;) részlistdk még valtozatlanok.

A program futésanak illusztracidja:

H, — [/)—[2—4]—[6]—/] « H.
H; — [/} 4[5} [81—19—/] + B

/) —1—[2—[4]—[6]—[/] + H.

H,—

H; — [/} 4[5} (8] (9] /] « H,
H, — [/)—[1]—[2—[4]—[6] /) « H.,
H; — [/} —4]—{5]— (8] —[9]—1/] « H,
H, = [/} (1] —[2]—[4—{6]—/] « H,

N
Hy = [/J— A58 9]—{/] = H;

H,
H;
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H, = [/ [ [2— 4] [5]— 6] [/] « H,

H, — [/} (4] [8] -9} [/] « &,

H, = [/ (2— 4] (5] [6] 8] [/] « A,
H, — /|49 {/] « H

H, — [/ (2— (4] 5] 61— 8] —[9]—1/] « .
Hy = /| {4}/  H,

@nionlntersection(Hu, H; - EZ*D
I

q:= H, — next ; r := H; — next

q# H,\Nr # H;

q— key <r — key \ q— key>r —key \q— key=r— key

pi=r
ri=71 — next q :=q — next

q = q — next -
unlink(p) r:=r — next

precede(p, q)

T‘#Hl

p:=r;r:=r — next; unlink(p)

precede(p, H,,)

7.24. Feladat. Irja meg a quickSort(H:E2x){ QS(H,H) } eljdirds strukto-
gramgait, az alprogramjait is kifejetve, ahol az eljards stabil rendezéssel, és
a quicksort-ndl szokdsos aszimptotikus miveletigénnyel monoton ndvekvden
rendezi a H C2L-t, a QS(p,s:E2x) rekurziv segédeljdrds pedig ezen belil a
(p, s) részlistdt rendezi quicksort-tal, kezdve a (p,s) részlista particiondldsd-

val, annak elsd eleme (q), mint tengely szerint!

Az el6bbi feladat megoldasahoz segitségiil a particionalas illusztracioja ko-
vetkezik az alabbi példan p = H = s esetén, ahol ¢ mutat a tengelyre, r
pedig a (q, s) részlista futo pointere. A (g, s) részlistarol a tengelynél kisebb
kulcst listaelemeket sorban atftizziik kozvetleniil a tengely elé, igy biztositva

a particionalas liearis miiveletigényét és a rendezés stabilitasat.
p

H— (/][5 2[4 [6 5} [2) /) « H

q T
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8. dbra. Aszimptotikusan pozitiv (AP) fliggvény

8. Fiiggvények aszimptotikus viselkedése

(a ©,0,9,<,>,0,w matematikaja)

E fejezet célja, hogy tisztézza a programok hatékonysaganak nagysagrendje-
ivel kapcsolatos alapvets fogalmakat, és az ezekhez kapcsolodo fiiggvényosz-
talyok legfontosabb tulajdonsagait.

8.1. Definicié. Valamely P(n) tulajdonsdg elég nagy n -ekre pontosan akkor
teljesil, ha AN € N, hogy Vn € N-re n > N esetén igaz P(n).

8.2. Definicié. Az f AP (aszimptotikusan pozitiv) figgvény,
ha elég nagy n-ekre f(n) > 0. (8. dbra)

Egy tetszbleges helyes program futési ideje és tarigénye is nyilvanvaléan, tet-
sz6leges megfelel6 mértékegységben (méasodperc, perc, Mbyte stb.) mérve
pozitiv szamérték. Amikor (als6 és/vagy felss) becsléseket végziink a futasi
idére vagy a tarigényre, legtobbszor az input adatszerkezetek méretének!
fliggvényében végezziik a becsléseket. Igy a becsléseket leiro fiiggvények ter-
mészetesen N — R tipusiak. Megkovetelhetnénk, hogy N — P tipusiak
legyenek, de annak érdekében, hogy képleteink minél egyszeriibbek legyenek,
altalaban megelégsziink azzal, hogy a becsléseket leir6 fliggvények aszimpto-
tikusan pozitivak (AP) legyenek.

8.3. Jel6lések. Az f, g, h (esetleg indexelt) latin betlikrdl ebben a fejezetben
feltessziik, hogy N — R tipusi, aszimptotikusan pozitiv fliigguényeket jeldlnek,

16t5mb mérete, lancolt lista hossza, fa csiicsainak szama stb.
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f(ng) t--z====-

9. abra. f a nagy Ordo(g) fiiggvényosztalyhoz tartozik (f € O(g))

mig a p, gordg betlikrol csak azt tesszik fel, hogy N — R tipusi figgvé-
nyeket jelolnek.

8.4. Definicié. Az O(g) figgvényhalmaz olyan f figgvényekbdl dll, amiket
elég nagy n helyettesitési értékekre, megfeleleld pozitiv konstans szorzoval fe-
lilrdl becsiil a g fligguény:

O(g) ={f : 3d € P, hogy elég nagy n -ekre d x g(n) > f(n).}

f € O(g) esetén azt mondjuk, hogy g aszimptotikus fels6 korlatja f-nek (9.
dbra); szemléletesen: f legfeljebb g-vel ardnyos.

8.5. Definicié. Az Q(g) figgvényhalmaz olyan f figguényekbdl dll, amiket
elég nagy n helyettesitési értékekre, megfeleleld pozitiv konstans szorzoval
alulrol becsiil a g fiigguény:

Qg) = {f : 3c € P, hogy elég nagy n -ekre cx g(n) < f(n).}
f € Q(g) esetén azt mondjuk, hogy g aszimptotikus alsé korlatja f-nek (10.
dbra); szemléletesen: [ legaldbb g-vel ardnyos.

8.6. Definicio. ©(g) = O(g) N Q(g)

8.7. Kovetkezmény. A O(g) figgvényhalmaz olyan f figguényekbdl dll,
amiket elég nagy n helyettesitési értékekre, megfeleleld pozitiv konstans szor-
z0kkal alulrol és feliilrdl is becsiil a g figguény (11. dbra):
O(g) ={f:3e,d € P, hogy elég nagy n -ekre

cxg(n) < f(n) <dxg(n).}
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10. 4bra. f a nagy Omega(g) fiiggvényosztalyhoz tartozik (f € Q(g))

T dg(n)
de,d >0 £(n)
cg(n)
n > ng
o) ozommeanl () < () < dg(n)
E|7”L() IG N()

11. abra. f a Theta(g) fiiggvényosztalyhoz tartozik (f € ©(g))
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f € O(g) esetén tehdl azt mondhatjuk, hogy g aszimptotikus alsé és felss
korlatja f-nek (11. dbra); szemléletesen: f durvdn g-vel ardnyos.

Arra, hogy egy fliggvény egy masikhoz képest nagy n értékekre elhanyagol-
hato, bevezetjiik az aszimptotikusan kisebb fogalmat.

8.8. Definicio.

p<g <= hm@:()
n—oo g(n)

Ilyenkor azt mondjuk, hogy ¢ aszimptotikusan kisebb, mint g. (Vegyiik észre,
hogy @ nem okvetlenil AP!) AP figguényekre f < g <= f € o(g), azaz
definicio szerint:

olg) ={f:f =g}

8.9. Definicio.
[ = ¢Y=<f

Tlyenkor azt mondjuk, hogy f aszimptotikusan nagyobb, mint ¢. (Vegyiik
észre, hogy 1 nem okvetlenil AP!) AP figgvényekre f = g < f € w(yg),
azaz definicid szerint:

wlg) ={f:[f > g}
8.10. Tulajdonsag. (A figguényosztilyok kapcsolata)
O(g) = O(g) N (g)

o(9) S O(g) \ Q(g)
S Q(g9) \ O(9)

Példa nevezetes AP fiiggvények nagysagrendjére:
1 <logn <+y/n<n<nlogn<n?<2"<n! (12. abra)
8.11. Tulajdonsag. (Tranzitivitds)

f€0(@ NgeOh) = feO(h)

feQg NngeQh) = feQh)

f€B@NgeBOh) = feO(h)
p<=gNg<h=p<h
frghg-Y=f>1
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12. abra. Nevezetes fliggvények novekedése

8.12. Tulajdonsag. (Szimmetria)
f€08(g) < geb(f)
8.13. Tulajdonsag. (Felcserélt szimmetria)
fe0(g) <= geQf)
f=g9g = g~-Ff
8.14. Tulajdonsag. (Aszimmetria)
f=g9g=-(g=1)
frg9g=-(g> 1)
8.15. Tulajdonsag. (Reflexivitds)
FeOo(f)nfef)nfeolf)
8.16. K6vetkezmény. (—: 8.12, 8.11.3 ; <: 8.15.3 alapjdin.)
feoly) < o(f) =0l
8.17. Tulajdonsag. (A < és a > relacick irreflexivek.)
~(f =<1
=(f > 1)
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8.18. Kovetkezmény. Mivel az - € O(-) bindris reldcio reflexiv, szimmel-
rikus és tranzitiv, azért az aszmptotikusan pozitiv fiiggvények halmazdnak
eqy osztdlyozdsdt adja, ahol f és g akkor és csak akkor tartozik egy ekviva-
lenciaosztalyba, ha f € ©(g). Ilyenkor azt mondhatjuk, hogy az f fiigguény
aszimptotikusan ekvivalens a g fliggvénnyel.

Mint a tovabbiakban latni fogjuk, megallapithatok ilyen ekvivalenciaoszté-
lyok, és ezek a programok hatékonysaganak mérése szempontjabol alapvetSek
lesznek. Belathato példaul, hogy tetszéleges k-adfoki, pozitiv f6egyiitthatos
polinom aszimptotikusan ekvivalens az n* fiiggvénnyel. Ilyen ekvivalencia-
osztalyok sorba is allithatok az alabbi tulajdonsag alapjan.

8.19. Tulajdonsag.
fi,91 € O(h1) A fa, 90 € O(ha), ANfi < fa = g1 < 92
A most kévetkez6 definicio tehat értelmes az el6bbi tulajdonsag miatt.

8.20. Definicio.
O(f) <O6(g) <= f<yg

A fiiggvények aszimptotikus viszonyanak megallapitasahoz hasznos az alabbi
tétel.

8.21. Tétel.

lmm—Ojf—<g
n—oo g(n)
fln) _

nlﬁoog(n) =ceP= fe€0O(g)
1 M—oo:>f>g
nSoo g(n)

v s

igy elég nagy n értékekre |% —c| < §, azaz

c_fln) _3c

2 gn) 2
Mivel g AP, elég nagy n-ekre g(n) > 0, ezért atszorozhatunk vele. Innét
c 3¢
©xgn) < fln) < 5w gln)

és veégiil f € O(g) adodik. O
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8.22. Kovetkezmény.

k € NAag, ay,...,a; € RAa, >0 = azn®+az_1n" '+ 4an+ay € O(n")

Bizonyitas.
o oanf a0+ an +ag
lim - =
n—oo n
arn®  ap_nF! an  ag
“m< R g +"+—k+—k):
n—o00 n n n
. k—1 a Qo
lim <ak+ + = —k>:
n—o0 - n
. . Q-1 . ai . Qo
lim a; + lim + -+ lim + lim — =
n—oo n—o00 n n—o00 nk_l n—o00 nk

ar+0+---+0+0=aqa, € P =
arn® + ap_ 0t 4+ an + ag € O(nF)
O
8.23. Lemma. Az alabbi, in. L’Hospital szabalyt gyakran alkalmazhat-

juk, amikor a 8.21. tétel szerinti lim,,_,, % hatéarértéket szeretnénk kiszé-
mitani.

Ha elég nagy helyettesitési értékekre az f és g fligguények valos kiterjesztése
differencidlhato, valamint

lim f(n) =00 A lim g(n) =00 A3 lim

n—o00 n—00 n—o0 g/ (n)

lim S = lim /)

oo g(n) - noee g'(n)

8.24. Kovetkezmény. (8.21. és 8.25. alapjdin)
c,d e RAce<d= n®=<n?

c,dePoNe<d=—c"<d"
c,deRAd>1=n"<d"
dePy—=—d"<n!<n"
c,dePAc,d>1=log,n € O(log,n)
eeP=logn < n°
cERANe€P = nlogn < ne
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Bizonyitas. Az ¢ € P = logn < n° &llitas bizonyitasahoz sziikségiink lesz
a L’Hospital szabalyra (8.23. Lemma).

. logn . Inn . In'n  loge . 1
lim =loge lim — =loge lim = L =
n—oo N n—oo0 N n—00 (ne)/ e n—oco el
loge 1 loge
=288 iy = = 85 =
€ mn—oonf €

O
8.25. Kbvetkezmény. (Nevezetes miiveletigény nagysdgrendek viszonya)
O(1) < O(logn) < O(v/n) < O(n) < O(n xlogn) < O(n*) < O(2") < O(n!)

8.26. Tulajdonsagok. .
(A O(),Q),0(:),0(),w(-) figguényosztilyok zdrtsagi tulajdonsdgai)

fe€O(@)NceP = cxfeO(g)
feO(hl)/\gEO(hg):>f+g€O(h1+h2)
fEO(hl)/\gGO(hg):>f>|<g€O(h1>x<h2)

feO@he=<f=f+peOlg)
(Hasonldan az Q(-),0(-),0(-),w(-) figgvényosztdlyokra.)

Most arra tériink ki, hogy az O(g),2(g), ©(g) fliggvényosztalyok definicioja
hogyan viszonyul a O(g) fiiggvényosztalyrol a korabbi fejezetekben kialaki-
tott képhez. Kideriil, hogy a korabbi jellemzés pontosan megfelel a fenti
definicioknak.

8.27. Tétel. f € O(g) <= Id € P és T < g, hogy elég nagy n-ekre
dsg(n) +¢(n) > f(n)
8.28. Tétel. f € Q(g) <« Jc € P és dp < g, hogy elég nagy n-ekre
¢k g(n) +p(n) < f(n)
8.29. Tétel. f € O(g) < Fc,d € P és Jp, ¢ < g, hogy elég nagy n-ekre
cxg(n)+e(n) < f(n) < dxgn) +¢(n)
Ld. még ezzel kapcsolatban az alabbi cimen az 1.3. alfejezetet! |2]

<http://people.inf.elte.hu/fekete/algoritmusok_jegyzet
/01_fejezet_Muveletigeny.pdf>
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8.1. N x N értelmezési tartomanyu fiiggvények

Vegyiik észre, hogy a fenti fiiggvényosztalyokat eddig csak olyan fiiggvényekre
értelmeztiik, amelyek értelmezési tartoméanya a természetes szamok halmaza.
Ha értelmezési tartomanynak az N x N-et tekintjiik, az alapvets fogalmak a
kovetkezdk.

8.30. Definicié. g : N x N — R fiigguény AP,
ha elég nagy n és elég nagy m értékekre g(n,m) > 0.

8.31. Megjegyzés. Az alfejezet hdtralevd részében az eqyszeriiség kedvéért
feltessziik, hogy f,g,h : N X N — R AP fiiggvényeket jelilnek.

8.32. Definicio. O(g) = {f | 3d € P, hogy f(n,m) < dxg(n,m), tetszdleges
elég nagy n és elég nagy m értékekre}.

8.33. Definicio. Q(g) = {f | Ic € P, hogy f(n,m) > cxg(n,m), tetszéleges
elég nagy n és elég nagy m értékekre}.

8.34. Definicié. O(g) = {f | Je,d € P, hogy ¢ * g(n,m) < f(n,m) <
d* g(n,m), tetszdleges elég nagy n és elég nagy m értékekre}.

8.35. Megjegyzés. A kordbban a természetes szamokon értelmezett fiiggué-

nyekre vonatkozo tételek az itt tdrgyaltakra természetes modon dltaldnositha-
tok.
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9. Fak, binaris fak (Trees, binary trees)

A (binaris) fakat nagy méretd adathalmazok és multihalmazok (zsakok) ab-
razolaséara, de egyéb adatreprezentacios célokra is gyakran hasznaljuk.

Az egydimenzios tombok és a lancolt listdk esetében minden adatelemnek
legfeljebb egy rakovetkezGje van, azaz az adatelemek linedrisan kapcsolodnak

egymashoz a kovetkez§ séma szerint: I:H:H:H:H:l

A binaris fak esetében minden adatelemnek vagy szokasos nevén csicsnak
(angolul node) legfeljebb ketts rakovetkezGje van: egy bal (left) és/vagy egy
Jobb (right) rdkovetkezGje. Ezeket a csics gyerekeinek (children) nevezziik.
A csucs a gyerekei szildje (parent), ezek pedig egymas testvérei (siblings).
Ha egy cstcsnak nincs gyereke, levélnek (leaf) hivjuk, ha pedig nincs sziilGje,
gyokér (root) csucsnak nevezziik. Belsd csics (internal node) alatt nem-levél
cstcsot értiink. A faban egy cstcs leszdrmazottai (descendants) a gyerekei és
a gyerekei leszarmazottai. Hasonloan, egy cstcs dsei (ancestors) a sziilGje és
a sziilGje Gsei. A fakat feliilrdl lefelé szokés lerajzolni: fent van a gyokér, lent
a levelek (ld. 13. abra).

t1 to ts3 t4
' | ! |

A P22 R

o O O AQ

level 0

e CD\ level 1
height = 3
a a level 2 Y
0 @ level 3

13. abra. Egyszert binaris fak. Egy konkrét elemét a fanak korrel jeloljiik.
Amennyiben nem fontos, hogy milyen szerkezete van egy adott részfanak, azt
haromszoggel jeloljiik.

Az © dres fanak (empty tree) nincs cstcsa.
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14. 4bra. Binaris fa sziil6 mutatdval.

Egy tetszGleges nemiires ¢ fat a gyokércsicsa (xt) hataroz meg, mivel ennek
a fa tobbi cstcsa a leszarmazottja.

A xt bal/jobb gyerekéhez tartozo fat a t bal/jobb részfajanak (left/right
subtree) nevezziik. Jelolése t — left illetve t — right (szokas a left(t) és
right(t) jelolés is). Ha xt-nek nincs bal/jobb gyereke, akkor t — left = ©
illetve t — right = ©. Ha a gyerek létezik, jelolése xt — left illetve xt —
right. (Itt a ,,—” erésebben kot, mint a ,x”. Pl. «t — left = x(t — left))

A ¢ binaris fanak (t = © esetén is) részfdja (subtree) bnmaga. Ha t # O,
résztal még a t — left és a t — right részfai is.

A t valodi részfdja az f, ha a t részfajaaz f ést# f# O
(f is proper subtree of t <= f is subtree of t A © # f # ).

A xt-ben tarolt kulcs jelolése t — key (illetve key(t)).

Ha xg egy fa egy csiicsa, akkor a sziilGje a xg — parent, és a sziilGjéhez,
mint gyokércsicshoz tartozo fa a g — parent (illetve parent(g)). Ha *g a
teljes fa gyOkere, azaz nincs sziil6je, akkor g — parent = .

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban — ugyantgy, mint a témbok és a lan-
colt listak elemeinél — a kulcs altalaban csak a csdcsban tarolt adat egy kis
része, vagy abbdl egy fiiggvény segitségével szamithato ki. Mi az egysze-
riiség kedvéért tgy tekintjiik, mintha a kulcs az egész adat lenne, mert az
adatszerkezetek miveleteinek lényegét igy is be tudjuk mutatni.

A binaris fa fogalma altalanosithat6. Ha a fiban egy tetsz6leges csicsnak
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legfeljebb r rakdvetkezGje van, r-dris farol beszéliink. Fgy cstcs gyerekeit és
a hozzajuk tartozo részfakat ilyenkor [0..r)-beli szelektorokkal szokas sorsza-
mozni. Ha egy cstcsnak nincs i-edik gyereke (i € [0..7)), akkor az i-edik
részfa tires.

gy tehat a binaris fa és a 2-dris fa lényegében ugyanazt jelenti, azzal,
hogy itt a left ~ 0 és a right ~ 1 szelektor-megfeleltetést alkalmazzuk.

Beszélhetiink a fa szintjeirdl (levels). A gyokér van a nulladik szinten. Az
i-edik szintii cstucsok gyerekeit az (i + 1)-edik szinten talaljuk. A fa magas-
sdga (height) egyenls a legmélyebben fekvd levelei szintszamaval. Az iires
fa magassaga h(®) = —1. Néha szoktak a fa mélységérdl is beszélni, ami
ugyanaz, mint a magassaga.

Az itt targyalt fakat gydkeres faknak is nevezik, mert tekinthet6k olyan ira-
nyitott grafoknak, amiknek az élei a gydkércstcstol a levelek felé vannak
irdnyitva, a gyokérbsl minden cstics pontosan egy tton érheté el, és valamely
r € N-re tetsz6leges cstucs kimend élei a [0..r) egy részhalmaza elemeivel
egyértelmifen'” vannak cimkézve. (Ezzel szemben a szabad fak Osszefiiggd,
kérmentes iranyitatlan grafok.)

9.1. Listava torzult, szigortian binaris,
tokéletes és majdnem teljes binaris fak

Azokat a fakat, amelyekben minden belsé (azaz nem-levél) csucsnak egy gye-
reke van, listdvd torzult faknak nevezziik. Példaul a 14. abran lathato binéris
fa jobb oldali részfajanak bal részfaja listava torzult. A 13. abrén ¢, és t3
listava torzult.

Azokat a binaris fakat, amelyekben minden belsé (azaz nem-levél) csics-
nak két gyereke van, szigorian bindris faknak nevezziik (angolul strictly bi-
nary tree vagy full binary tree). Ha ez utobbiaknak minden levele azonos
szinten van, tiokéletes bindris fdkrol beszéliink (angolul perfect binary tree).
(Ilyenkor az Osszes levél sziikségszertien a fa legmélyebb szintjén talalhato,
a fels6bb szinteken levé csticsok pedig belsd cstcsok, igy két-két gyerekiik
van.) Tetsz6leges h magassagt tokéletes binaris fa csticsainak szama tehat
14244+ +2h=2"1_1

Példaul a 13. abran t3 0 magassagi, t; 1 magassagu tokéletes binaris fa,
a 16. abran pedig kettd magassagi, tokéletes binaris fak lathatok. Megje-
gyezziik, hogy a fenti definici6 szerint az iires fa is tokéletes.

17Az egyértelmiség itt azt jelenti, hogy egyetlen cstcsnak sincs két azonos cimkéjd
kimeng éle.
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Ha egy tokéletes binaris fa levélszintjérsl nulla, egy vagy tobb levelet el-
veszlink, de nem az Osszeset, az eredményt majdnem teljes bindris fanak
nevezziik (angolul nearly complete binary tree).

Az iires fat is majdnem teljesnek tekintjiik, igy minden tokéletes binaris
fa egyben majdnem teljes is (forditva viszont nem igaz).

Tetsz6leges h mélységii, nemiires, majdnem teljes binaris fa csticsainak
széma a fenti definicio szerint n € [2"..2"1) ¢és igy h = |logn|. Az als6
szinten levé leveleket elvéve pedig egy h — 1 mélységli tokéletes binaris fat
kapunk.

Példaul a 13. 4bran t3 0 magassagu, ts és t; 1 magassagi, majdnem teljes
binaris fak; a 14. abran lathaté binaris fat pedig 3 magassagi, majdnem teljes
binaris fava alakithatnank, ha a legalsé (4.) szintjén 1évS cstcsat torolnénk.

9.2. Binaris fak mérete és magassaga

Binaris fa mérete (size) alatt a csticsainak szamat értjiik. A ¢ binaris fa
méretét |t|, vagy n(t), vagy ha a szovegisszefliggésbdl egyértelmi, melyik
farol van sz0, egyszertien csak n jeloli.

Emlékeztetiink, hogy tetsz6leges binaris faban a gyokér van a nulladik szinten.
Az i-edik szintd csucsok gyerekeit az (i + 1)-edik szinten talaljuk. A fa
magassdga (height) egyenld a legmélyebben fekvd levelei szintszamaval.

A t binaris fa magassagat h(t), vagy ha a szovegosszefiiggésbdl egyértelmii,
melyik farol van szo, egyszerten csak h jeloli.

Az iires fa magassaga h(Q) = —1. Igy tetszéleges nemiires ¢ binaris fara:

h(t) =14 max(h(t — left), h(t — right))

9.1. Tétel. Tetszdleges n > 0 méretii és h > 0 magassigi (azaz nemiires
[angolul nonempty|) bindris fdra

llogn] <h<n-—1

Bizonyitas. El6szor a [logn| < h egyenl6tlenséget bizonyitjuk be. A h
mélységi binaris fak kozott nyilvan a tokéletes binaris fanak van a legtobb
csticsa. Mivel erre n = 271 — 1 (1d. 9.1.), tetsz6leges binaris fara n < 201,
Innét n > 0 miatt logn < log2"™ = h + 1, amibdl |logn| < h kizvetleniil
adodik. Mint 9.1-ben lattuk, tetsz6leges majdnem teljes binaris fara teljesiil
az egyenl@ség.

A h < n—1 egyenlGtlenséghez gondoljuk meg, hogy tetszéleges h magas-
sagu fa szintjeit 0-tol h-ig sorszamoztuk, ami Osszesen h + 1 szintet jelent.
Mivel a fa minden szintjén van legaldbb egy csics, ezért tetszGleges fara
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n > h+1, azaz h < n — 1, ahol h = n — 1 pontosan akkor teljesiil, ha a fa
listava torzult. [J

9.2. Feladat. Mutassunk példdt olyan t bindris fdara, amire |logn| = h, bdr
t-re a majdnem teljesség kritériuma nem teljesil. Melyik az a legkisebb h
magassdg, amire adhato ilyen bindris fa?

9.3. Binaris fak lancolt (linked) abrazolasai

A legtermészetesebb és az egyik leggyakrabban hasznalt a binaris fak lancolt
Abrazolasa. Ld. példaul a 15. abrat!

15. abra. Ugyanaz a binaris fa grafikus és lancolt abrazolassal.

Az iires fa reprezentacioja a © pointer, jelolése tehat ugyanaz, mint az
absztrakt faknal. A binaris fa csticsait pl. az alabbi Node osztaly objektuma-
iként abrazolhatjuk. Tetszdleges, lancoltan abrazolt binaris fat egy Node*
tipust pointer azonosit. Ez ©, ha a fa iires. A gyokércsicséara hivatkozik, ha
a fa nemdiires.

Node
+ key : T // T valamilyen ismert tipus
+ left,right : Node*
+ Node() { left :=right := S } // egycsicsu fat képez belble
+ Node(z : T) { left :==right == ; key ==z }

Néha hasznos, ha a csicsokban van egy parent sziilé pointer is, mert a fa-
ban igy felfelé is tudunk haladni. A 14. abran megfigyelhetiink egy sziilg
mutatoval rendelkezd binaris fat.
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Node3
+ key : T // T valamilyen ismert tipus
+ left,right, parent : Node3*
+ Node3(p:Node3*) { left := right := S ; parent :=p }
+ Node3(z : T, p:Node3*) { left := right := S ; parent :=p ; key :== z }

9.4. (Binaris) fak bejarasai (Binary) tree traversals

A (binaris) fakkal dolgoz6 programok gyakran kapcsolédnak a négy klasszi-
kus bejaras (traversal) némelyikéhez, amelyek adott sorrend szerint bejarjak
a fa csicsait, és minden csticsra ugyanazt a miiveletet hivjdk meg, amivel kap-
csolatban megkoveteljiik, hogy futasi ideje ©(1) legyen (ami ettsl még persze
Osszetett miivelet is lehet). A xf csiics feldolgozéasa lehet példaul f — key
kiiratasa.

Ures fara mindegyik bejaras az iires program. Nemiires r-aris fakra
- a preorder bejaras elGszor a fa gyokerét dolgozza fel, majd sorban bejarja a
0..r — l-edik részfakat;
- a postorder bejaras el6bb sorban bejarja a 0..r — 1-edik részfakat, és a fa
gyokerét csak a részfak utan dolgozza fel;
- az inorder bejaras elGszor bejarja a nulladik részfat, ezutén a fa gyokerét
dolgozza fel, majd sorban bejarja az 1..r — 1-edik részfékat;
- a szintenkénti bejaras (Breadth First or Level Order traversal) a csicsokat a
gyokeértdl kezdve szintenként, minden szintet balrol jobbra bejarva dolgozza
fel.

Az els6 harom bejaras tehat nagyon hasonlit egymasra. Neviik megsigja,
hogy a gydkércsiicsot a részfikhoz képest mikor dolgozzék fel. Binaris fakra!®
a struktogramok a kovetkezGk.

@reorder(t ; Node*D Gnorder(t ; Node*D
[ [
t£0 t£0
process(?) inorder(t — left)
preorder(t — left) | SKIP process(t) SKIP
preorder(t — right) inorder(t — right)

18 A struktogramokban a ,,xt” cstics feldolgozésat ,,process(t)” jeldli.
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qevelOrder(t : Node*D
[

t#0
Q : Queue ; Q.add(t)
—Q.isEmpty()
s 1= @Q.rem()
@ostorder(t : Node*D
: process(s) SKIP
t#£0 s—=left#0S
postorder(t — left) Q.add(s — left) | SKIP
postorder(t — right) | SKIP s — right #
process(t) Q.add(s — right) | SKIP
t t
b '

@@@ Gaﬂ 069 @@@

@@@ @@@ @@@ @@@

16. abra. Bal fels6 sarokban preorder, jobb fels6ben inorder, bal alséban
postorder, jobb alsoban szintenkénti bejarasa lathatoé a ¢ binaris fanak.

Allité—s' Tpreorder (n)a ﬂnorder (n)7 Tpostorder (n>a TllevelOrder(n) € G(n)7 ahol n a fa
mérete, azaz csicsainak szama.

Igazolas: Az els6 harom bejards pontosan annyiszor hivodik meg,
amennyi részfaja van az eredeti binaris fanak (az iires részfakat is beleszé-
molva), és egy-egy hivas végrehajtasa O(1) futési idst igényel. Masrészt n
szerinti teljes indukcioval kénnyen beldthato, hogy tetszéleges n csicsu biné-
ris fanak 2n + 1 részfaja van. A szintenkénti bejaras pedig mindegyik csucsot
a ciklus egy-egy végrehajtaséval dolgozza fel.
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A szintenkénti bejaras helyessége azon alapszik, hogy egy fa csticsainak
szintenkénti felsorolasaban a korabbi csiics gyerekei megel6zik a késGbbi cstics
gyerekeit. Ez az allitas nyilvanvalo, akar egy szinten, akar kiillonb6z6 szinten
van a két csics a faban.

A preorder és az inorder bejarasok hatékonysaga konstans szorzoval javitha-
t0, ha a végrekurziokat ciklussa alakitjuk. (Mivel a t paramétert érték szerint
adjuk at, az aktualis paraméter nem valtozik meg. [Altaléban nem célszerd
cim szerint atvett formalis paramétereket ciklusvaltozoként vagy segédvalto-
zokeént hasznélni.))

@reorder(t : Node*D Gnorder(t : Node*D
[ I
t£0 t£0
process(t) inorder(t — left)
preorder(t — left) process(t)
t:=1t— right t:=1t— right

9.4.1. Fabejarasok alkalmazasa: binaris fa magassaga

Természetesen az a legegyszertibb, ha a definiciét kodoljuk le:

@(t : Node*) : Z)
6

return 1+max(h(t — left),h(t — right)) | return —1

Mint lathato, ez lényegében véve egy fiiggvényként kodolt postorder beja-
ras.'? Talan elsére meglepd, de ezt a feladatot preorder bejarassal is konnyen
megoldhatjuk. Mint a legtébb rekurziv programnal, itt is lesz egy nemrekur-
ziv keret, ami el6késziti a legkiilsé rekurziv hivast, s a végén is biztositja a
megfeleld interfészt. Lesz két extra paraméteriink. Az egyik (level) azt té-
rolja, milyen mélyen (azaz hanyadik szinten) jarunk a faban. A maésik (max)

9 Azért csak lényegében véve, mert a részfak bejardsanak sorrendje a max() fiiggvény
paramétereinek kiértékelési sorrendjétdl fiigg, és az eljarasok, fiiggvények aktuélis paramé-
tereinek kiértékelési sorrendjét altalaban nem ismerjiik.
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pedig azt, hogy mi a legmélyebb szint, ahol eddig jartunk. Ezutdn mar csak
a bejaras és a maximumkeresés osszefésiilésére van sziikség.?’

@reorder_h(t : Node* ; level, &max : ZD
I
t#0O

level ;= level + 1

@(t : Node*) : Z)

[

level > max

max = level == —1 max = level SKIP
preorder h(t,level, max) preorder h(t — left,level, mazr)
return mazx t:=t— right

9.4.2. Példa a sziil6 (parent) pointerek hasznalatara

El6fordul példaul olyan alkalmazas, ahol sziikségiink van a binéris faban egy
p : Node3* pointer altal mutatott csiucs (p # ©) inorder bejaras szerinti
rakovetkez§jének cimére. Ha nincs ilyen rékovetkezd, a fiiggvény ©-t ad
vissza. Nyilvan MT(h(t)) € O(h(t)), ahol t a xp csucsot tartalmazo binaris
fa.

Gnorder_next(p : Node3*) : Node?fa
q:=p I—> right
47O
q—left#0S q :=p — parent
q£QNg—left#p
pi=4q;q:=q— parent

q:=q— left

return ¢

9.3. Feladat. Irjuk meg az inorder megel(p) figguényt, ami a xp csics
inorder bejdrds szerinti megeldzdjét adja vissza; ha nincs ilyen, O-t! Tartsuk
meg az O(h(t)) mazimdlis miveletigényt!

20fgy a végrehajtashoz csak egy fiiggvényhivasra, n + 1 eljarashivasra és n ciklus-
iteraciora lesz sziikség, mig az elébbi esetben 2n + 1 fiiggvényhivasra, ha a max() fiiggvény
hivéasait nem szamitjuk (ami kénnyen kibonthato egy szekvencia + elagazassa). Mivel egy
ciklus-iteracio a gyakorlatban gyorsabb, mint egy rekurziv hivas, a ,preoder” magassag
szamitas a gyorsabb.
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9.5. Binaris fak zardjelezett, szoveges formaja

Tetsz6leges nemiires binaris fa zarojeles, azaz szoveges alakja (textual form):
( balRészFa Gyokér jobbRészFa )

Az iires (rész)fat egy iires zar6jelpar reprezentalja. pl. (). A konnyebb olvas-
hatosag kedvéért a levélesicsok iires részfaihoz tartozé iires zardjelparokat
elhagyjuk. Pl. az “5” kulcsi, egy csicsa binaris fa szoveges reprezentacioja
( () (5) () ) helyett egyszertien (5). A bindaris fik szoveges abrazolasanal
kénnyebb olvashatésag kedvéért tobbféle zarojelpart is hasznélhatunk. A za-
rojeles abrazolas lexikai elemei:
(1) nyit6 zardjel, (2) csuko zarojel és (3) a csucsok cimkéi.

Példaul a 17. 4bran lathato egy binaris fa grafikus reprezentacidja, egysze-
i zarojeles alakja (csak kerek zarojeleket hasznélva), és az elegans zarojeles
alakja is, ami hasonlit az el6bbi formahoz, de tobbféle zardjelpart alkalma-
zunk. Pl ha egy részfa gyokércsicsa a nulladik szinten van, akkor a hozza
tartozo részfat { }, ha az elsén, akkor | |, ha a masodikon, akkor ( ), ha a
harmadikon, akkor ( ), ha a negyediken, akkor tjra { } zardjelek kozé te-
hetjiik és igy tovabb; ha az aktudlis [ szintre [ mod 4 = 0, akkor { }, ha
I mod 4 = 1, akkor [ ], ha [ mod 4 = 2, akkor akkor ( ), ha [ mod 4 = 3,
akkor ( ) zardjeleket hasznalhatunk.

A balra lathato t binaris fa

a e cgyszerl zarojeles alakja:

((W20)300041))6(7)))

@ e clegans zardjeles alakja:
Q {IM2013[(04())6(7)]}

17. abra. Ugyanaz a binéris fa grafikus és szoveges abrazolassal. Vegyiik észre,
hogy ez utébbibdl a zardjeleket elhagyva, a fa inorder bejarasat kapjuk!

9.6. Binaris keres6fak (binary search trees)

Egy binaris fat keresdfdnak neveziink, ha minden belsé csicsara
és annak y kulcsara igazak az alabbi kévetelmények:

89



- A cstcs bal részfajaban tetszéleges cstcs x kulesara x < y.
- A cstcs jobb részfajaban tetszéleges cstics z kulesara z > y.
(Példaul a 17. abran egy binaris keresdfa lathato.)

Egy binéaris fat rendezdfdnak (binary sort tree) neveziink, ha

minden belsé cstcsara és annak y kulcsara igazak az alabbi kovetelmények:
- A csics bal részfajaban tetszéleges csiics x kulesara x < y.

- A csics jobb részfajaban tetszéleges csics z kulcsara z > .

A kereséfaban tehat minden kulcs egyedi, mig a rendez6faban lehetnek dup-
likalt és tobbszoros kulesok is. A tovabbiakban a miveleteket bindris kere-
sdfdkra irjuk meg, de ezek konnyen atirhatok a binaris rendez6fak esetére.

A binaris kereséfak tekintheték véges halmazok, vagy szigortian monoton
novekvd sorozatok reprezentacidinak.

Jelolje H(t) a t binaris kereséfa altal reprezentalt halmazt! Ekkor definicio
szerint H(Q) = {}, illetve H(t) = H(t — left) U{t — key} U H(t — right),
amennyiben t # .

A t binaris kereséfa altal reprezentalt sorozatot megkaphatjuk, ha Inorder
bejarassal kiiratjuk a fa csicsainak tartalmat:

@norderPrint(t : Node*D
|
t#0O

inorderPrint(t — left)
write(t — key) SKIP
inorderPrint(t — right)

9.4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a fenti program a t binéris kereséfa kul-
csait szigorian monoton novekvd sorrendben irja kil (Otlet: teljes indukcio
t mérete vagy magassdga szerint.)

Bizonyitsuk be azt is, hogy ha a fenti program a t binaris fa kulcsait szi-
goruan monoton névekvd sorrendben irja ki, akkor az kereséfal

A fenti feladat allitasainak alapvet6 kvetkezménye, hogy amennyiben egy
binaris fa transzformécié a fa inorder bejarasat nem valtoztatja meg, és adott
egy binaris kereséfa, akkor a fa a transzformacio végrehajtasa utén is binéris
keres6fa marad (mivel a kiindulési fa inorder bejarasa szigorian monoton
névekvs kulessorozatot ad, és ez a transzformdcié utan is igy marad).
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Ezt a tulajdonsigot a binaris kereséfak kiegyensilyozasanal fogjuk ki-
hasznalni, az AVL fakrol sz6l6 fejezetben.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a binaris kereséfakat lancoltan abrazoljuk,
sziill6 pointerek nélkiil, azaz a fak csticsai Node tipustiak, és az iires fat
a © pointer reprezentalja. (Ld. a Binaris faik reprezentaci6i: lancolt
abrazolas fejezetet!)

9.7. Binaris keres6fak: keresés, besziiras, torlés

A gyakorlati programokban egy adathalmaz tipikus miiveletei a kovetkez&k:
adott kulesi rekordjat keressiik, a rekordot a kulcsa szerint beszurjuk, illetve
adott kulcsi rekordot torliink. Ha a keresés a megtalalt rekord cimét adja
vissza, igy az adatmezdk frissitése is megoldhato, és ha nincs a keresett kulcsti
rekord, azt egy © pointer visszaadasaval jelezhetjiik.

Az alabbi programokban az egyszertiség kedvéért az adat és a kulcs ugyan-
az, mert a binaris fak kezelésének jellegzetességeit igy is be tudjuk mutatni.
Ugyanezen okbo6l a miiveleteket egy halmaz és egy kulcs kozotti halmazmii-
veletek megvalositasanak tekintjiik.

A binaris keres6fak miiveletei:

- search(t, k) fiiggvény : ha k € H(t), akkor a k kulest csucsra mutatd poin-
terrel tér vissza, kiilonben a © hivatkozassal,

- insert(t, k) : a H(t) := H(t) U {k} absztrakt miivelet megvalositésa,

- min(¢) fiiggvény : a t # © faban a minimalis kulcsu csics cimét adja vissza,
pontosabban, az inorder bejaras szerinti elsG csticsét,

- remMin(¢, minp) : a t # © fabol kivessziik a min(t) fiiggvény altal megha-
tarozott csucsot, és a cimét a minp pointerben adjuk vissza.

- del(t, k) : a H(t) := H(t) \ {k} absztrakt mtivelet megvalositasa,
Mindegyik miveletre MT(h) € ©(h) (ahol h = h(t)).

(Ld. az alabbi struktogramokat!)

A search(t, k) fliggvény a ¢ faban, a binaris kereséfa definicidja alapjan meg-
keresi a k kulcs helyét. A kulcsot akkor és csak akkor talalja meg, ha ott
nemiires részfa van.

A insert(¢, k) eljaras is megkeresi a ¢ faban a k kulcs helyét. Ha ott egy
iires részfat taldl, akkor az iires részfa helyére tesz egy 1j levélcstucsot, k
kulccsal (18. abra).

A min(t) fliggvény a t nemiires fa "bal als6" csucsara hivatkozo pointerrel
tér vissza.

A remMin (¢, minp) eljaras minp-ben a ¢t nemiires fa "bal als6" (a legkisebb
kulesot tartalmazo) csticsara mutaté pointerrel tér vissza, de még elGtte a
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18. abra. A bal oldali binaris kereséfiba az 5 beszirasaval a jobb oldalit
kapjuk. El6szor az 5-6t Osszehasonlitjuk a gyokércstucs kulcsaval, ami 6.
Mivel 5 < 6, az 5-6t a bal oldali részfaba sztrjuk be. Ezutan az 5-0t a 3-mal
hasonlitjuk Gssze (5 > 3), majd a 4-gyel. Mivel 5 > 4, a 4-es csiics jobb
oldali, iires részfajaba kell beszurni. Ehhez létre kell hozni egy 1j csicsot
aminek 5 lesz a kulcsa, és minkét részfaja iires.

cstcsot kiftizi a fabol, azaz a csicshoz tartozd részfa helyére teszi a csics
jobb oldali részfajat (19. abra).

19. 4bra. A bal oldali binaris keres6fabol a minimaélis kulest cstcsot eltavolit-
va a jobb oldali keres6fa marad. Ehhez eredeti fa leginkdbb balra esé csiicsat
eltavolitva, azt a csics jobb oldali részfajaval helyettesitjiik.  Vegyiik észre,
hogy a bal oldali fabol az 1 kulcst csticsot tordlve a végeredményként adoédo
fa ugyanaz, mint az el6bb.

A del(t, k) eljaras szintén megkeresi a ¢ faban a k kulcs helyét. Ha meg-
talalta a k kulcsot tartalmazo csucsot, még két eset lehet. (1) Ha a cstcs
egyik részfaja iires, akkor a csticshoz tartozo részfa helyére teszi a csiics ma-
sik részfajat. (2) Ha a csticsnak két gyereke van, akkor a remMin(t, minp)
eljarés segitségével kiveszi a jobb oldali részfabol a minimalis kulest csticsot,
és a k kulcsu csucs helyére teszi, hiszen ez a kulcs a bal oldali részfa kulcsai-
nal nagyobb, a jobb oldali részfa maradék kulcsainal pedig kisebb (20. és 21.
abra). [Vegyiik észre, hogy a (2) esetben a bal oldali részfabol a maximalis
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kulest csticsot is kivehetnénk (22. abra)! Az egyértelmiiség kedvéért a szé-
monkéréseknél ilyenkor mindig a jobb oldali részfa minimumat kell kivenni.|

P P

20. abra. A bal oldali binéris keres6fabol a 6 kulcsu csticsot torolve kapjuk
a jobb oldalit. Ennek a cstcsnak 2 gyereke van. Ezért a jobb oldali részfija
legkisebb kulcsu csicsat eltavolitjuk, és a 6 kulesii cstics helyére tessziik.

21. abra. A bal oldali kereséfa gyokércsicsat torolve kapjuk a jobb oldalit.
Mivel a gyokércsiicsnak két gyereke van, a jobb oldali részfaja legkisebb kul-
csi csucsat eltavolitjuk, és a 4 kulesi csucs helyére tessziik.  (Vegyiik észre,
hogy a bal oldali részfa legnagyobb kulcsi cstcsat is eltavolithatnank, hogy a
gyokércsucs helyére tegyiik. Az egyértelmiiség kedvéért a szamonkéréseknél
ilyenkor mindig a jobb oldali részfa minimumaét kell eltavolitani.)

9.5. Feladat. Irjuk meg a t # O bindris keresdfabol a mazimdlis kulcsi
cstcs kiolvasdsa / kivétele miuveleteket (22. dbra). Mekkora lesz a futdsi idé?
Miért? Irjuk dt a fenti miveleteket szild pointeres csucsok esetére! Probdl-
Juk meg a nemrekurziv programokat rekurzivvd, a rekurzivakat nemrekurzivvd
atirni, megtartva a futdsi iddk nagysdgrendjét!
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(4) (4)
(3) (o) (3 (o)
& & O & e

@)

22. abra. A bal oldali binaris keres6fa fa legnagyobb kulesu cstcsat eltavolitva
a jobb oldalit kapjuk: Az eredeti fa jobb széls6 csticsat kivessziik, és a sajat
bal részfajaval helyettesitjiik. Vegyiik észre, hogy az eredeti fabol a 9
kulcst cstcs torlése is ugyanazt a fat eredményezi.

@earch(t : Node* ; k:7) : Node*)
[
t#QNt — key # k

k<t— key
t:=t—left|t:=t— right

return ¢

Gnsert(&t : Node* ; k: ‘J'D
I

t=0

- k<t— key kE>t— key k=1t— key

new Node(k) | insert(t — left, k) | insert(t — right, k) SKIP

@emMin(&t, &minp - Node*D
I

min(t : Node*) : Node*
G )

: t—left=0
t—left#0 minp ==t
t:=t—left t := minp — right |remMin(t — left, minp)
return t minp — right :=

94



(del(&t - Nolde* k7))

t#0
k<t— key k>t— key k=t— key SKIP
del(t — left, k) | del(t — right, k) delRoot(t)

@elRoot(&:t : Node*))
I

pi=t
t—left=0 t > right = N\t —left#O Nt — right #
remMin(t — right, q)

— left :=p —left
t:=p— right t:=p—left 1 ¢/ P e/

q — right == p — right

t:=q

delete p

Mivel mindegyik miveletre MT'(h) € O(h) (ahol h = h(t)), a miveletek
hatékonysaga alapvet&en a binaris keres6fa magassagatol fiigg. Ha a fanak
n csticsa van, a magassaga |logn| (majdnem teljes fa esete) és (n — 1) (lis-
tava torzult fa esete) kozott valtozik. Ez teljesen attol fiigg, hogy milyen
miiveleteket, milyen sorrendben és milyen kulcsokkal hajtunk végre.

Szerencsére az a tapasztalat, hogy ha a kulcsok sorrendje, amikkel a be-
szurasokat és torléseket végezziik, véletlenszerd, akkor a fa magassaga alta-
laban O(logn) (bizonyithato, hogy nagy n-ekre atlagosan kb. 1,4logn), és
igy a besziras és a torlés sokkal hatékonyabb, mintha az adathalmaz taro-
lasara tomboket vagy lancolt listdkat hasznalnank, ahol csak O(n) atlagos
miiveletigényt tudnank garantalni.

9.6. Feladat. Igaz-e, hogy a bindris keresdfdk fenti miveleteinek barmelyi-
kére mT(n) € ©(1)7

Sok alkalmazas esetén azonban nem megengedhetd az a kockézat, hogy
ha a keres6fa (majdnem) listava torzul, akkor a miiveletek hatékonysaga is
hasonl6 lesz, mint a lancolt listak esetén. Az idedlis megoldas az lenne, ha
tudnank garantalni, hogy a fa majdnem teljes legyen. Nem ismeriink azonban
olyan O(logn) futasi ideji algoritmusokat, amelyek pl. a beszurasi és torlési
miiveletek sordn ezt biztositani tudnak.
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A vézolt probléma megoldasara sokféle kiegyensilyozott keresdfa fogalmat
vezettek be. Ezek kozos tulajdonsiga, hogy a fa magassidga O(logn), és a
keresés, besziras, torlés miiveleteinek futasi ideje a fa magassagaval aranyos,
azaz szintén O(logn). A kiegyensilyozott keres6fak koziil a legismertebbek
az AVL fik, a piros-fekete fak (ezek idaig binaris keresofak), a B fdk és a
B+ fdk (ezek viszont mar nem binaris fak). A legrégebbi, talan a legegy-
szertibb, és a kozponti tarban kezelt adathalmazok abrazoldsara mindmaig
széles korben hasznalt konstrukcié az AVL fa. A modern adatbaziskezels
programok, fajlrendszerek stb., tehat azok az alapszoftverek és alkalmazé-
sok, amik hattértaron kezelnek kereséfakat, leginkabb a B+ fdkat részesitik
elényben. Ezért a kivetkez§ félévben ez utébbi két kereséfa tipus targyala-
saval folytatjuk.

9.8. Teljes binaris fak, kupacok
Complete binary trees, heaps

A tovéabbiak el6tt felidézziik a tokéletes (perfect) és a majdnem teljes (nearly
complete) binéris fakkal kapcsolatos tudnivalokat.

Azokat a binaris fakat, amelyekben minden bels§ (azaz nem-levél) csticsnak
két gyereke van, szigorian bindris faknak (full binary trees) nevezziik. Ha
ez utdébbiaknak minden levele azonos szinten van, tokéletes bindris fakrol
beszéliink. (Ilyenkor az Gsszes levél sziikségszeriien a fa legmélyebb szintjén
talalhato, a fels6bb szinteken levd csticsok pedig belsé csiuicsok, igy két-két
gyerekiik van.) TetszGleges h mélységii tokéletes binaris fa csticsainak szdma
tehat 1+2+4+--- 20 =201 1,

Ha egy tokéletes binaris fa levélszintjérsl nulla, egy vagy tobb levelet
elvesziink, de nem az Osszeset, az eredményt majdnem teljes bindris fanak
nevezziik. Tetsz6leges h mélységi, majdnem teljes binaris fa csiicsainak szé-
ma ezért n € 2" .. 2" — 1 ¢ésigy h = |[logn]|. Az also szinten levé leveleket
elvéve pedig egy h — 1 mélység(i tokéletes binaris fat kapunk.

9.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges memuiires, szigoruan bindris
fanak (stricly binary tree) pontosan eggyel tibb levélesicsa van, mint belsd
csicsa.

9.8. Feladat. Egy bindris fa méret szerint kiegyensilyozott, ha tetszdleges
csucsa bal és jobb részfdajinak mérete legfeljebb egqgyel térhet el. Bizonyitsuk
be, hogy a méret szerint kiegyensulyozott bindris fdk halmaza a majdnem
teljes bindris fdk halmazdnak valddi részhalmaza!
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9.9. Feladat. Irjunk olyan eljdrdst, ami egqy szigorian monoton niévekvd

tombbol méret szerint kiegyensilyozott bindris keresdfa mdsolatot készit,
O(n) futdsi iddvel!

©

© Q
OfROERGERO
olojolele

23. abra. majdnem teljes, balra tomoritett (azaz teljes) binaris fa, ami egyben
(bindris mazimum) kupac is.

Egy majdnem teljes binaris fa balra tomdritett, ha az als6 szintjén egyetlen
levéltsl balra sem lehet 0j levelet beszurni. (Ld. a 23. abrat!) Ez azt je-
lenti, hogy egy vele azonos mélységii tokéletes binaris faval Gsszehasonlitva
csak az als6 szint jobb szélérsl hianyozhatnak csicsok (de a bal szélsg cstcs
kivételével akar az Osszes tobbi cstics is hidnyozhat). Eszerint barmely balra
tomoritett, majdnem teljes binéris fa also szintje f6lotti szintjének bal szé-
1ét6l egy vagy tobb belss csticsot talalunk, amelyeknek az utolséd kivételével
biztosan két-két gyereke van. Ha az utolsénak csak egy gyereke van, akkor
ez bal gyerek. A szint jobb szélén lehetnek levelek. A magasabb szinteken
minden cstcsnak két gyereke van.

A balra tomoritett, majdnem teljes binéris fakat mas néven teljes (complete)
binaris faknak is nevezziik (hiszen, tetszéleges ilyen fat szintenként balrol
jobbra bejarva, egészen a legutolsé csiucséig egyetlen cstics sem hidnyzik, a
vele azonos magassagu tokéletes binaris fahoz viszonyitva).

Egy teljes binaris fat mazimum-kupacnak (heap) neveziink, ha minden belss
csices kulesa nagyobb-egyenls, mint a gyerekeié. Ha minden belsé cstcs kul-
csa kisebb-egyenls, mint a gyerekeié, minimum-kupacrél beszéliink. Ebben a
félévben kupac alatt maximum-kupacot értiink.

Vegyiik észre, hogy barmely nemiires kupac maximuma a gyokércsticsa-
ban mindig megtaldlhatd, minimuma ugyanigy a levelei kézott, tovabba a
kupac részfai is mindig kupacok. Egy kupac bal- és jobb oldali részfajaban
levé kulcsok kézott viszont nincs semmi nagysagrendi kapcsolat. Az els6bb-
ségi (prioritasos) sorokat altalaban kupacok segitségével abrazoljuk.
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Egy teljes binaris fat csonka kupacnak neveziink, ha minden sziilG-gyerek
parosban a sziil6 kulcsa nagyobb-egyenld, mint a gyereke kulcsa, kivéve, ha a
sziil6 a gyokércsucs. A gyokércsucs kulcsa is definialt, de lehet, hogy kisebb,
mint a gyereke kulcsa.

A csonka kupacok egy tomb kupacca alakitdsa soran jonnek majd létre,
mint atmeneti adatszerkezetek. (Ld. a "Kupacrendezés" fejezetet!)

9.9. Teljes binaris fak aritmetikai Abrazolasa

A teljes binaris fakat, specidlisan a kupacokat, szokas szintfolytonosan egy
tombben abréazolni, ami legyen az egyszertiség kedvéért az A : T[m] tomb!
Ha a fanak n cstcsa van, akkor az n < m feltételnek kell teljesiilnie, és a
csucsokat szintfolytonosan a témb els6 n elemében, az A[0..n) résztomb-
ben taroljuk, ahol A[0] a fa gyokércsicsa, feltéve, hogy n > 0 (n = 0 az
tires fa esete). Az Ali] cstcs gyerekei A[left(i)] és A[right(i)], feltéve, hogy
left(i) < n, illetve right(i) < n. Ha egy csicsnak két gyereke van, akkor a
szintfolytonos dbrazolas miatt right(i) = left(i) + 1. Ha tehat right(i) < n,
akkor az Ali] csucsnak két gyereke van, ha right(i) = n, akkor az Al[i] csucs-
nak csak a bal oldali gyereke létezik, ha pedig left(i) > n, akkor az Ali] cstcs
levélestics. Az Alj] cstcs sziil6je A[parent(j)], a j > 0 feltétellel.

24. abra. Egy 12 cstcst, teljes binéris fa, amit az A tomb elsé 12 elemében
taroltunk. A fa csticsait szintfolytonosan helyeztiik el az A[0..12) résztomb-
ben.
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Amennyiben létezik, az ¢ indext csics bal oldali gyerekének indexe
left(i) = 2i + 1, mert az ¢ indexd csicsot a szintfolytonos abrazolasban i
csucs el6zi meg (az A[0..17) résztomb elemei). Az i indexi csics bal oldali
gyerekét tehat (a szintfolytonos abrazolas miatt) megelézi ennek az i cstcs-
nak a 2i gyereke, plusz a gyokércsics, aminek nincs sziilGje. Ez Osszesen
2i + 1 cstcs, tehéat left(i) indexe 2i + 1. A szintfolytonos reprezentéciobol
kovetkezGen pedig right(i) = left(i) + 1 = 2i + 2. (Ld. a 24. abrat!)

Mas részrél, ha egy csics indexe 7 > 0, akkor a sziiljének indexe
parent(j) = |55t]. Ez abbol kévetkezik, hogy akar j = left(i) = 2i + 1,
akdr j = right(i) = 2i + 2 esetén |11 | =i.

9.10. Feladat. Tegyiik fel, hogy az n elemi, teljes bindris fdt az eqytdl inde-
zelt A/1: T[m] tombben tdroljuk szintfolytonosan, azaz az A[l..n] résztomb-
ben. Ebben az esetben A[l] a fa gyokércsicsa, feltéve, hogy n >0 (n =0 az
iires fa esete).
Gondoljuk meg, hogy ekkor az Ali] csics gyerekeire left(i) = 2i, illetve
right(i) = 2i + 1, sorban a 2i < n, illetve a 2i < n feltétellel.
j

Az Alj] esiics sziildjére pedig j > 1 esetén parent(j) = [1].

9.10. Kupacok és elsGbbségi (prioritasos) sorok

Az els6bbségi sor (priority queue) egy zsak (multihalmaz), amelybe be tu-
dunk tenni Gjabb elemeket, és ki tudjuk valasztani, illetve kivenni az egyik
maximalis elemét. (Min prioritdsos sor esetén az egyik minimalis elemét
tudjuk kivalasztani, illetve kivenni.)

Az aldbbiakban a prioritasos sor tipust a PrQueue osztaly segitségével
irjuk le. Az els6bbségi sor aktuélis elemeit az A[l..n] résztomb tartalmazza,
ami egy kupac.

PrQueue

— A:T[| // T is some known type ; A.length is the physical
— constant m0 : Ny := 16 // size of the PrQ, its default is m0.
—n:N//nel0..Alength] is the actual length of the PrQ

+ PrQueue(m : N := m0){ A := new T[m]; n:=0 } // create an empty PrQ
+ add(x : T) // insert  into the priority queue

+ remMax():T // remove and return the maximal element of the priority queue
+ max():T // return the maximal element of the priority queue

+ isEmpty() : B {return n = 0}

+ ~ PrQueue() { delete A }

+ setEmpty() {n := 0} // reinitialize the priority queue
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Ha az A témb n hosszisagi kezdGszelete egy kupac aritmetikai dbrazolasa,
MTadd:n<A.length(n) S G(IOg n)7 MTadd:n:A.length(n) S ®<n)7

ATadd(n) € O(log ’I’L), mTadd(n) € @(1),

MTemmax(n) € O(logn), mTemmax(n) € O(1), Tax(n) € O(1).

@rQueue::add(x : ‘.T))
[
n = A.length

doubleFullArray(A) SKIP
j=n; m=n+l

Alj] =z 5 i := parent(j)
J>0NA[l] <z
swap(A[i], A[5])

ji=1; i:=parent(i)

Az add(z) esetében a szintfolytonosan elsg iires, azaz az A[j| helyen z-et
hozzakapcsoljuk a kupachoz. Ezzel elronthatjuk a kupacot, ezért x-et fol-
emeljiik, azaz addig cserélgetjiik — mindig az aktualis sziilgjével, az Ali]-vel
—, amig van sziilGje, és « > mint a sziil6je. Igy z felfelé mozog a kupacban, és
> mint a leszarmazottai. Ha x felér a gyokérbe, vagy mar < mint a sziilGje,
akkor helyreallt a kupac. (Ld. a 25. és a 26. abréakat!)

MT,4d:n<Atengtn(n) € O(logn), hiszen a ciklus legfeljebb annyiszor iteral,
amennyi a fa magassaga, azaz (n input értékéhez viszonyitva) |log(n + 1)]-
szer, amibdl logn < MT,aq:n<atengtn(n) = |log(n +1)| +1 <logn + 2.

MTodd: n=A.iengtn(n) € ©(n), hiszen a doubleFull Array(A) eljarashivas cik-
lusa n= A.length iteraciot hajt végre, ami dominal az x folemelése és egyéb
tevékenységek O(logn) miveletigénye folott.

mTaaa(n) € ©(1), ha ugyanis n < A.length, akkor a doubleFullArray(A)
eljaras nem hivodik meg, és ha a kupachoz adott elem (x) elég kicsi, akkor a
ciklus egyet sem iteral, innét pedig mTqq(n) = 1.

Tiax(n) € ©(1), mivel Thax(n) = 1.

AToaa(n) € O(logn), mivel
g egyréSZt MTadd:n<A.length(n) S O(lOg TL),

e masrészt n = A.length esetén a doubleFullArray(A) eljarashivas cik-
lusa n iterdciot hajt végre, ami kettesével képzeletben szétoszthato
az el6z6 n/2 add() hivas kozott, amikor biztosan nem hivtuk meg a
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] op | o J1] 2 ||3][4] 5 |6 [|[7][8]9]10][11]12]13] 14|
- [ sfe6[7f6]5[3[4fa[1[3[5[2] | [ |
add(8) 8 [6] 76[5]*3] 4 [4]1[3[5 ] 2 ]#8
s [[6]*7e6|5]#8] 4 [4]1]3]5] 2] 3
8lel#86[5] 7 4413521 3
. s [[6] 8 6|5 74 4]1]3]5]2] 3
add(2) s [6] 8 6] 7 [*4]1]3][5 2] 3 [#2
. s[6] 8 6] 74 [4al1]3]5]2] 312
add(9) 8 [6] 8 e[ 7 [*[4]1[3][5[27] 31 2 [+#9
s [[6]* 65 7 [#94[1[3]5 2] 3] 214
8lel#96]5] 7 8 [[4[1]3]5 2] 3] 214
. 9 [[6] 8 6] 7 [ 8 [4al1]3]5]2] 3] 214
remMax() [ ~9[[6] 8 [6[5] 7 [ 8 4135 2] 3] 2 [~4
max:=9 || A |6 |#8[6[5] 7 | 8 [4]1[3][5 2] 3| 2
8 [[6]*[6|5] 7 gll4]113]5[2] 3] 2
8 [[6] 8 [6]5] 7 [ *[[4]1]3]5 2] 3 [#2
return 9 8 6| 8 65| 7 4 411|135 2 3 2
remMax() [ ~8 6] 8 [6[5] 7 [ 4 4135 2] 3 [~2
mazx:=8 || *2 |6 #8165 7 | 4 [[4[1]3][5 ]2 3
s [[6]*e6|5]#7] 4 [4]1]3]5]2] 3
s [[6] 7 6|5 *2] 4 [4]1]3]5]2]#3
return 8 8 6| 7 65| 3 4 411|135 2 2

25. abra. Egy, az A/1 : N[15] tombben &brazolt kupac valtozasai, add()
és remMax() miveletek hatasara. Az add() miveleteknél ,#” mutatja az
aktualis elemet, %" a sziilgjét. Hasonlban, a lesiillyesztéseknél %" jeloli a
sziil6t, ,#” a nagyobbik gyerekét. A remMax() miveleteknél ,~” jelzi az
eltavolitand6é maximumot és a helyére teend6 kulcsot is.

doubleFullArray(A) eljarast. Igy mind az n/2 add() hivas O(logn)
miiveletigénye kettGvel né meg, azaz O(logn) marad.

A fenti technikat amortizalt miveletigény szamitdsnak nevezziik, és nyilvan-
valoan alaklmazhato a vermeknél a push(), a soroknal pedig az add() metodus
atlagos miiveletigényének meghatarozasahoz is.

@rQueue::maX() : ‘J")

[

n >0

return A[0]

PrQueueUnderflow
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visualization based on Figure 25:

add(2),

26. abra. Heap operation

()-8

()=9, remMax

emMax

add(9), r

add(8),



CPrQueue::remMax() : ‘J’)
[
n>0

max = A[0]
n:=n-—1; A[0] := A[n]
sink(A,0,n)

return mazx

PrQueueUnderflow

A remMax() metéodus a maximum elmentése utan a kupac gyokerébe, A[0]-
ba teszi at a szintfolytonosan utols6 elemet. Ezzel a kupac mérete eggyel
csokken, és a gyokerénél valoszinileg el is romlik (in. csonka kupac lesz).
Ezért a "sink" eljaras segitségével (amit mindig & = 0-val hiv meg) a gyo-
kérbe atrakott elemet (A[7]) addig siillyeszti lefelé, amig a helyére nem keriil.
Ennek soran a lesiillyesztendd elemet mindig az aktualisan nagyobb gyere-
kével cseréli meg, amig még a levélszint f6lott van, és a nagyobbik gyereke
nagyobb nala. Ilyen moédon a ciklus soran a lesiillyedS elem mindig kisebb,
mint az Gsei. Amikor a ciklus megall, akkor vagy leért a levélszintre, vagy >
mint a gyerekei, és kupac helyreall.

9.11. Feladat. A remMax() metddus fenti magyardzatindl kimondatlanul
feltettiik, hogy az n := n — 1 utasitds utdan még n > 0, azaz az A[0] := A[n]
értékaddssal eqy nemiires csonka kupac alakul ki. Vizsgaljuk meg azt az eselet,
amikor az n :=n — 1 utasitds utdin n = 0 teljesil!

Vegyiik észre, hogy a sink eljarast az itt sziikségesnél kicsit altalanosabban
irtuk meg! Akkor is miikodik, ha a lesiillyesztendd elem eredetileg tetszéleges
részfa gyokerében van. Ilyenkor az adott részfa — mint a gyokerénél szabéaly-
talan kupac — kupacca alakitésara fogjuk hasznélni. (Ld. a "Kupacrendezés"
fejezetet!)
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(sink(A: T[] ; k,n: N))

i:=k;j:= le]lft(k) ;b= true
J<nAb
// Alj] is the left child of Afi
jHl<nANA[j+1] > A[j]
ji=j+1 SKIP
// Alj] is the greater child of Al]
Ali] < Alj]
swap(Ali], A[j])
=g = left(y)

b:= false

A remMax() metodus miveletigényének meghatarozasahoz el6szor megvizs-
galjuk a sink() eljarast. Mivel aszimptotikus miveletigényt szdmolunk,
feltehets, hogy a k gyoker csonka kupac magassaga h > 0. Akkor
MTi(h) = h+ 1, ugyanis a ciklus legfeljebb h iteraciot végez. Tovabba
1 < mTynk(h) < 2, mert lehet, hogy a ciklus legfeljebb egyet iteral. Speciali-
san k = 0 esetére: logn < MTyy(n) =h+1=[logn] 4+ 1 <logn + 1 ahol
n a kupac aktualis mérete.

Innét a kupacnak a remMax meghiviasdnak pillanataban érvényes n méretére
logn <log(n —1) + 1 < MTiemmax(n) <log(n —1) 4+ 2 <logn + 2.
Ebb6l M Tiemmax(n) € O(logn).

mTrem]\Aax(n) S @(1), hiszeﬂ
2=1+1< mTremMaX(n) =1+ stjnk(TL — 1) <1+42=3.
9.10.1. Rendezés els6bbségi sorral

A fenti els6bbségi sor segitségével konnyen és hatékonyan rendezhetiink tém-
boket:

(sortWithPrQueue(A : ‘J'[n]))

Q: PrQlueue(n)
1:=0ton—1
Q.add (A7)
i :=n — 1 downto 0
Ali] :== Q.remMax()

104



A fenti rendezésben a Q.add(A[i]) és az Ali] := Q.remMax() utasitasok
O(logn) hatékonysaguak, hiszen az els6bbségi sort reprezentalé kupac ma-
gassiga < logn. Ezért a rendezés miiveletigénye O(nlogn).

Maximalis miveletigénye ©(nlogn). Ha ugyanis az input témb szigortan
monoton novekves, akkor az els6 ciklus altal megvalositott kupacépités min-
den 1j cstcsot a fa gyokeréig mozgat fel. Amikor pedig a végss kupac leendd
leveleit sztirjuk be, mar legalabb |logn|—1 mélységi a fa, és a leendd levelek
szama [5]. Ekkor tehat csak a levelek beszirasanak futasi ideje Q(nlogn),
igy a teljes futasi id6 is. Az elébbi O(nlogn) korlattal egyiitt adodik az
allitas.

A fenti rendezés maximélis miiveletigénye tehat aszimptotikusan kisebb,
mint a besztiré rendezésé, ami O(n?). Raadésul az % = k’% hanyados
méar n = 1000 esetén is csak ~0.01, n = 10% esetén pedig ~0.00002, tehat
gyorsan tart a nulldhoz. A sortWithPrQueue héatranya, hogy a rendezendd
tombbel azonos méretd M(n) € ©(n) munkamemoriat igényel — a prioritésos
sorban tarolt kupac szaméara —, mig a besziré rendezésre M(n) € O(1),
hiszen csak néhany egyszeri segédvaltozora van sziikségiink. Ezt a problémat

kupacrendezéssel oldhatjuk meg.

9.11. Kupacrendezés (heap sort)

A kupacrendezés a fenti sortWithPrQueue(A : T[]) optimalizélésa.

Egyrészt az algoritmust helyben rendezévé alakitjuk: az A : T[n] tombon
kiviil csak ©(1) memoriat hasznalunk, mig a fenti eljardsnak sziiksége van
egy ©(n) méreti segédtombre, amiben a prioritdsos sort abrazolé kupacot
tarolja.

Masrészt a kupac felépitését optimalizaljuk, ami a fenti esetben magaban
véve is O(nlogn) miiveletigényt, maximalis futasi ideje pedig O(nlogn).

El6szor tehat kupaccé alakitjuk a tombot, most linedris miiveletigénnyel
(1d a 27. abrat):

(buildMaXHeap(A : T[n] ))
[

k := parent(n — 1) downto 0
‘ sink(A, k,n)

A fenti eljards magyarazatédhoz: Eredetileg az A : T[n| tomb, mint teljes
binaris fa magassaga h = |logn|. Levelei 6nmagukban egyelemt kupacok.
A (h—1)-edik szinten levé belsé csticsokhoz, mint gydkerekhez tartozo binaris
fak tehat (egy magassagn) ugynevezett csonka kupacok, amikben egyediil a
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gyokércstcs tartalma lehet "rossz helyen". Ezeket tehat helyreallithatjuk a
gyoker lesiillyesztésével az alatta levs csonka kupacba. Ezutan mar a (h—2)-
edik szinten levs csticsokhoz, mint gyokerekhez tartozd binaris fak lesznek
(ketts magassagi) csonka kupacok, amiket hasonloan allithatunk helyre, és
igy tovabb, szintenként visszafelé. Utolsoként az A[0]-t siillyesztjiik le az
alatta 1évé csonka kupacba, és ezzel az A : T[n| tomb kupacca alakitasa
befejez6dik. Annak érdekében, hogy a szintekkel ne kelljen kiilon foglalkozni,
a fenti eljarasban a lesiillyesztéseket a szintfolytonosan utolsd belsd csicesal
kezdtiik (ami az utolsé csucs, azaz A[n — 1] sziil§je), és innét haladtunk
szintfolytonosan visszafelé.

A kupacrendezés {6 eljarasa:

@eapSort(A : ‘J’[n]))
[
buildMaxHeap(A)

m:i=mn

m > 1
m :=m — 1 ; swap(A[0], A[m])
sink(A, 0, m)

A kupacca alakitas utan tehat ezt ismételjiikk: Megcseréljiik a kupac maxi-
mumat, azaz gyokerében 16v6 elemet (A[0]) a kupac szintfolytonosan utolsd
elemével, mikozben levagjuk a maximumot (m := m—1), majd lesiillyesztjiik
az A[0..m) csonka kupacban a gydkérbe tett elemet. Igy az elébbinél eggyel
kisebb méreti kupacot kapunk (A[0..m)). Ezt a ciklusmagot addig ismé-
teljiik, amig az A[0..m) kupac mérete nagyobb, mint egy. Igy az A[0..n)
tombben visszafelé megkapjuk az els6, mésodik sth. maximumokat, és végiil
az A[0]-ban a minimumot, azaz a tomb rendezve lesz. (Ld. a 28. és a 29.
abrakat!

9.11.1. A kupacrendezés miiveletigénye

A kupacca alakitas utani rész futési idejét a sink(A, 0, m) hivasok hatarozzak
meg, amiknek miveletigénye O(logm) (m € {n—1,n—2,...,1}), durva fels6
becsléssel O(logn). Az (n—1) hivas tehat 6sszesen O(n logn) futési idejt, és
ezt nagysagrendileg a ciklus (n — 1) iteracioja nem befolyasolja, mert ez csak
O(n) miiveletigényt ad hozza, ami aszimptotikusan kisebb, mint O(nlogn).

A kupacca alakitas miveletigényérsl hasonloan lathatd, hogy maga is
O(nlogn), ui. az iteracio és a sink(A, k,n) eljarashivas is |5 |-szor hajtodik
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27. abra. A (68,23,51,42,19,35,97,53,60, 14) tomb kupacca alakitasa. A
szaggatott nyilak olyan kulcstsszehasonlitasokat jeleznek, ahol a lesiillyesz-
tés véget ér, mert nincs sziikség cserére. Jegyezziik meg, hogy végig tomb-
bel dolgozunk, a binaris fak csak a szemléltetéshez hasznélatosak. Végiil a
(97,60, 68,53,19,35,51,23,42, 14) tombot kapjuk. A teljes kupacrendezés-
nek ez csak az els6 része.
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28. abra. Heap sort visualization based on Figure 29. Here, we start with the
result of buildMaxHeap(). Double arrows represent the swap of the largest
element with the last element of the heap, fitting into its desired place. The
subsequent arrows demonstrate the sinking process after the initial swap.
Dashed arrows compare where the sinking ends because no swap is needed.
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oo J O v [ 23 [4]5]6]7][8]29 ]
sink | 68 | 23 | 51 | 42 | *19 | 35 | 97 | 53 | 60 | /14
sink | 68 | 23 | 51 | *42 | 19 | 35 | 97 | 53 | 460 14
sink | 68 | 23 | 51 | 60 | 19 | 35 | 497 | 53 | 42 | 14
sink | 63 | *23 | 97 | #60| 19 | 35 | 51 | 53 | 42 | 14
. |68 |60 | 97 | *23| 19 | 35 | 51 | #33| 42 | 14
sink | %68 | 60 | 497 | 53 | 19 | 35 | 51 | 23 | 42 | 14
97 | 60 | *68 | 53 | 19 | 35 | 451 | 23 | 42 | 14
97 | 60 | 68 | 53 | 19 | 35 | 51 | 23 | 42 | 14

swap || ~97 || 60 68 23 19 35 ol 23 42 | ~14
sink || *14 | 60 | #68 | 53 19 35 51 23 42 | +97
e 68 60 | *14 || 53 19 35 | #51 || 23 42 | +97
swap || ~68 || 60 ol 93 19 35 14 23 | ~42 | +97
sink | *42 || #60 | 51 93 19 35 14 23 | +68 | +97
60 | *42 | 51 || #53 | 19 35 14 23 | +68 | +97
. 60 23 ol *42 | 19 35 14 || #23 | +68 | +97
swap || ~60 || 53 ol 42 19 35 14 || ~23 | +68 | +97
sink | *23 || #53 | 51 42 19 35 14 || +60 | +68 | +97
e 53 || *23 | 51 | #42 | 19 35 14 || +60 | +68 | +97
swap || ~53 || 42 o1 23 19 35 | ~14 || +60 | +68 | +97
sink | *14 || 42 | #51 | 23 19 35 | +53 || +60 | +68 | +97
e 51 42 | *14 || 23 19 | #35| +53 || +60 | +68 | +97
swap | ~o1 || 42 35 23 19 | ~14 | +53 | +60 | +68 | +97
sink || *14 || #42 | 35 23 19 | +51 | +53 | +60 | +68 | +97
e 42 14 | 35 || #23 | 19 | +51 | +53 || +60 | +68 | +97
swap | *42 | 23 35 14 | #19 | +51 | +53 || +60 | +68 | +97
sink || *19 || 23 | #35| 14 | +42 | +51 | +53 | +60 | +68 | +97
swap || ~35 || 23 19 || ~14 | +42 | +51 | +53 || +60 | +68 | +97
sink || *14 | #23 | 19 || +35 | +42 | +51 | +53 | +60 | +68 | +97
swap | ~23 || 14 | ~19 | +35 | +42 | +51 | +53 | +60 | +68 | +97
sink || *19 || #14 | +23 || +35 | +42 | +51 | +53 | +60 | +68 | +97
swap | *19 || #14 | +23 || +35 | +42 | +51 | +53 || +60 | +68 | +97
sink || *14 | +19 | +23 || +35 | +42 | +51 | +53 | +60 | +68 | +97
+14 || +19 | +23 || +35 | +42 | +51 | +53 || +60 | +68 | +97

29. abra. A teljes heap sort szemléltetése az A : N[10] tombon. A lesiillyesz-
téseknél ., x” jeloli a sziil6t, ,#” a nagyobbik gyerekét. A swap miiveleteknél
,~" mutatja a megcserélendd elemeket. A végleges helyiikre érkezett kulcso-
kat ,.+"elGjellel kiilonboztettiik meg.
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végre, és a k gyokeri részfa magassiga < logn, igy az eljarashivas mivelet-

igénye durva felsé becsléssel O(logn). Az |5 | hivas tehit 6sszesen O(n logn)
futasi ideji, és ezt nagysagrendileg a ciklus %] iterdcija nem befolyasolja,

mert ez csak O(n) miiveletigényt ad hozza, ami aszimptotikusan kisebb, mint
O(nlogn).

@uildMaxHealp(A/l . ‘J'[n]))

k := parent(n) downto 1
sink(A, k,n)

Ennél finomabb becsléssel alabb belatjuk, hogy a kupacca alakitas ©(n)
miiveletigényid. Ettdl a teljes futési id6 tovabbra is O(nlogn), hiszen a szek-
venciaban ebbdl a szempontbol az aszimptotikusan nagyobb mitveletigény
programrész dominél, de a sortWithPrQueue(A) eljaras kupacépits ciklusa-
hoz képest hatékonyabb kupacca alakitassal a gyakorlatban igy is jelentds
futési id6t takarithatunk meg.

9.12. Feladat. Ldssuk be, hogy a kupacrendezés mazximadlis miveletigénye
O(nlogn); haszndljuk fel ehhez a 10.2. definicidl és a 10.4. tételt!

9.13. Feladat. Ldssuk be, hogy a kupacrendezés minimdlis miveletigénye
O(n), és ez példdaul akkor dll eld, amikor az input témb minden eleme egyenld!

9.11.2. A kupacca alakitas mitiveletigénye linearis*

Sziikségiink lesz a teljes, azaz a balra tomoritett, majdnem teljes binaris fak
néhany tulajdonsagara. Az alabbi gondolatmenet egytdl indexelt t6mbok-
re vonatkozik. Ez nyilvan nem befolyasolja a miveletigényt, de igy kicsit
egyszertibb lesz a gonolatmenet és a képletek.

Emlékeztetiink arra, hogy ha egy ilyen, n cstcsi fat szintfolytonosan az
A/1: T[n] tombben tarolunk, akkor last(n) = n, valamint az i indext csics
gyerekeinek indexei 2, illetve 2¢ + 1, feltéve, hogy a gyerekek léteznek, azaz
21 < n, illetve 2 +1 < n. Mas részrél, ha egy cstcs indexe 5 > 1, akkor a
sziilsjének indexe [2].

A fentiekbdl adodik, hogy az 1..k sorszamu csicsok sziilei az 1.. L%J
sorszamu csucsok, mert
- egyrészt, ha egy csiics 7 indexére 1 < j < k, és van sziilGje, azaz j > 2,
akkor a sziilgje indexére 1 < [1] < [£;

- masrészt, ha az i indext cstcsra 1 < ¢ < | %], akkor ennek bal gyerekére
2<2i < 2L§J < k, azaz van gyereke az 1..k sorszamu cstucsok kozott.
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Eszerint egy n csticsi teljes teljes bindris fanak fele(n) = [ 5] bels6 csiicsa
van. Ha ugyanis a cstucsokat sorfolytonosan az 1. .n sorszamokkal indexeljiik,
akkor az el6bbi allitds szerint a sziileik sorszdmai 1..[%].

Az el6bb belatott llitds szerint egy n cstcst, teljes bindris finak [%]

levele van.

Jelolje a tovabbiakban ng, tetszéleges n méreti, teljes binaris fa d magassa-
gu részfainak szamat, n>q pedig a fa legalabb d magassagu részfainak sza-
méat, ahol 1 < d < h = [logn], azaz h az eredeti fa magassaga! Ekkor
n>1 = fele(n), hiszen a legalabb egy magassagu részfak gytkércstucsai éppen
a bels6 csticsok. Tovabba nsy = fele(fele(n)) = fele*(n), hiszen a legalabb
kett& magassagu részfak gyokércsicsai éppen a legalabb egy magassagi rész-
fak gyokércsicsainak sziilei, és mivel az utobbiak szinfolytonosan 1.. fele(n)
sorszamuak, azért az elbbiek 1.. fele?(n) sorszamiak. Teljes indukcioval
adodik

n

h
Z Nm = N>q = f€l€d<n) < od
m=d

Most mar attérhetiink a kupacca alakitas linearis miiveletigényének bizo-
nyitasara.

Szemléletesen fogalmazva, a sortWithPrQueue(A) eljaras kupacépits cik-
lusdhoz képest abbol adédik a hatékonysig novekedése, hogy ott az elemek
tilnyomd részét mar a végs6hoz kozeli magassagli kupacba szarjuk be, mig
itt a fa leveleit, az elemek felét egyéltalan nem kell lesiillyeszteni, ezek sziile-
it, az elemek negyedét egy magassagu faban siillyesztjiik le, nagysziileit, az
elemek nyolcadat ketté magassagi faban stb.

Ahhoz, hogy a buildMaxHeap(A) miiveletigénye ©(n), elgszor belatjuk,
hogy maximalis miiveletigényére MT,(n) < 2n + 1 teljesiil.

A kupacca alakitéas, a buildMaxHeap(A) MT,(n) maximéalis miiveletigé-
nyét az eljaras meghivasa, a ciklus [ %] iterdcioja, a lesiillyeszté eljards |3 ]-
szeri meghivasa és benne a lesiillyeszt6 ciklus végrehajtasai adjak. TetszGle-
ges d magassagu részfara a lesiillyesztd ciklus miveletigénye legfeljebb d. Az
Osszes, ng darab d magassagu részfakra tehat a lesiillyeszt6 ciklusok mive-
letigénye Osszesen legfeljebb d x ngy. Mivel a lesiillyeszt eljaras hivasai soran
d € 1..h, a kupaccé alakitas alatt a lesiillyesztd ciklusok mitiveletigényének
osszege legfeljebb 22:1 d * ng. Innét

h
n
MTy(n) <1+2 bJ —|—d2;d*nd

Vegyiik most figyelembe, hogy 2221 d * ngq az alabbi alakba irhato:
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ni+
N9 + No+
ns -+ ns + n3—|—

ny+np+n,+---+n, (b tagi Osszeg)
Ezt oszloponként 6sszeadva azt kapjuk, hogy

h

h h h
Zd*nd:Zan Zn>d—2feled(n)§2%
d=1 d=1

d=1 m=d d=1

Eredményeinket behelyettesitve kapjuk, hogy

n

MT) < 1 (| 2]+ |2]) + S dena <14 nsn=n 1

Most belatjuk még, hogy mT,(n) > n, amihez elég meggondolni, hogy a ku-
paccd alakitasbol a lesiillyesztések belsé miiveletigényét elhanyagolva, tehat
csak a kiilsG eljarashivast, a ciklusiteraciokat és a lesiillyeszt-hivisokat szé-
molva mTy(n) > 1+ | 2] 4+ [ 2] > n. Innét n < mTy(n) < MTy(n) < 2n+1,

amibdl
MTy(n),mTy(n) € O(n)

adodik.
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10. Rendezések alsokorlat-elemzése (Lower bo-
unds for sorting)

10.1. Tétel. Tetszdleges rendezd algoritmusra mT (n) € Q(n).

Bizonyitas. Vilagos, hogy tetszéleges helyes rendezé algoritmusnak mind
az n rendezends elem értékét ellendriznie kell, és mindegyik alprogram hivas
és ciklusiteracio is csak korlatos szamu elemet ellendriz (a belé adgyazott al-
program hivasok és ciklusiteraciok nélkiil). Legyen ezeknek a korlatoknak a
maximuma k. Akkor mT(n) x k > n = mT(n) > tn = mT(n) € Q(n).
0

10.1. Osszehasonlité rendezések és a dontési fa modell
(Comparison sorts and the decision tree model)

10.2. Definicid. Tetszdleges rendezd algoritmus akkor dsszehasonlito ren-
dezés (comparison sort), ha az input elemeinek rendezéséhez csak az elemek
kulcsainak osszehasonlitdsabol nyer informdciot. Ez azt jelenti, hogy ha adott
az {ay,as, . ..ay) input kulcssorozat, és ennek két kulcsdt akarjuk dsszehason-
litani, akkor az a; < a;, a; < a;j, a; = aj, a; # aj, a; > aj, Vagy a; > a,
kulcs-dsszehasonlitisok valamelyikét végezziik el. Nem wizsgdljuk meg a kul-
csok belsd szerkezetét, és mds egyéb modon sem szerzink roluk informdciot.

Az eddig targyalt rendezési algoritmusok, tehét az insertion sort, heap sort,
merge sort és a quicksort is 6sszehasonlitoé rendezések.

A kovetkezd alfejezetben elGszor a rendezd algoritmus altal elvégzett kulcs
osszehasonlitasok maximalis szaméara (MC(n)) adunk alsé becslést, majd
a maximéalis miveletigényre (M7 (n)). Ehhez az also becsléshez feltehetd,
hogy a rendezendé elemek kulcsai kiilonbdznek egymastol. Ezzel ugyanis
a lehetséges inputok halmazat csokkentjiik, és ha ezen a kisebb halmazon
adunk als6 korlatot pl. MC(n)-re, akkor ez a teljes (b6vebb) halmazon is
also becsléest ad MC(n)-re. (Hasonlo mondhatd el MT (n)-rél is.) Mivel a
rendezendd elemek kulcsai kiilonboznek egymastol, az a; = a; és az a; # a;
alakid osszehasonlitasok nem adnak informaciét a rendezéshez, és igy csak az
a; < aj, a; < aj, a; > aj, a; > a; alaka kulcs dsszehasonlitdsok maximalis
szamara fogunk alsé becslést adni. (Ez nyilvan az Gsszes kulesosszehasonlitas
maximalis szamara is also becslés.)

Az Osszehasonlité rendezéseket ezutan un. dontési fakkal modellezziik. En-
nek bels6 cstcsaiban vannak a kulcs 6sszehasonlitasok, leveleiben a rendezés
eredményeként adodo lehetséges sorozatok. Az egyes részfakban a felette levs
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kulcs Gsszehasonlitasok eredményeivel Gsszhangban levs levelek vannak (fel-
téve, hogy a rendezd algoritmus helyes). Az esetleges unaris belsé csticsokat
torolhetjiik: Ezek nem adnak informéciét a program tovabbi miikodéséhez.
Ezért feltehetd, hogy a dontési fa szigortian binéaris.

a<c c<a b<Cc<b

30. abra. A beszurd rendezés (insertion sort) dontési faja az (a, b, c) input
sorozatra. Tetszéleges 3 elemii input sorozatnak 3! = 6 permutaci6ja van,
feltéve, hogy a sorozat elemei kiilonbozsk. Igy a déntési fanak is legalabb
3! = 6 levelének kell lennie.

A 30. abrén a beszir6 rendezés dontési fajat lathatjuk n = 3 esetben,
azaz amikor a rendezendd sorozat 3 elem.

Altalanossagban tegyiik 51, hogy (ai,as,...a,) a rendezendd sorozat.
A dontési faban mindegyik bels6 cstcsot egy kulcsosszehasonlitds cimkézi,
a leveleket pedig az (aq,as,...a,) permutacioi. TetszGleges rendezés egy
ut megtételének felel meg a dontési faban a gyokértsl valamelyik levélig,
ahol a bels6 csiicsok felenek meg a kozbensd kulcsosszehasonlitasoknak és
dontéseknek, a levelek pedig a rendezés lehetséges eredményeinek. Ha pl. egy
bels6 csicsot az a; < a; Osszehasonlitds cimkéz, a bal részfiban a tovabbi
Osszehasonlitasok annak felelnek meg, hogy mar tudjuk, hogy a; < a;, a
jobb részfiban pedig a tovabbi Gsszehasonlitasok annak felelnek meg, hogy
méar tudjuk, hogy a;, > a;. Mire egy tetszéleges levélhez ériink, a rendezés
meghatarozza az (a1, as, . . .a,) megfelel§ sorba rendezését. Igy MC(n) = a
leghosszabb kormentes 1t hosszaval a dontési faban a gyokértél levélig, ami
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viszont éppen a dontési fa h magassaga, azaz h = MC(n).

Mivel a rendezés inputja a rendezett sorozat tetszéleges permutacioja
1ehet barmelyik helyes rendezo algoritmus kepes kell legyen az input tet-
permutéicidja meg kell jelenjen egy-egy levélen azaz a dontési fanak legalabb
n! levele van.

10.2. Alsé korlat a legrosszabb esetre
(A lower bound for the worst case)

10.3. Tétel. Barmely dsszehasonlito rendezés végrehajtisihoz a legrosszabb
esetben M C(n) € Q(nlogn) kulcsisszehasonlitds sziikséges.

Bizonyitas. A fenti eszmefuttatas alapjan elegendé alsé becslést adni a
dontési fa h = M C(n) magassagara. Jelolje a levelei szamat [, akkor n! <[,
tovabba | < 2", ugyanis egy h magassagu binaris fanak legfeljebb 2" levele
van. Innét n! <[ < 2" amibél n! < 2" adodik.

Kovetkezésképpen

MC(n) =h >logn! = Zlog@> Z logi > Z log[ W [g}klog {gw >

> —xlog

l\DIB
NS

—x (logn —log2) = g*(logn—l) = glogn—g € Q(nlogn)

AN r=] log (ﬂ > (%-‘ x log (%W egyenlGtlenséghez elegend6 beldtni, hogy

az osszegnek legalabb {ﬂ tagja van. A tagok szdma nyilvan n— ([2] —1) =
(n — (ﬂ) +1 = ng + 1, ami, ha n paratlan szam, éppen {%L ha pedig n
paros, akkor (%W +1. O

10.4. Tétel. Tetszdleges dsszehasonlito rendezésre MT (n) € Q(nlogn).

Bizonyitas. Mindegyik alprogram hivas és ciklusitericié is csak korlatos
szamu kulcs Osszehasonlitast végez el (a belé agyazott alprogram hivéasok és
ciklusiteraciok nélkiil). Legyen ezeknek a korlatoknak a maximuma k.
Akkor MT(n) «x k > MC(n) = MT(n) > tMC(n) = MT(n) €
Q(MC(n)). A 10.3. tétellel (MC(n) € Q(nlogn)) és az ,,- € Q(-)” relacio
tranzitivitasaval azonnal adoédik ez a tétel (MT'(n) € Q(nlogn)). O
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Vegyiik észre, hogy a heap sort és a merge sort, aszimptotikusan optimd-
lisak abban az értelemben, hogy a miiveletigényiik O(nlogn) fels6 korlatja
osszeillik a (legrosszabb esetre vonatkozo) MT(n) € Q(nlogn) alsé korlattal.
(Ld. a 10.4. tételt!) Az el6bbi tulajdonsagokbol azonnal kivetkezik, hogy
mindkettére M T (n) € O(nlogn).

Ld. még:

http://people.inf.elte.hu/fekete/algoritmusok jegyzet/
19 fejezet Rendezesek alsokorlat elemzese.pdf
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11. Rendezés linearis id6ben (Sorting in linear
time)

Alapvetden nem kulcsosszehasonlitassal rendeziink (10.2. definicio), igy ezek-
re az algoritmusokra nem vonatkozik az 0sszehasonlité rendezések alaptétele
(10.4. tétel).

Belattuk, hogy tetszéleges Gsszehasonlitoé rendezésre (comparison sort al-
gorithm) MT'(n) € Q(nlogn). Ha tehat aszimptotikusan jobb rendezéseket
keresiink, olyan algoritmusokra van sziikségiink, amelyek a kulcsok 6sszeha-
sonlitasa helyett (vagy mellett) masképpen (is) nyernek informaciot a kulesok
nagysag szerinti sorrendjére vonatkozoan.

Az aldbbiakban ismertetendé radix sort (szamjegypozicios rendezés),
szétvalogatod rendezés (distributing sort) és counting sort (leszamlalo ren-
dezés) a kulesok Gsszehasonlitasa helyett osztalyozzék a kulcsokat. A bucket
sort (egyszeri edényrendezés) emellett még kulcsosszehasonlité segédrende-
zést is hasznal.

Mivel a 10.1. tétel szerint tetszéleges rendezé algoritmusra mT'(n) €
Q(n), egy S rendezés aszimptotikusan optimalis, ha MTg(n) € O(n). (Eb-
ben az esetben tehat MTs(n), mTs(n) € ©(n).) Az ebben a fejezetben tar-
gyalt radix sort és counting sort aszimptotikusan optimalisak. A bucket sort
esetében viszont csak a varhato (azaz ,atlagos”) és a minimalis miiveletigény
lineéris.

11.1. Radix rendezés

A Radix rendezés (Radix Sort = Szamjegypozicios rendezés) altalaban fel-
teszi, hogy a kulcsok r alapt szadmrendszerben felirt, d szamjegyi, elGjel
nélkiili, azaz dDigitNumber tipust egész szamok. (Sziikség esetén vezetd
nullédkat irunk a szamok elé, hogy pontosan d szamjegyiik legyen.) A szamok
szamjegyeit jobbrol balra sorszamozzuk. Az els6 szamjegy a legkevésbé szig-
nifikdns, a jobb széls6 szamjegy, és igy tovabb, a d-edik a legszignifikansabb,
a bal széls6 szamjegy. A rendezésnek d menete van. Az elsé menetben az elsé
(a jobb szélss, a legkevésbé szignifikians) szamjegy szerint rendeziink stabil
rendezéssel, az i-edik menetben a jobbrol i-edik szadmjegy szerint, és az utol-
s6 menetben a jobbrol d-edik (a bal szélss, a legszignifikinsabb) szamjegy
szerint, mindig stabil rendezéssel, az alabbi séma szerint (ahol L absztrakt
lista, vagy méas néven véges sorozat: dDigitNumber() olyan véges sorozatokat
jelol, amiknek dDigitNumber az elemtipusa).
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(radix_sort(L : dDigitNumber() ; d : ND
[
1:=1tod

use a stable sort to sort list L on digit ¢

Az els6 menet (first pass) utan tehat szamok a legkevésbé szignifikans (jobb-
rol elsG, azaz jobbszélss) szamjegyiik szerint rendezettek. Mikor (a kivetkezd,
mésodik menetben) a jobbrol méasodik szamjegyiik szerint rendeziink, a ren-
dezeés stabilitdsa miatt az azonos (jobbrol) masodik szamjegytiek a (jobbrol)
els6 szamjegyiik szerint rendezve maradnak, hiszen a stabil rendezések az
azonos kulcst elemeket meghagyjak a bemenet (azaz az input) sorrendjé-
ben. Igy a 2. menet utan a szamok mar a két jobbszélss szamjegyiik szerint
lesznek rendezve. Mikor a 3. menetben jobbroél a 3. szamjegy szerint ren-
deziink, akkor az azonos 3. szdmjegyitiek mar a jobbrdl els6 két szamjegyiik
szerint maradnak rendezve. Igy a 3. menet utan a szamok mar a 3 jobbszélsé
szamjegyiik szerint lesznek rendezve. Igy tovabb, amikor a d-edik menetben
jobbrdl a d-edik szamjegy szerint rendeziink, akkor az azonos d-edik szamje-
gytiek mar a jobbrél elsé d—1 szamjegyiik szerint maradnak rendezve. Igy a
d-edik menet utdn a szamok mar a d jobbszélsé szamjegyiik szerint lesznek
rendezve. Mivel Osszesen d szamjegyiik van, a szadmok ekkor mar teljesen
rendezve lesznek.

Annak érdekében, hogy a Radix rendezés helyesen miikodjon, sziikséges, hogy
a szamjegyek szerinti rendezések stabilak legyenek. A hatékonysag miatt
pedig az is fontos, hogy linearis id6ben rendezzenek.

A szétvdlogatd rendezés (distributing sort) megfelel lancolt listak adott
szamjegy szerinti rendezésére, mig a leszdmldld rendezés (counting sort) tom-
bok esetén. Mindkettd stabil, és linearis a mtiveletigényiik.

11.2. Szétvalogatd rendezés (distributing sort)

A szétvalogato6 rendezés stabil, és lancolt listakra optimalis, azaz linearis mii-
veletigényd implementacioja konnyen megvaldsithato, igy a Radix rendezés
egy hatékony verziojat épithetjiik réa.

Az alabbi targyalas egy kicsit altalanosabb, mint amit a radix sort igényel.
Amikor a radix sort segédeljarasaként a szétvalogaté rendezést hasznaljuk,
ez utobbi ¢ kulcsfiiggvénye segitségével a megfelel6 szamjegyet kell kivalasz-
tanunk.

A rendezési probléma: Adott az n hosszusagt, T elemtipusa L absztrakt
lista, 7 € O(n) pozitiv egész szam, és a ¢ : T — [0..7r) kuleskivalaszto
fiiggvény. Rendezziik L-et stabil rendezéssel, linearis miiveletigénnyel!

118



@istributing_sort(L T s N p:T— 0. ’I“)D
[

B : T()[r] // array of lists, i.e. bins

k:=0tor—1

Let B[k] be empty list // init the array of bins

L is not empty

Remove the first element z of list L

Insert x at the end of B[p(x)] // stable distribution

k :=r—1 downto 0

L := Blk]+ L // append B[k| before L

A szétvalogatd rendezés hatékonysaga: Az elsG és az utolso ciklus r-
szer iteral, a kozéps6é pedig n-szer. Amennyiben a lista végéhez fiizés és a
konkatenalas ©(1) id6ben megoldhato, a szétvalogato rendezés miiveletigénye
nyilvan ©(n +r) = ©(n) lesz, az r € O(n) (természetes) feltétel miatt.

11.3. Radix rendezés listakra

A radix rendezés altal felhasznalt (stabil) szétvalogatod rendezés, r alapu
szamrendszer esetén, a szamokat — az i-edik szamjegyiik értéke szerint — sor-
ban szétvalogatja a By, By, Bs, ... B,_1 — kezdetben iires — polcokra (bins),
iigyelve arra, hogy az egyes polcokon megmaradjon a szamoknak a szétvalo-
gatés el6tti sorrendje. Ezutdn a polcok tartalmat — a polcok egymas kozotti
és a szamoknak a polcokon beliili sorrendjét is megtartva — dsszeflizi L-be.

Mivel r darab polcot kell iiresre inicializalni, n elemet szétvilogatni, majd
az r db polcot, valojaban listat Osszeftizni, ez megoldhatdo ©(n + r) mive-
letigénnyel. A radix rendezés pedig ezt a — nyilvanvaléan stabil — rendezést
d-szer hivja meg, igy a teljes miiveletigénye ©(d * (n + r)). Ha d konstans,
és r € O(n), akkor ebbdl

Tradix_sort(n) € 6(77’)

A 31. 4bran lathato példdban r = 4 és d = 3, azaz a kulcsok 4-es szamrend-
szerbeli, 3 jegy( szamok, és a By, By, By, Bs polcokat hasznaljuk.?!

21Sok ember szaméara az lenne természetes, hogy a szdmokat elGszdr a balszélss és utol-
jara a jobbszélsG szamjegyiik szerint rendezze. A radix rendezésben azonban a késGbbi
menetek fontosabbak az eredmény szempontjabol, mint a korabbiak: Az i-edik menetben
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Az input (azaz bemeneti) lista, szimbolikus jeloléssel (r = 4;d = 3):
L = (103,232, 111,013,211, 002, 012)

1. menet (a szamok jobbrol 1., azaz jobbszélsé szamjegyei szerint):
By =)

By = (111,211)

By = (232,002,012)

Bs = (103,013)

L = (111, 211,232,002, 012, 103, 013)

2. menet (a szamok jobbrol 2., azaz kozépss szamjegyei szerint):
By = (002, 103)

By = (111,211,012, 013)

By =)

Bs = (232)

L = (002,103, 111,211,012, 013, 232)

3. menet (a szamok jobbrol 3., azaz balszéls6 szamjegyei szerint):
By = (002,012,013)

By = (103,111)

B, = (211,232)

By =)

L = (002,012,013, 103, 111,211, 232)

31. abra. A szétvalogato-osszefiizd Radix rendezés bemutatasa
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Természetes modon adodik, hogy a gyakorlatban a fenti absztrakt listak (mas
néven véges sorozatok), — azaz a bemenet, a polcok és az algoritmus kimene-
te is — lancolt listak legyenek, mivel nem tudhatjuk, hogy az egyes polcokon
[0..n] kozott (ahol n az input mérete) hany tételt akarunk elhelyezni, r darab
n méretd segédtomb pedig a gyakorlatban til sok munkamemoriat jelentene.
Ha viszont a polcokat lancolt listak reprezentaljak, akkor a memoria allo-
kalasok (pl. new utasitas) és deallokalasok (pl. delete utasitas) elkeriilése
végett célszerti, ha a bemenet és a kimenet is — a polcokkal azonos tipusi —
lancolt lista. (Ha az interfész egy tomb, de a polcok lancolt listak, dsszesen
n x d memoria allokalds, és ugyanennyi deallokalas sziikséges, ami varhato-
lag annyira megnéveli a O(n) miiveletigényben rejtett ,konstanst”, hogy a
rendezés gyakorlatilag hasznalhatatlanna valik.)

Ha a polcok lancolt listak, akkor ezen listak végéhez is direkt hozzaférés
sziikséges, hogy az egyes menetek bemeneti listdja elemeinek szétpakolésa
hatékony legyen, azaz minden elemre ©(1) id§ alatt megtorténjen. Ez meg-
valésithato pl. S1L-ekkel és a nemiires ,polcok” végére mutatod pointerekkel,
illetve (ha lustak vagyunk, némi konstans szorz6 aran) C2L-ek alkalmazésé-
val.

Néha hasznaljuk a radix rendezést Osszetett kulcst rekordok rendezésére.
Ilyen osszetett kulcs példaul a datum, ami harom komponenst (év, hd, nap)
tartalmaz. ElGszor tehat a legkevésbé szignifikans nap, majd a hd, végiil
a legszignifikinsabb év mezG szerint rendeziink, stabil rendezéssel. (Termé-
szetesen hasznalhatnank sszehasonlito rendezést is, amikor két kulcs [azaz
datum] Gsszehasonlitasanal el6szor az év mezdket vennénk figyelembe, ha
ezek egyenl6k, a ho mez&ket, és ha ezek is egyenl6k, a nap mezdket. Tekin-
tetbe véve azonban, hogy a radix rendezéshez itt elég 3 menet, és feltételezve,
hogy nincs tul sok lehetséges évszam, a fenti szétvalogato-osszeflizd stratégi-
aval valoszintileg mar néhény ezer tétel esetén is gyorsabb rendezést kapunk,
mint barmelyik 6sszehasonlito rendezéssel.)

11.1. Példa. Tegyiik fel, hogy adott az L fejelemes C2L, a listaelemek
kulcsai r alapi szimrendszerben felirt, d szdmjegyid szdmok, és adott a
digit(i,r,x) figgvény, ami ©(1) mdveletigénnyel ki tudja nyerni az x kules
jobbrol i-edik szamjegyét, ahol a szamjegyeket 1-t61 d-ig sorszdmozzuk.

az elsé i—1 menet eredménye alarendelédik az i-edik menetnek. Igy a végén a szamok el-
sGsorban a jobbszéls6 szamjegyiik szerint lennének rendezve, és altalaban nem ezt akarjuk.

Egy masik megkozelités szerint szintén a balszélsé szamjeggyel kezdhetnénk, de uténa,
még az Osszefiizés el6tt, rekurzivan rendezhetnénk a polcokat a tobbi szamjegy szerint,
minden rekurziés szinten tjra és tjra, Gjabb és Gjabb segédpolcokat létrehozva, majd t6-
rolve. Igy viszont a polcokkal kapcsolatos rengeteg adminisztréacio lelassitana a programot.
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Adja meg a radiz rendezés struktogramjdt a fenti feltételekkel, Theta(n)
miveletigénnyel, ahol n a lista hossza, v € O(n), d pedig pozitiv egész kons-
tans.

Megoldas:

Gadix_sort( L:E2*;drr: ND
[

BinHead : E2[r] // the headers of the lists representing the bins
B : E2*[r] // pointers to the headers

1:=0tor—1
Bli] := &BinHead[i] // Initialize the ith pointer.
1:=1tod

distribute(L, i, B) // Distribute L on the ith digits of keys.
gather(B, L) // Gather form the bins back into L

(distribute( L : E2*;i: N; B: E2*[r] ))
I
L — next # L

p:= L — next ; unlink(p)

precede( p, B[digit(i,7,p — key)]

(gather( B: E2*[r]; L: EQ*D
I
1 =0tor—1

append(L, Bli]) // add to the end of L the elements form Bli]

(Az append (L, H) eljarast a 7.16. példanal dolgoztuk ki.)

Tappend € O(1), igy Tgather (1) € o(r).

Taistribute () € O(n), ahol n = |L].

Ezért Tragix_sort(n,d, 1) € O(r 4+ d(n +1)).

Kovetkezésképp, ha d konstans és r € O(n), akkor Tragix_sort(n) € ©(n).

11.2. Feladat. Oldjuk meg a 11.1. példdt azzal a vdltoztatdssal, hogy L S1L!

11.3. Feladat. Oldjuk meg a 11.1. példat és a 11.2. feladatot azzal a vdl-
toztatdssal, hogy az L kulcsai 4 bdjtos, eldjel nélkiili egész szamok, r = 256 és
nem dll rendelkezésiinkre a szdmjegyeket kinyerd fiigguény, a C-ben szokdsos
aritmetikai léptetések és a bitenkénti & mduvelet viszont adott!
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11.4. Leszamlal6 rendezés (Counting sort)

Mig a radix sort fentebb ismertetett verzidja (a szamjegyek szerinti szétva-
logatasokkal és az Osszefiizésekkel) lancolt listak rendezésére alkalmazhato
hatékonyan, a leszamlalo rendezés a radix sort ideélis segédrendezése, ha a
rendezend§ adatokat egy tomb tartalmazza.

Emlékeztetiink arra, hogy egy rendezés akkor stabil, ha megtartja az
egvenld kulcsi elemek eredeti sorrendjét. A leszamlalo rendezés stabil, és
miiveletigénye miatt is megfelel§, mint a radix sort segédrendezése.

Az alabbiakban a leszamlalé rendezést egy kicsit dltalanosabban targyal-
juk, mint ahogy azt a szamjegypozicios rendezéshez sziikséges. Ha a radix
sort-hoz hasznaljuk, feltehets, hogy a counting sort ¢ fliggvénye a megfelel
szamjegyet valasztja ki.

A rendezési feladat: Adott az A:T[n] tomb, r € O(n) pozitiv egész,
¢ : T — [0..7) kulesfiiggvény. Rendezziik az A tombot linearis idében stabil
rendezéssel ugy, hogy az eredmény a B:T[n| tombben keletkezzék!

@ounting_sort(A, B:Tn]l;r:N;p:T—][0. T)D
[

C : N[r] // counter array

k:=0tor—1

Clk] := 0 // init the counter array
1:=0ton—1

Clp(Ali])]++ // count the items with the given key
k:=1tor—1
Clk] += Clk — 1] // C[k] := the number of items with key < k
t:=n— 1 downto 0
k= @(Ali]) // k := the key of Ali]
Clk] — — // The next one with key k& must be put before A[i] where
B[C[k]] := Ali] //Let A[i] be the last of the {unprocessed items with key £}

A fenti struktogram elsg ciklusdban kinullazzuk a C' szamlaloé tombot.

A maésodik ciklusban minden lehetséges k kulcsra C[k]-ban megszamoljuk,
hogy hany db k kulcst elem van.

A harmadik ciklusban minden lehetséges k kulcsra osszeadjuk C[k]-ban,
hogy hany < £ kulcst elem van. Mivel < 0 kulest elem ugyanannyi van,
mint 0 kulesa, C[0] értéke nem valtozik. Nagyobb k kulcsokra viszont annyi
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< k kulcstt elem van, amennyi pontosan k kulcsi + k-nal kisebb kulcstu
(vagyis < k—1 kulestt). C[k| uj értékét tehat ugy kaphatjuk meg, ha C[k]
régi értékéhez hozzdadjuk Clk—1] 0 értékét.

A negyedik ciklusban a bemeneti tombon visszafelé haladva minden ele-
met az eredmény témbbe a helyére tesziink, vagyis tetszGleges k kulcsra elG-
szOr az utolsod k kulcst elemet dolgozzuk fel, és betessziik az utolso helyre,
ahova k kulcst elem keriilhet, pontosan az eredmény témb Clk]-adik, vagy-
is a C[k]—1 indexi elemébe. C[k] mutatja meg ugyanis, hogy hany darab
legfeljebb k kulcst elem van a bemeneten. Ehhez elgszor a C[k]-t eggyel
csokkentjiik, az aktudlis elemet B[C[k]]-ba masoljuk. Igy a forditott bejaras
szerint kovetkezd k kulcst elem kozvetleniil a mostani elé fog keriilni stb.
Emiatt tehat tetszéleges k kulcsra a k kulcsi elemek az eredmény tombben
is az eredeti sorrendjiikben maradnak, és a kisebb kulcsii elemek meg is el6zik
a nagyobb kulcstakat, azaz stabil rendezést kapunk.

A miiveletigény nyilvan ©(n + r). Feltételezve, hogy r € O(n), O(n+r) =
©(n), azaz T'(n) € O(n).

A leszamlal6 rendezés szemléltetése: Feltessziik, hogy kétjegyii, négyes
szamrendszerbeli szamokat kell rendezni a jobb oldali szadmjegyiik, mint kulcs
szerint, azaz a ¢ kulcsfiiggvény a jobb oldali szamjegyet valasztja ki.

O 123 |4]5
A:102(32(30|13]10 |12

A bemenet:

A C:N[4] szamlalo tomb alakulésa [ahol az elsG oszlopban — a struktogram
els6 ciklusanak megfelelen — kinulldzzuk a C' szamlalé tombét; a kovetkezd
hat oszlopban — a struktogram maésodik ciklusanak megfelelGen — minden le-
hetséges k kulcsra (itt szamjegyre) megszamoljuk, hogy hany k kulcsi elem
van; a » jelzést oszlopban — a struktogram harmadik ciklusanak megfele-
16en — minden lehetséges k kulcsra (itt szamjegyre) osszeadjuk, hogy hany
< k kulcst elem van; az utols6é hat oszlopban pedig — a struktogram negye-
dik ciklusanak megfelelGen — a bemeneti tombon visszafelé haladva minden
elemet a helyére tesziink, ahogy azt fentebb részleteztiik|:

C|102]32|30]13|10]12
1 2

12 110 | 13 | 30 | 32 | 02
1 0

W~ o
olo|olo
cncnwwm
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0Oy 1 123|415
B:|130]10]02]32]12 |13

A kimenet :

Most pedig feltessziik, hogy az el6z6 leszamlalo rendezés eredményeként ado-
dott kétjegyi, négyes szamrendszerbeli szamok sorozatat kell rendezni a bal
oldali szamjegyiik, mint kulcs szerint, azaz a ¢ kulesfiiggvény a bal oldali
szamjegyet valasztja ki.

Oy 1 1213|4135
B:|30(10]02]32|12 |13

A bemenet:

A C:N[4] szamlalo tomb alakuléasa:

Cl30[10]02]32]12]13]3 [13|12]3202] 1030
0] 0 1 1 0
110 i 5131432 1
510 1
510 [ 1 5 6 5 1
. 012|345
A kimenet : — 5507079573 30 | 32

Mivel az els6 leszamlalé rendezés a bemenetet a jobb oldali szamjegyek sze-
rint rendezte, és a masodik leszamlalo rendezés az els6 eredményét rendezte
tovabb a bal oldali szamjegyek szerint stabil rendezéssel, a végeredményben
az azonos bal-szamjegyt szamok a jobb-szdmjegyiik szerint rendezve marad-
tak, és igy a végeredményben a szdmok mar mindkét szdmjegyiik szerint
rendezettek.

Ezért tehat a fent szemléltetett két counting sort egy radix rendezés 1. és
2. menetét adja, és mivel a szamainknak most csak két szamjegyiik van, egy
teljes radix rendezést hajtottunk végre.

11.5. Radix rendezés (Radix-Sort) tombdkre ([4] 8.3)

A rendezendd A tomb kulcsai r alapt szamrendszerben felirt, d-jegyd nem-
negativ egész szamok. A jobbrol els§ szamjegy helyiértéke a legkisebb, mig
a d-ediké a legmagasabb.??

22 Altalanositva, a kulcs felbonthato d kules direkt szorzatara, ahol a jobbrol elss legke-
vésbé szignifikdans, mig a d-edik a leglényegesebb. PI. ha a kulcs datum, akkor elGszor a
napok, majd a hénapok és végiil az évek szerint alkalmazunk stabil rendezést. Ez azért
jo, mert — a stabilitds miatt — amikor a hénapok szerint rendeziink, az azonos hénapba
es6 elemek a napok szerint rendezettek maradnak, és amikor az évek szerint rendeziink,
az azonos évbe es elemek hénapok és ezen beliil napok szerint szintén sorban maradnak.
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@adix_sort( A : dDigit Number[n] ; d : N D
I
1:=1tod
Rendezziik az A tombét az elemek kulcsainak
jobbrdl i-edik szamjegye szerint stabil rendezéssel

Ha a stabil rendezés a leszamlalo rendezés, akkor a miiveletigény ©(d(n+r)),
mivel a teljes rendezés d leszamlalé rendezésbdl all.  Feltételezve, hogy d
konstans és r € O(n), O(d(n + 1)) = ©(n), azaz T'(n) € ©(n).

Ha pl. a kulcsok négy bajtos nemnegativ egészek, valaszthatjuk szamje-
gyeknek a szamok bajtjait, igy d = 4 és r = 256, mindketts n-t6l fiiggetlen
konstans, tehat a feltételek teljestilnek, és a rendezés linearis idében lefut. Az
1-edik szdmjegy, azaz bajt kinyerése egyszert és hatékony. Ha key a kulcs,
akkor pl. C+-+-ban

(key >> (8 (i — 1)))&255

az i-edik szamjegye®. Ld. még [4] 8.3-ban, hogy n rendezendd adat, b bites
termeészetes szam kulcsok és m bites ,szamjegyek” (r = 2™) esetén, a radix
rendezésben, b és n fiiggvényében, hogyan érdemes m-et megvalasztani!

11.4. Feladat. Részletezziik a radix-sort fenti, absztrakt programjdt gy,
hogy a stabil rendezéshez leszamldlo rendezést haszndlunk, és a ,szamjegyek”
a teljes b bites kulecs m bites szakaszai! Vegyik figyelembe, hogy ettdl a count-
ing sort paraméterezése is valtozik, és hogy érdemes felvdltva hol az eredeti
A[0..n) tombbdl a B[0..n) segédtombbe, hol a B[0..n)-bél az A[0..n)-be

végezni a leszamldlo rendezést!

11.6. Egyszeri edényrendezés (bucket sort)

Feltessziik, hogy a rendezendd elemek kulcsai a [0; 1) valés intervallum elemei.
(Ha a kulcs egész vagy valos szam tipust, vagy azza konvertalhato, tovabba
tudunk a kulcsok szamértékeire also és fels6 hatart mondani, akkor a kulcsok
szamértékei nyilvin normalhatok a [0;1) valés intervallumra. Ha ugyanis
a < b valos szamok, és a k kulesra k € [a;b), akkor 2=2 € [0;1).)

Az alabbi algoritmus akkor lesz hatékony, ha az input kulcsai a [0;1)
valos intervallumon egyenletesen oszlanak el. (Az L [absztrakt] listat (mas
néven véges sorozatot) — mint mindig — most is monoton névekvéen rendez-
ziik. Az edények [buckets] rendezésére valamilyen korabbrol ismert rendezést

hasznéalunk.)

23A fenti C++-os képlet tovibb egyszertisddik, ha a programban i helyett az eltolas
meértékét tartjuk nyilvan (ez persze egyenls 8 x (i — 1)-gyel).

126



@)ucket_sort( L : list D
[
n := the length of L

B : list|n| // Create the buckets B[0..n)]
j:=0to (n—1)
Let B[j] be empty list
L#09
Remove the first element of list L
Insert this element according to its key k into list B[|n  k|]

j:=0to (n—1)
Sort list B[j] nondecreasingly
Append lists B[0], B[1], ..., Bln — 1] in order into list L

Nyilvan mT'(n) € ©(n), és a fenti egyenletes eloszlast feltételezve AT'(n) €
O(n) is teljesill. MT(n) pedig attél fiigg, hogy a B[j] listakat milyen mod-
szerrel rendezziik. Pl. egyszer(i besztiro rendezést hasznalva M T (n) € O(n?),
Osszefésiils rendezéssel viszont MT(n) € O(nlogn).

11.5. Feladat. Részletezze az elemi utasitdasok szintjéig a fenti kodot, felté-
ve, hogy a listak eqyszerd lancolt listdk (S1L)! Vegyiik észre, hogy az edénybe
(bucket) vald beszirdsndl — ha nem térekszink a rendezés stabilitisdra — az

edényt reprezentdld S1L elejére érdemes a listaelemet beszirni. (Az edények
rendezését nem kell részletezni.)

11.6. Feladat. Tegye a 11.5. feladatot megoldo rendezést stabilld,
MT(n) € ©(nlogn); mT(n), AT (n) € ©(n) miveletigénnyel!
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12. Hasit6 tablak (hash tables)

A mindennapi programozasi gyakorlatban sokszor van sziikségiink tn. szota-
rakra (dictionaries), amelyek miiveletei: (1) adat beszirasa a szotarba, (2)
kules alapjan a szotarban a hozza tartozo adat megkeresése, (3) a szotarbol
adott kulcst, vagy egy korabbi keresés altal lokalizalt adat eltavolitésa.

Az AVL fak, B+ fak (1d. a kévetkezd félévben) és egyéb kiegyensilyozott
keres6fak mellett a szotédrakat gyakran hasito tabldkkal valositjak meg, fel-
téve, hogy a mitveleteknek nem a maximalis, hanem az atlagos futési idejét
szeretnék minimalizalni. (A kiegyensilyozott keres6fak esetében ti. elsGsor-
ban a maximalis miiveletigényt optimalizaljuk: beszuras, keresés és torlés
esetén is elvart az O(logn) maximalis miveletigény.) Hasité tablat hasznal-
va ugyanis a fenti mtveletekre elérhetd az ideélis, ©(1) atlagos futasi id6
azon az aron, hogy a maximalis miveletigény altalaban ©(n).

JelOlések:

m : a hasit6 tdbla mérete

T[0..m) : a hasité tabla

T[0],T[1],...,T[m—1] : a hasito tabla rései (slot-jai)

© : dires rés a hasito tablaban (direkt cimzésnél és a kulcsiitkozések lanco-
lassal valo feloldasa esetén)

E : iires rés (empty slot) kulcsa a hasité tablaban (nyilt cimzésnél)
D : torolt rés (deleted slot) kulesa a hasité tablaban (nyilt cimzésnél)
n : a hasito tablaban tarolt adatok szama

a =n/m : a hasito tabla kitoltottségi aranya (load factor)

U : a kulcsok univerzuma; k, k' k; € U

h:U —0..(m—1) : hasito fiiggvény (hash function)

Feltessziik, hogy a hasité tabla nem tartalmazhat két vagy tobb azonos kulcsii
elemet, és hogy h(k), ©(1) idében szamolhato.

12.1. Direkt cimzés (direct-address tables)

Feltessziik, hogy U = [0..m), ahol m > n, de m nem tul nagy.

A T : Dx[m] hasité tabla rései pointerek, amik D tipust adatrekordokra
mutatnak. A rekordoknak van egy k : U kulcsmez§jiik és jarulékos mezgik.
A hasité tablat © pointerekkel inicializaljuk.

D
+ k:U // kis the key
+ ... // satellite data
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iit( 7:D*[m] )

I YK - e Tk
P (find( 7:D q ; k:U ):D¥)

T[] =0 return 7'[k] ‘
Gnsert( T:D*[] ; p:D* )I@ Gemove( T:D*[] ; k:U ):Dﬂ
I I
Tlp— k=0 p = TIk]
Tlp—kl:=p Tk]:=0
return false
return true return p

Nyilvan Tinie(m) € ©(m). A masik harom mivelet futasi ideje pedig ©(1).

12.2. Hasit6 tablak (hash tables)

Hasitd fiigguény (hash function): Ha |U| >> n, a direkt cimzés nem alkal-
mazhato, vagy nem gazdasigos, ezért h : U — 0..(m—1) hasito fiiggvényt
alkalmazunk, ahol tipikusan |U| >> m (a kulcsok U ,univerzumanak” elem-
szama sokkal nagyobb, mint a hasit6 tabla m mérete). A k kulcst adatot a
T[0..m) hasito tabla T'[h(k)] résében taroljuk (probéaljuk tarolni).

Feltessziik, hogy a hasito tablaban minden rekord kulcsa egyedi, azaz két
tetszbleges rekord kulcsa kiilonbo6zé.

A h:U — [0..m) fliggvény egyszeri egyenletes hasitds (simple uniform
hashing), ha a kulcsokat a rések kozott egyenletesen szorja szét, azaz hozzave-
t6leg ugyanannyi kulcsot képez le az m rés mindegyikére. Tetszbleges hasito
fiiggvénnyel kapcsolatos elvaras, hogy egyszert egyenletes hasitas legyen.

Kulesiitkozések (key collisions): Ha két adat ki # ko kulesara h(ki) = h(ks),
kulesiitkozésrsl beszéliink. Mivel |U| >> m, kulcsiitkzés szinte biztosan
eléfordul, ezért kezelni kell.

Ha példaul a kulcsok egész szamok, és h(k) = k mod m, akkor pontosan
azok a kulcsok képezédnek le az s-edik résre, amelyekre s = k mod m.

12.3. Kulcsutkozések feloldasa lancolassal
(collision resolution by chaining)

Feltessziik, hogy a hasito tabla rései egyszerii lancolt listakat (S11.) azonosita-
nak, azaz T:E1*[m], ahol a listaelemekben a szokéasos key és a next mez6kon
kiviil altalaban jarulékos mezdk (satellite data) is vannak. Ha a hasito fligg-
vény két vagy tobb elem kulcsait a hasité tablanak ugyanarra a résére képzi
le, akkor ezeket az elemeket az ehhez a réshez tartozo listaban taroljuk.
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E1

+key : U
... // satellite data may come here
+next : E1*

+E1() { next :=0 }

(init( 7:E1%[m)] ))

1 T[] . L K
=0 to el (search( T:E1 I[] kiU ):E1¥)

T[] =0 return searchS1L(T'[h(k)] k) ‘

@nsert( T:E1*] ; p:E1* ):IB%)
[
k:=p— key;s:=h(k)

searchS1L(T'[s], k) = ©

(searchSIL( ¢:BE1* ; k:U ):E1¥)
[

p — next := Ts] q#ONqg— key #k
T[s]:==p return false q = q — next
return true return q

Gemove( T:E1*[] ; k:U ):El@
1
s:=h(k);p:=0;q:=Tls]

q#ONqg— key #k
pi=4q;q:=q— next
q7# QO
p=0
T[s] := q — next| p— next = q — next SKIP
q — next =0

return q

Nyilvan Tinie(m) € ©(m). A masik harom miiveletre pedig m7 € O(1),
MT(n) € ©(n), AT(n,m) € ©(1+ ).

AT(n,m) € ©(1 4 ) feltétele, hogy a h: U — 0..(m—1) fiiggvény egy-
szert egyenletes hasitds legyen, és még az indokolja, hogy a résekhez tartozo
listak atlagos hossza = - = a.

Altalaban feltessziik még, hogy € O(1). Ebben az esetben nyilvan
AT (n,m) € ©(1) is teljesiil.
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12.4. J6 hasito fiiggvények (good hash functions)

Oszt6 modszer (division method): Ha a kulcsok egész szamok, gyakran
valasztjak a
h(k) = k mod m

hasito fliggvényt, ami gyorsan és egyszertien szamolhato, és ha m olyan prim,
amely nincs kozel a kett6 hatvanyokhoz, dltalaban egyenletesen szorja szét a
kulcsokat a 0..(m—1) intervallumon.

Ha pl. a kulcsiitkézést lancolassal szeretnénk feloldani, és kb. 2000 rekor-
dot szeretnénk tarolni o /= 3 kitoltottségi ardnnyal, akkor a 701 jo valasztas:
A 701 ui. olyan primszam, ami kozel esik a 2000/3-hoz, de a szomszédos
kettd hatvanyoktol, az 512-t6l és az 1024-t61 is elég tavol van.

Kulcsok a [0;1) intervallumon (egyszerii szorz6 modszer):
Ha a kulcsok egyenletesen oszlanak el, a

h(k) = |k xm|
fiiggvény is kielégiti az egyszert, egyenletes hasitas feltételét.

Szorz6 mdédszer (multiplication method): Ha a kulcsok valés szamok,
tetszéleges 0 < A < 1 konstanssal alkalmazhat6 a

h(k) = [{k* A} xm]

hasito fiiggvény. ({x} az x tortrésze.) Nem minden lehetséges konstanssal
szor egyforman jol. Knuth az A = @ ~ 0,618 valasztast javasolja, mint
ami a kulcsokat valoszintleg szépen egyenletesen fogja elosztani a rések ko-
zOtt. Az oszt6 modszerrel szemben elénye, hogy nem érzékeny a hasito tabla
meéretére.

ElGjel nélkiili egész kulcsok esetén, ha a tablaméretet ketté hatvanynak
valasztjuk, kikeriilhets a viszonylag lassi, valés aritmetika. Tegyiik fel, hogy
a kulcsok w biten abréazolt természetes szamok. Ekkor 0 < k < 2% — 1.
Abréazoljuk szintén w biten az s = |A % 2*| konstanst. Tegyiik fel, hogy a
tablaméret m = 2P. Legyen ¢ = 2¥ — 1 és r = w — p. Ekkor a fenti szorzo
modszert jol kozelithetjiik az alabbi hasité fliggvény definicidval, feltéve, hogy
dupla szavas, elGjel nélkiili egész aritmetikat hasznalunk. (& a bitenkénti ,és”
miivelet, és >> jeldli a bitléptetést jobbra.)

h(k) = ((s x k)&q) >>r

Mindharom modszer feltételezi, hogy a kulcsok szamok. Ha pl. sztringek,
a karaktereket tekinthetjiik megfeleld szdmrendszerbeli elGjel nélkiili egész
szamok szamjegyeinek, és igy a sztringeket konnyen értelmezhetjiik gy, mint
nagy, természetes szamokat.
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12.5. Nyilt cimzés (open addressing)

Feltessziik, hogy az adatrekordok kozvetleniil a résekben vannak; a 7' : R[m)]
hasité tabla R tipusa rekordjainak van egy k : U U {E, D} kulcsmezgjiik és
jarulékos mezgik, ahol E és D extremadlis konstansok (E, D ¢ U), sorban az
tires (Empty) és a torolt (Deleted) rések (slots) jelolésére.

R
+ k:UU{E,D} // kis a key or it is Empty or Deleted
+ ... // satellite data

init( 7:R[m] )
1:=0tom—1
Tlil.k:=FE

Jelolések a nyilt cimzéshez:

h:Ux0..(m—1) — 0..(m—1) : probafiiggvény (probing function)
(h(k,0),h(k,1),..., h(k,m—1)) : potencidlis probasorozat (potential probing
sequence)

Feltessziik, hogy a hasito tablaban nincsenek duplikalt (double) kulcsok??.

Az iires (empty) és a torolt (deleted) réseket (slots) egyiitt szabad (free)
réseknek nevezziik. (A tobbi rés foglalt (occupied).) Egyetlen hasito fiiggvény
helyett most m darab hasito fliggvényilink van:

h(-,i): U —0..(m—1) (1€0..(m—1))

12.5.1. Nyilt cimzés: besziiras és keresés, ha nincs torlés

Ha a hasito tablabol nem akarunk torélni (ahogy ez sok alkalmazéasban igy
is van), a beszuras is egyszertbb.

A k kulest r adat beszarasanal példaul eldszor a h(k, 0) réssel probéalkozunk.
Ha ez foglalt és a kulcsa nem k, folytatjuk a h(k,1)-gyel sth., mignem {ires
rést taldlunk, vagy k kulcsa foglalt rést talalunk, vagy kimeritjiik az Gsszes

M Tetszoleges adattaroloban egy kules duplikalt, ha az adattaroloban (itt a hasito tab-
laban) legalabb kétszer fordul eld.
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lehetséges probat, azaz a (h(k,0),h(k,1),..., h(k,m—1)) potencidlis proba-
sorozatot. Ha iires rést taldlunk, ebbe tessziik az adatot, kiilonben sikertelen
a beszuras.

A (h(k,0),h(k,1),...,h(k,m—1)) sorozatot azért nevezziik potencidlis prd-
basorozatnak, mert a beszuras, keresés vagy torlés soran ennek ténylegesen
csak egy prefixét allitjuk el6. A potencidlis probasorozatnak azt a prefi-
xét, amit egy besziras, keresés (vagy torlés) esetén ténylegesen elGallitunk,
aktudlis probasorozatnak (actual probing sequence) nevezziik. A potencialis
probasorozattal szemben megkoveteljiik, hogy a (0,1,...,(m—1)) egy per-
mutéacioja (permutation) legyen, azaz, hogy az egész hasito tablat lefedje (és
igy ne hivatkozzon kétszer vagy tobbszor ugyanarra a résre). Ha a beszuras
a h(k,i — 1) probanal all meg, akkor (és csak akkor) a besziras (azaz az
aktualis probasorozat) hossza i.

A k kulest adat keresésénél is a fenti potencialis probasorozatot kovetjiik,
és akkor allunk meg, ha megtaldltuk a keresett kulcst foglalt rést (sikeres
keresés), illetve ha iires rést talalunk vagy kimeritjiik a potencialis probaso-
rozatot (sikertelen keresés). Ha a keresés a h(k,7—1) probanal all meg, akkor
(és csak akkor) a keresés (azaz az aktualis probasorozat) hossza i.

Idealis esetben egy tetszéleges potencialis probasorozat a (0, 1,. .., (m—1)) so-
kor egyenletes hasitdsrol (uniform hashing) beszéliink.

Amennyiben a tablaban nincsenek tordlt rések — egyenletes hasitast és a
hasito tabla 0 < o < 1 kitoltottsegeét feltételezve —, egy sikertelen keresés (un-
successful search) illetve egy sikeres besziras (successful insertion) varhato

hossza legfeljebb
1

1l —«o

mig egy sikeres keresés (successful search) illetve sikertelen besziras (unsucc-
essful insertion) varhato hossza legfeljebb

1 1
—In
a 11—«

Ez azt jelenti, hogy egyenletes hasitast feltételezve, pl. 50%-os kitoltottség
mellett egy sikertelen keresés (illetve egy sikeres besziirds) varhato hossza
legfeljebb 2, mig egy sikeres keresésé (illetve egy sikertelen beszirasé) kisebb,
mint 1,387; 90%-os kitoltottség mellett pedig egy sikertelen keresés (illetve
egy sikeres beszuras) varhato hossza legfeljebb 10, mig egy sikeres keresésé
(illetve egy sikertelen beszirasé) kisebb, mint 2,559 [4].
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12.5.2. Nyilt cimzési hasitétabla miiveletei, ha van torlés is

A to6rlés egy sikeres keresést kovetGen a megtalalt ¢ rés kulcsanak torolt-re
(D) allitasabol all. Ttt az dres-re (F) allitas helytelen lenne, mert ha példaul
feltessziik, hogy a k kulcst adatot kulcsiitkozés miatt a T[h(k,1)] helyre
tettitk, majd toroltiik a h(k,0) helyen levs adatot (azaz a T'[h(k,0)] rést
tiresre allitottuk), akkor egy ezt kovets keresés nem talalna meg a k kulcsa
adatot.

A keresésnél tehat atlépjiik a torolt réseket is, és csak akkor allunk meg,

- ha megtalaltuk a keresett kulcsi elemet (sikeres keresés),

- ha iires rést talalunk vagy kimeritjiik a potencialis probasorozatot (sikerte-
len keresés).

A beszirasnal is egy teljes keresést végziink el, most a besztirand6 adat
kulcséra, de ha kozben talalunk torolt rést, az elsé ilyent megjegyezziik.

- Ha a keresés sikeres, akkor a besziras sikertelen (hiszen duplikalt kulcsot
nem engediink meg).

- Ha a keresés sikertelen, és talaltunk kézben torolt rést, akkor a beszirando
adatot az els6ként talalt torolt résbe tessziik (hogy a jovibeli keresések hossza
a lehetd legkisebb legyen).

- Ha a keresés sikertelen, de nem talal tordlt rést, viszont iires résen all meg,
akkor a beszirand6 adatot ebbe az {ires résbe tessziik.

- Ha a keresés sikertelen, de nem talal sem torolt, sem tires rést, és igy azért all
meg, mert a potencidlis probasorozatot kimeriti, akkor a besziras sikertelen
(mert a hasitotabla tele van).

Ha elég sokaig hasznalunk egy nyilt cimzésid hasito tablat, elszaporodhatnak
a torolt rések, és elfogyhatnak az iires rések, holott a tabla esetleg kozel
sincs tele. Ez azt jelenti, hogy pl. a sikertelen keresések az egész tablat
végig fogjak nézni. Ez ellen a tabla idénkénti frissitésével védekezhetiink,
amikor megsziintetjiik a torolt réseket. (A legegyszeriibb megoldas kimasolja
az adatokat egy temporalis teriiletre, iiresre inicializalja a tablat, majd a
kimentett adatokat egyesével tijra beszirja.)

12.5.3. Lineéris préba (Linear probing)

Ebben és a kovetkezd két alfejezetben attekintiink harom stratégiat a

(h(k,0),h(k,1),..., h(k,m—1)) probasorozat (sziikséges kezddszeletének) els-
allitasara. Mindegyiknél lesz egy elsGdleges hy : U — 0..(m—1) hasitofiigg-
vény, aminek az értéke egyben az elsg proba indexét, h(k,0)-t adja. Ebbdl
kiindulva lépkediink a réseken tovabb, ha ez sziikséges. Elvaras, hogy hy
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egyszerii egyenletes hasitas legyen. Mindharom stratégianal feltessziik, hogy
a kulcsok természetes szamok (igy lehet pl. D = —1 és E = —2).
A probak koziil a legegyszertibb, a linearis proba definicija a kovetkezd.

h(k,i) = (hi(k) + i) mod m (1€0..(m-1))

Konnytd implementalni, de 0sszesen csak m db kiilonb6z6 potencialis proba-
sorozat van, az egyenletes hasitashoz sziikséges m! db prébasorozathoz ké-
pest, hiszen ha két kulcsra h(k;,0) = h(ks,0), akkor az egész probasorozatuk
megegyezik. Ez a mdsodlagos csomdsodds (secondary clustering).

Ezenkiviil, a kiilonb6z6 probasorozatok dsszekapcsolodasaval foglalt rések
hosszi, 6sszefiiggs sorozatai alakulhatnak ki, megnovelve a varhatd keresési
idot. Ezt a jelenséget elsddleges csomdsoddsnak (primary clustering) nevez-
ziik. Minél hosszabb egy ilyen ,csom6”, annal valoszintibb, hogy a kévetkezd
besziraskor a hossza tovabb fog novekedni. Ha pl. két szabad rés kozott
(ciklikusan értve) i db foglalt rés van, akkor legalabb (i + 2)/m a valoszin-
sége, hogy a kivetkezs sikeres beszuraskor ez a csomé még hosszabb lesz, és
az is lehet, hogy kozben osszekapcsolodik egy masik csomoval.

Meg kell itt jegyezniink, hogy megfontolasaink a standard memoriamo-
dellre vonatkoznak. Hierachikus modell esetén az elsGdleges csomdsodést
elényiinkre is fordithatjuk. (Ld. [4] Fourth Edititon, 2022.)

12.5.4. Négyzetes proba (Quadratic probing)*
h(k,i) = (hi(k) + c1i + c2i®) mod m (1€0..m—1)

ahol ¢1,co € R; o # 0. A kiilonb6z6 probasorozatok nem kapcsolodnak Gssze,
de itt is csak m db kiilonb6z§ probasorozat van. A mdsodlagos csomdsodds
tehat itt is megjelenik.

A négyzetes proba konstansainak megvalasztasa Annak érdekében,
hogy a probasorozat az egész tablat lefedje, a ¢, co konstansokat koriiltekin-
tGen kell megvalasztani. Ha példaul a tabla m mérete ketté hatvany, akkor
c1 = ca = 1/2 j6 véalasztas. Raadasul ilyenkor

h(k,i) = (hl(k)+i+i2) mod m (1€0..m—1)
Ezért
(h(k,i) — h(k,i—1)) mod m — (”; _ (7;—1>+2(z—1) ) mod m =

i mod m (iel..(m-1))

135



azaz

h(k,i) = (h(k,i—1) + i) modm  (i€1l..(m—1))

12.1. Feladat. Készitsiik el a fenti rekurziv képlet segitségével a négyzetes
proba (c1 = co = 1/2) esetére a beszirds, a keresés és a torlés struktogramgjait!

12.5.5. Kett6s hasitas (Double hashing)
h(k,i) = (h1(k) + iho(k)) mod m (i€0..(m—1))

ahol hy : U — 0..(m—1) és hy : U — 1..(m—1) hasité fiiggvények. A
potencidlis probasorozat pontosan akkor fedi le az egész hasito tablat, ha
ho(k) és m relativ primek. Ezt a legegyszertibb tugy biztositani, ha a m kett6
hatvany és hy(k) minden lehetséges kulcsra paratlan szam, vagy m primszam.
Példaul ha m primszam (ami lehetSleg ne essen ketté hatvany kozelébe) és
m’ kicsit kisebb (mondjuk m’ = m — 1 vagy m’ = m — 2) akkor

hi(k) = k mod m

ha(k) =1+ (k mod m')

egy lehetséges vilasztas.

A ketts hasitasnal minden kiilonbo6zd (hy(k), he(k)) paroshoz kiilonb6zd
potencidlis probasorozat tartozik. Ezért, ha m primszam vagy ketté hatvany,
©(m?) kiilénboz6 potencialis probasorozat lehetséges: Ha m primszam, akkor
m * m'; ha m kett6 hatvany, akkor %2 Példaul, ha m = 1609 és m’ = 1607
(ikerprimek), akkor 2 585 663 kiilonb6z6 potenciélis probasorozatunk van,
szemben a lineéris és a négyzetes proba esetén adott 1609-cel.

Altalanos m értékekre viszont nem egyszert biztositani, hogy m-hez ké-
pest ho(k) minden lehetséges kulcsra relativ prim legyen, tovabbé az ilyen
ho(k) értékek viszonylag ritkan helyezkedhetnek el az 1.. (m—1) intervallum-
ban, mert az m osztoéinak a tébbszorosei kiesnek.

Ezért m-et pimszamnak vagy kett6 hatvanynak szokték valasztani. Ezek-
ben az esetekben a kettés hasitasra nem jelemzd sem az elsGdleges, sem a
mésodlagos csomoésodas. Tovabba, bar a kettds hasitas potencialis probaso-
rozatainak szama (ezekben az esetekben is) messze van az egyenletes hasitas
m! szamu potencialis probasorozatatol, ugy tinik, hogy a teljesitménye (az
aktualis probasorozatok hossza), ezekben az esetekben jol kozeliti az egyen-
letes hasitasra kapott elméleti eredményeket. [4]

12.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kettds hasitds potencidlis probasoroza-
ta pontosan akkor fedi le az egész hasito tablat, ha he(k) és m relativ primek.
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A kettds hasitas miiveleteinek szemléltetése: Mivel

h(k,i) = (hi(k) 4 iha(k)) mod m (i € 0..(m—1)), azért h(k,0) = hi(k) és
h(k,i4+ 1) = (h(k,7) + d) mod m, ahol d = hy(k). Az els6 proba helyének
(h1(k)) meghatarozasa utan tehat mindig d-vel lépiink tovabb, ciklikusan.

Legyen most m =11 hi(k) = k mod 11 ha(k) = 14(k mod 10).

Az alabbi tablazat 1. ,op” (miivelet) oszlopaban, minden miiveletnél a ka-
rakter a mivelet kodja, azaz 1=insert, s=search, d=delete; kdzvetleniil utana
jon keresett, vagy torlends adat kulcsa (ami értelemszertien sosem E vagy
D). A tablazatban nem foglalkozunk a jarulékos adatokkal, csak a kulcso-
kat jeloljiik. A 2. oszlopban talaljuk a probasorozatot, aminek els6 tagja
az elsédleges hasito fiiggvény érteke, azaz h(k,0) = hi(k). A 3. oszlopban
kovetkezik a d = ho(k) 1épéskoz, de csak akkor, ha ezt sziikséges kiszamolni,
azaz az aktuélis probasorozat hossza > 2. A 4. oszlopban jon a miivelet
sikerességének jelzése, ahol .+ = sikeres” és ,,— = sikertelen”.

Ha egy beszuras kozben t6rolt rést taldlunk, ne felejtsiik el, hogy a besz-
ras algoritmusa megjegyzi az els6 torolt rést, amit talal, ha talal ilyet még a
keresés befejezése el6tt, és ekkor, sikertelen keresés esetén a sikeres besziras
a kulcsot ide teszi. (Ld. a 12.5.2. alfejezetet!) Ezt a torolt rést a tablazatban
a probasorozatnal alahizassal jeloljiik. (Az alabbi példaban 1d. alulrdl a 2.
és a 4. sort!) A tablazat kovetkez6 11 oszlopaban az iires réseket egyszeriien
iiresen hagytuk. Mindegyik foglalt résbe beirtuk a megfelel6 kulcsot, mig a
torolt réseket D betiivel jeloltiik.

op probes hyo| s |0]1]2 4 5 6 | 7 10
init +

i32 10 + 32
i40 7 + 40 32
i37 4 + 37 40 32
ilb 4;10; 5 6 | + 37| 15 40 32
i70 4:5; 6 1|+ 371 15 | 70 | 40 32
s15 4; 10; 5 6 | + 37| 15 | 70 | 40 32
s104 | 5;10;4;9 | 5 | — 37 15 | 70 | 40 32
d15 ; 10; 5 6 | + 37| D | 70| 40 32
s70 4:5; 6 1|+ 37| D | 70| 40 32
i70 4; 5; 6 1] - 37| D | 70| 40 32
d37 4 + D| D |70] 40 32
i104 | 5;10;4;,9 | 5 | + D | 104 | 70 | 40 32
s15 [ 4;10; 5,0 6 | — D | 104 | 70 | 40 32

12.3. Példa. A kettSs hasitas programozasa: Irja meg beszirds, a ke-
resés s a torlés struktogramjait, ahol x a beszirando adat, k o keresett kulcs,
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lletve a torlendd adatl kulcsa.

A hasito tdbla a T[0..m), azaz hagyomdnyosan (célszerden) nulldtdl in-
dexeljiik, és m a mérete.

Sikeres keresésnél a keresett kulcsi adat pozicidjdat adjuk vissza. A siker-
telen keresést a ,,—17 visszaaddsdval jelezziik.

Sikeres besziurdsndl a beszirds poziciojdat adjuk vissza. Sikertelen beszi-
rasndl két eset van. Ha nincs elég hely a tdblaban, azt a ,—(m + 1)” vissza-
addsdval jelezziik. Ha a j indextd résben megtaldljuk a tdblaban a beszirando
adat kulcsdt, azt a ,—(j + 1)” visszaaddsdval jelezziik.

Vegyiik észre, hogy a nyilt cimzésd hasito tabla tresre inicializdldsdnak
és az adott kulcsi foglalt rés torlésének struktogramja nem fiigg attol, hogy a
beszirdst és a keresést milyen stratégidval hajtjuk végre. Sikeres torlésnél a
torolt adat pozicidjdt adjuk vissza. A sikertelen torlést a ,,—1” visszaaddsdval
jelezziik.

Megoldas:

Gnsert( T:R[Im] ; o:R )Z)

k:=uaz.k;d:= hy(k)
ji=hi(k);i:=0
i<mAT[j.k¢{E, D}
Tljl.k =k
retarn ] i @earch(T:R[lm] s kU )Z)
U+ | j:=(+d) modm i:=0;7:=hi(k)
1<m b:=true ; d := hy(k)
ide :=j return —(m + 1) b
i<mAT[jlk#E Tk =k
Tljl.k=k return j SKIP
return 1+ + i+ +
~U+D| j:=(+d modm b:=(T[j].k # ENi<m)
Tlide] == x j = (j +d) modm
return ide return —1
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@elete( T:R[| ; k:U )Z)

j = search(T, k)

J=0

Tljlk =D

SKIP

return j
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