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Az aldbbiakban Dr. Carl Burch B+-trees cimii Internetes tananyagénak kissé bdvitett forditasat adjuk.
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1. Mi a B+ fa?

Az adathalmazokon a legtobb keresés és modositas gyorsabban, hatékonyabban hajthatd végre, ha a
tipusértékeket rendezve taroljuk. Nem praktikus azonban a rekordokat szekvencidlisan elhelyezni, mert
igy a legtobb beszuras és torlés kapcsan a tarold jelentds részének Ujrairdsa valna sziikségessé. A
rendezett vagy rendezetlen lancolt listdkon pedig a keresés nem elég hatékony.

Ez arra vezet benniinket, hogy az adatokat keres6fdba rendezve képzeljiik el. Az els6 otletiink az AVL
fak vagy a piros-fekete fak alkalmazasa lehetne, most azonban az adatokat egy véletlen elérésu
hattértaron, pl. egy magneslemezen kivanjuk elhelyezni. A magneslemezek pedig ugy mitkddnek, hogy
egyszerre az adatok egy egész blokkjat, tipikusan 512 byte vagy négy kilobyte mennyiségli adatot
mozgatunk. Egy binaris keres6fa egy csticsa ennek csak egy toredékét haszndlna, ezért olyan strukturat
keresiink, ami jobban kihasznalja a magneslemez blokkjait.

Innét jon a B+ fa, amiben minden csucs legfeljebb d mutatot (4 < d), és legfeljebb d-1 kulcsot tartalmaz,
ahol d a fara jellemz6 allandd, a B+ fa fokszdma. Ugy tekintjiik, hogy a belsé csticsokban mindegyik
referencia két kulcs "kozott" van, azaz egy olyan részfa gydkerére mutat, amiben minden érték a két
kulcs kozott talalhatd (mindegyik csucshoz hozzdképzelve balrdl egy "minusz végtelen", jobbrdl egy
"plusz végtelen" értékii kulcsot).

Ime d=4 fokszamra egy elég kicsi fa:
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Szoveges formaban:

- Egy negyedfoki B+ fa tetszéleges részfijanak szoveges formdja, ha a részfa nem egyetlen
levélcsucsbol all, a kovetkezd sémdk valamelyikére illeszkedik: (71,k1,72), (T1,kl,T2,k2,T3),
(T1,kl1,T2,k2,73,k3,T4), ahol Tj a j-edik részfa, kj pedig a hasité kulcs az j-edik és a (j+1)-edik részfa
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kozott.

- A negyedfoka B+ fak tetszdleges levelének szOoveges formaja a kovetkezd sémak valamelyikére
illeszkedik: (k1,k2), (kl,k2,k3), ahol kj a B+ fa altal reprezentalt halmaz kulcsa.

- A példakban, a részfak kiilonbozo szintjei szerint, haromféle zardjelpart hasznalunk: { }, [ ]¢és ().

A fenti fa szoveges, mas néven zarojeles formaja tehat a kovetkezo:

£1(1,4)6 (9, 10) 11 (11, 12) 113 [ (13, 15) 16 (16, 20, 25)] }

Az adatok a levélszinten vannak. A belsd kulcsok csak hasito kulcsok. Egy adott kulcsii adat keresése
soran ezek alapjan tudhatjuk, melyik 4gon keressiink tovabb. A levélszinten minden kulcshoz tartozik

egy mutatd, ami a megfelelé adatrekordra hivatkozik. (A leveleket a d-edik mutatokkal gyakran listaba
flizik.)

A B+ fak esetében megkoveteljiik, hogy a gyokércstcstol mindegyik levél azonos tavolsagra legyen. Igy
a fenti abran lathatd faban tarolt 11 kulcs barmelyikére rakeresve (amelyek mindegyikét a legalso, a levél
szinten talaljuk: a belsé cstcsok kulcsai csak a tajékozodast szolgaljak), harom cstcsot érintiink (a
gyokércsucsot, egyik kozEépsd szintii csucsot, és az egyik levelet).

A gyakorlatban persze d sokkal nagyobb. Tegyiik fel példaul, hogy egy-egy blokk 4KB, a kulcsaink 4
byte-os egész szamok, ¢s mindegyik mutatdé egy 6 byte-os relativ cim (a fajl kezdéciméhez képest).
Akkor a d értékét ugy valasztjuk, hogy a Ilehetd legnagyobb egész szam legyen, amire
4 (d— 1)+ 6 d<4096. Ezt az egyenlétlenséget d-re megoldva d < 410 adodik, tehdt a d=410 értéket
valasztjuk. Mint lathatjuk, d egészen nagy lehet.

Tetszbleges d-ed foktl B+ fa a kdvetkezd invaridnsokat teljesiti, ahol 4 <d allando:

e Minden levélben legfeljebb d-1 kulcs, és ugyanennyi, a megfeleld (azaz ilyen kulcsu) adatrekordra
hivatkozé mutato talalhato.

e A gyokértél mindegyik levél ugyanolyan tavol taldlhatd. (Mas szavakkal, minden levél azonos
mélységben, a legalsé szinten van.)

e Minden bels6 cstucsban eggyel tobb mutatd van, mint kulcs, ahol d a felsé hatar a mutatok szamara.

e Minden Cs belsd csucsra, ahol k£ a Cs csucsban a kulcsok szama: az elsé gyerekhez tartozo
részfaban minden kulcs kisebb, mint a Cs elsé kulcsa; az utols6 gyerekhez tartoz6 részfaban
minden kulcs nagyobb-egyenld, mint a Cs utolso kulcsa; és az i-edik gyerekhez tartozo6 részfaban
(2 <i<k)1évo tetszOleges r kulcsra Cs.kulcs[i-1] < r < Cs.kules/[i].

e A gyOkércsuicsnak legalabb két gyereke van (kivéve, ha ez a fa egyetlen csticsa, kdvetkezésképpen
az egyetlen levele is).

e Minden, a gyokértdl kiilonbozd belsé csticsnak legaldbb floor(d / 2) gyereke van. (floor(d / 2) =
d/2 also egész-rész.)

e Minden levél legaldbb floor(d / 2) kulcsot tartalmaz (kivéve, ha a fanak egyetlen csucsa van).

e A B+ fa altal reprezentalt adathalmaz minden kulcsa megjelenik valamelyik levélben, balrdl jobbra
szigortan monoton novekvo sorrendben.

A belsO csticsokban talalhatd hasito kulcsok segitségével tetszdleges levélcsuicsbeli kulcsot gyorsan
megtalalhatunk (illetve megtudhatjuk, ha nincs a levelekben), a fenti invariansok alapjan: a csucsokban is
logaritmikusan keresve, és mindig a megfeleld agon tovabbhaladva, O(log n) 1épésben (ahol n a B+ faval
abrazolt adathalmaz mérete). A hasitd kulcsok nem okvetleniil szerepelnek a levelekben. (Mint latni
fogjuk, a torl6 algoritmus ténylegesen is 1étrehoz ilyen fakat.)

Ugyan a fa magassaga O(log n), a gyakorlatban a fa 7 magassaga a log n érték toredéke:
HF: Bizonyitsuk be, hogy a log/d](n/(d-1)) <h <log[floor(d/2)](n/2) egyenldtlenség teljesiil!
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(log[d](n) = az n szdm d alapu logaritmusa.)

Ez azt jelenti, hogy a fenti d=410 értékkel log[410](n/409) <h <log[205](n/2).

PL. ha n=1.000.000.000 (n=egymilliard), akkor 2,4 < h < 3,8, vagyis h=3, azaz a fanak pontosan négy
szintje van. Egy ilyen fanal a fels6 két szintet az adatbdzis megnyitasakor betdltjiik a kézponti tarba. A
levélszintrdl viszont még egyet 1épiink a tényleges adatrekord eléréséhez. Ez azt jelenti, hogy egy-egy
adat eléréséhez Osszesen hdromszor olvasunk a lemezrdl, egymilliard rekordot tartalmazd adatbazis
esetén. Ha pedig a keresett kulcst rekord nincs az adatbazisban, csak kétszer olvasunk a lemezrdl.

Az alabbi példdkban tovabbra is a d=4 értékkel dolgozunk. A fenti invariansok alapjan ez azt jelenti,
hogy minden levél legalabb két kulcsot tartalmaz; minden belsd csucsnak pedig legalabb két gyereke és
legalabb egy hasité kulcsa van.

2. A beszuras algoritmusa

Ha a fa iires, hozzunk létre egy uj levélcsucsot, ami egyben a gyokércsucs is, és a beszirandd
kulcs/mutatd par a tartalma! Kiilonben keressiik meg a kulcsnak megfelel6 levelet! Ha a levélben mar
szerepel a kulcs, a beszuras sikertelen. Kiilonben menjiink az 1. pontra!

1. Ha a csucsban van iires hely, szarjuk be a megfeleld kulcs/mutatd part kulcs szerint rendezetten
ebbe a cstcsbal

2. Ha a cslics mar tele van, vagjuk szét két csuccesa, és osszuk el a d darab kulcsot egyenlden a két
csucs kozott! Ha a csucs egy levél, vegyiik a mésodik cstcs legkisebb értékének masolatat, és
ismételjiilk meg ezt a beszurd algoritmust, hogy beszurjuk azt a sziild csticsba! Ha a cstics nem
levél, vegyiik ki a kozépsd értéket a kulcsok elosztasa soran, €s ismételjilk meg ezt a beszird
algoritmust, hogy beszurjuk ezt a kozépso értéket a sziild csucsba! (Ha kell, a sziil6 cstcsot elébb
l1étrehozzuk. Ekkor a B+ fa magassaga nd.)
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A 13 beszurasa:
(1,419, 13)
hasad, a 2. levél
minimuma a
sziilobe masolodik
Uj hasitokulcsnak.

A 15 beszurasa:
Beszurodik a
megfeleld
levélbe.

A 10 beszurasa:
(9,101 13,15)
hasad, (13, 15)
minimuma a
sziilobe masolodik
Uj hasitokulcsnak.

A 11 beszurasa:
Beszurodik a
megfeleld
levélbe.

A 12 beszurasa:
(9,10] 11, 12)
hasad, (11, 12)
minimuma a
sziilébe masolodik
Uj hasitokulcsnak;
(9,11]13,16)
hasad, (13, 16)
minimuma
felmegy az
ujonnan létrehozott
gyokérbe.
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3. A torlés algoritmusa

Keressiik meg a torlendd kulcsot tartalmazo levelet! Ha ilyen nincs, a torlés meghitsul.
Kiilonben a torl6 algoritnus futdsa vagy az A esettel fejezddik be; vagy a B esettel folytatodik, ami utan a
C eset (nullaszor, egyszer, vagy tobbszor) ismédlddhet, és még a D eset is sorra keriilhet végiil.

A, A keresés soran megtalalt levélcstics egyben a gyokércsucs is:

1. Toroljiik a megfeleld kulcsot €s a hozza tartozé mutatoét a csucsbol!
2. Ha a cstics tartalmaz még kulcsot, kész vagyunk.
3. Kiilonben toroljiik a fa egyetlen csucsat, €s lires fat kapunk.

B, A keresés soran megtalalt levélcsucs nem a gyokércsucs:

1. Toroljiik a megfeleld kulcsot €s a hozza tartozé mutatoét a levélesiucsbol!

2. Ha a levélcstics még tartalmaz elég kulcsot és mutatdt, hogy teljesitse az invariansokat, kész
vagyunk.

3. Ha a levélcsticsban mar tal kevés kulcs van ahhoz, hogy teljesitse az invaridnsokat, de a kdvetkezo,
vagy a megel6z0 testvérének tobb van, mint amennyi sziikséges, osszuk el a kulcsokat egyenléen
kozte és a megfeleld testvére kozott! frjuk at a két testvér kozos sziil6jében a két testvérhez tartozo
hasito kulcsot a két testvér koziil a masodik minimumara!

4. Ha a levélcsucsban mar tal kevés kulcs van ahhoz, hogy teljesitse az invarianst, és a kovetkezo,
valamint a megel6z0 testvére is a minimumon van, hogy teljesitse az invarianst, akkor egyesitsiik
egy vele szomszédos testvérével! Ennek soran a két testvér koziil a (balrdl jobbra sorrend szerinti)
masodikbdl a kulcsokat és a hozzéjuk tartoz6é mutatokat sorban dtmasoljuk az elsébe, annak eredeti
kulcsai €s mutatdi utan, majd a masodik testvért tordljiikk. Ezutdn meg kell ismételniink a torlé
algoritmust a sziilére, hogy eltavolitsuk a sziil6bdl a hasito kulcsot (ami eddig elvalasztotta a most
egyesitett levélcsucsokat), a most torolt masodik testvérre hivatkozd mutatoval egyiitt.

C, Belsé — a gyokértdl kiilonbozé — csticsbol valo torlés:

1. Toroljik a belsé cstics éppen most egyesitett két gyereke kozti hasitd kulcsot és az egyesités soran
torolt gyerekére hivatkozo mutatot a belsd csiucsbol!

2. Ha a bels6 csucsnak van még floor(d/2) gyereke, (hogy teljesitse az invariansokat) kész vagyunk.

3. Ha a bels6 cstcsnak mar tul kevés gyereke van ahhoz, hogy teljesitse az invaridnsokat, de a
kovetkezd, vagy a megel6z6 testvérének tobb van, mint amennyi sziikséges, osszuk el a gyerekeket
¢s a koztiik levd hasito kulcsokat egyenlden kozte és a megfeleld testvére kozott, a hasitd kulcsok
kozé a testvérek kozti (a kozos sziildjiikben 1évO) hasitdé kulcsot is beleértve! A gyerekek ¢€s a
hasité kulcsok ujraelosztdsa sordn, a kozépsd hasitd kulcs a testvérek kozos sziiléjében a két
testvérhez tartozd régi hasitd kulcs helyére keriil ugy, hogy megfeleléen reprezentalja a koztiik
megvaltozott vagasi pontot! (Ha a két testvérben a gyerekek Osszlétszama paratlan, akkor az
ujraelosztas utan is annak a testvérnek legyen tobb gyereke, akinek eldtte is tobb volt!)

4. Ha a bels6 csucsnak mar tul kevés gyereke van ahhoz, hogy teljesitse az invaridnst, és a kdvetkezd,
valamint a megel6z6 testvére is a minimumon van, hogy teljesitse az invarianst, akkor egyesitsiik
egy vele szomszédos testvérével! Az egyesitett csiicsot a két testvér koziil a (balrdl jobbra sorrend
szerinti) elsObdl hozzuk létre. Gyerekei €s hasito kulcsai eldszor a sajat gyerekei és hasitd kulcsai
az eredeti sorrendben, amiket a két testvér kozti (a kozos sziil6jiikben 1évd) hasitd kulcs kovet, és
végiil a masodik testvér gyerekei és hasitd kulcsai jonnek, szintén az eredeti sorrendben. Ezutan
toroljiik a masodik testvért. A két testvér egyesitése utdn meg kell ismételniink a torld algoritmust
a kozos sziilojiikre, hogy eltavolitsuk a sziilobdl a hasité kulcsot (ami eddig elvalasztotta a most
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egyesitett testvéreket), a most tordlt masodik testvérre hivatkozé mutatdval egyiitt.
D, A gyokércsticsbol valo torlés, ha az nem levélcsucs:

1. Toroljiik a gydkércstics éppen most egyesitett két gyereke kozti hasito kulcsot és az egyesités sordn
torolt gyerekére hivatkozo mutatdt a gyokércsucsbol!

2. Ha a gyokércsucsnak van még 2 gyereke, kész vagyunk.

3. Ha a gyokércsucsnak csak 1 gyereke maradt, akkor toroljiik a gyokércsucsot, €s a megmaradt
egyetlen gyereke legyen az uj gyokércstics! (Ekkor a B+ fa magassaga csokken.)
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Az 1 torlése:

(4,9, 10) egyesiil, 11]13

sziilok egyesitilnek, Zadl I U e N

11 lejon az egyesiilt / \ \
sziilobe, a

gydkérnek 4(9(10(|11{12] ||16{20]25
1 gyereke marad: o|o|o| o|o| | o|o|o|
torlodik.

[(4,9,10) 11 (11, 12) 13 (16, 20, 25) ]
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