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Mj.: Ebben a feladatsorban MW az algoritmusok maximélis munkatér-
igényére vonatkozik. Ez nem tartalmazza az input és az output adatszerke-
zeteket sem, csak az algoritmus futasa soran felhasznalt temporalis adatszer-
kezetek és a programfutas (pl. rekurziv hivasok) adminisztralahoz sziikséges
tarteriilet Osszegének maximumat.

1. AVL fak

Jel6lés: Az alabbi feladatokban a konkrét AVL fakat a binaris fak szokasos
szoveges, azaz zarOjeles reprezentacioban adjuk meg. Az iires fa reprezenta-
cibja az iires szoveg. Tetszbleges nemiires bindris fa szdveges forméja

»( BalRészfaRepr GyokérKulesa JobbRészfaRepr )”

alakt, tehat pl. a levélelemekhez tartozo részfak ,(LevélKulesa)” alakban
jelennek meg. A kénnyebb olvashatésag kedvéért a példdkban, a részfak
kiilonb6z6 szintjei szerint, haromféle zarojelpart hasznalunk: { }, [ ] és ().
Pl

{IM2]3[(44{54)6(7]}

az alabbi fa zarojeles, azaz széveges formaéja.
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AVL.1. Adotta { [ (2) 4 ({6} 8 {10} )] 12 [ 14 (16) | } AVL fa. Rajzoljuk le
a fat a belsd csicsok egyensiilyaival egyiitt! Szemléltessiik a remMin miivelet
és az b beszurasat, mindkét esetben az eredeti fara! Jeldljiik, ha ki
kell egyensilyozni, a kiegyenstlyozas helyét, és a kiegyensilyozas utan is
rajzoljuk ujra fat! A rajzokon jeldljiik a bels6 csicsok egyensilyait is, a
szokasos moédon! Rajzoljuk le a hat altalanos kiegyensilyozasi séma koziil
azokat, amiket alkalmaztunk!

AVL.2. Adott az { [ (1) 2 (3 {4} )] 6 [ (7) 8] } AVL fa. Rajzoljuk
le a fat a belss csicsok egyensilyaival egyiitt! Szemléltessiik a 8 torlését
és az b beszurasat, mindkét esetben az eredeti fara! Jeldljiik, ha ki
kell egyensilyozni, a kiegyensilyozas helyét, és a kiegyensilyozis utan is
rajzoljuk ujra fat! A rajzokon jeldljiik a bels6 csiicsok egyensilyait is, a
szokésos modon! Rajzoljuk le a hat altaldnos kiegyensilyozasi séma koziil
azokat, amiket alkalmaztunk!

AVL.3. Rajzoljuk le a kévetkez6 AVL fat a bels6 csicsok egyenstlyaival
egyiitt! — { [ ({1} 2{3} )5 (6)] 7[8(9) ] } — Szemléltessiik a 4 besztrasat
és a 7 torlését, mindkét esetben az eredeti fara! Jeldljiik, ha ki kell
egyensilyozni, a kiegyenstlyozas helyét, és a kiegyenstilyozas utan is rajzoljuk
ajra fat! A rajzokon jeloljiik a belsG csicsok egyensilyait is, a szokésos
moédon!  Rajzoljuk le a hat altaldnos kiegyensilyozasi séma koziil azokat,
amiket alkalmaztunk!

AVL.4. Rajzoljuk le a kovetkez6 AVL fat a belsG csicsok egyenstlyaival
egytitt! —{[1(2)]4[() 6 ({7} 8)]} — Szemléltessiik a 3 beszurasat
és a 4 torlését, mindkét esetben az eredeti fara! Jeldljiik, ha ki kell
egyensilyozni, a kiegyenstlyozas helyét, és a kiegyenstilyozas utan is rajzoljuk
ujra fat! A rajzokon jeloljiikk a bels6 csucsok egyensilyait is, a szokésos
moédon!  Rajzoljuk le a hat altaldnos kiegyensilyozasi séma koziil azokat,
amiket alkalmaztunk!

AVL.5. Szemléltessiik az 1 2 73 56 8 9 4 szamok egymas utani beszirasat
egy, kezdetben iires AVL faba! Az igy ad6do fabol indulva, ezutan szemlél-
tessiik az 1 3 4 8 9 2 szdmok egymaés utani torlését! Minden egyes besziiras
illetve torlés utan rajzoljuk ujra fat! Jeloljik, ha ki kell egyenstlyozni, a
kiegyensilyozéas helyét, és a kiegyensulyozas utan is rajzoljuk djra fat! A
rajzokon jeloljiik a belsé csiicsok egyenstlyait is, a szokasos modon!

AVL.6. Rajzoljunk 0, 1, 2, 3, 4 és 5 magassagu Fibonacci fakat, amelyek
egyben AVL fak is!



AVL.7. Mutassunk olyan, 6t magassagi AVL fat, amelynek adott levelét
tordlve, minden, a faban a torolt csucs feletti szinten ki kell egyenstlyozni!

AVL.8. Az eladésrol ismert leftSubTreeShrunk(t, d) eljaras mintéjara dol-
gozzuk ki az ott csak felhasznalt rightSubTreeShrunk(¢,d) eljarast, ennek
segédeljarasait, és az ehhez sziikséges kiegyenstlyozasi sémat! Mutassuk be
ennek mtikodését néhény példan! Mutassunk néhany olyan, legalabb négy
magassagu fat és kulcsot, amelyekre az AVLdel eljairas minden, a fizikailag
torolt csucs feletti szinten kiegyenstlyozast végez!

AVL.9. Irjuk meg a t # © AVL fara a remMax(¢, maxp) eljarast! Mekkora
lesz a futasi id6? Miért?

2. Altalanos fak

A.1. Probaljunk megadni az altalanos fikra a binaris lancolt 4brazolas mel-
lett masfajta lancolt reprezentaciokat is! Hasonlitsuk 6ssze az altalunk adott
abtazolasokat és a binaris lancolt reprezentaciot, memoriaigény és rugalmas-
sag szempontjabol!t

A.2. Rajzoljuk le az {1 [2 (5)] [3] [4 (6) (7)]} 4ltalanos fat! Irjunk programot,
ami kifr egy binarisan lancolt fat a fenti zarojeles alakban! Irjunk olyat is,
ami egy szovegfajlbol visszaolvassa! Készitsiik el a kiir6 és a visszaolvasod
programokat az altalunk kidolgozott alternativ lancolt abrazolasokra is! (A
visszaolvaso programokat altalaban nehezebb megirni.)

A.3. A binarisan lancolt altalanos faknak az elGadasrol ismert preorder és
postorder bejarasai:

@reorder(t : Node*D @ostorder(t : Node*D
[ [
t£0 t£0
process(t) postorder(t — childl)
preorder(t — childl) process(t)
t:=1t — sibling t:=1t— sibling

Ahol a Node tipus a kovetkezs.

1Otlet: Probaljuk meg a részfikra mutaté pointereket (1) statikus témbben, (2) dina-
mikus tombben, (3) egyszeri lancolt listdban, tn. csatoldelemek segitségével téarolni!



Node

+ childl, sibling : Node* // childl: els6 gyerek; sibling: kovetkezs testvér
+ key : T // T ismert tipus

+ Node() { childl = sibling = } // egycsticst fat képez beldle
+ Node(z : T) { childl = sibling = ; key =z }

Lassuk be a fenti bejarasok helyességét! (Otlet: A testvérek listajanak mé-
rete szerinti teljes indukei6 pl. célravezets.) Lassuk be egy ellenpélda segit-
ségével, hogy az altalanos fa inorder bejarasa? nem szimulalhatoé a binaris
reprezentacio egyik nevezetes bejarasaval® sem! Irjuk meg a binaris lancolt
reprezentaciora az altalanos fa inorder bejarasat és szintfolytonos bejarasat
is!

A 4. Irjuk meg a fenti bejarasokat az altalunk adott alternativ lancolt rep-
rezentaciokra is!

A.5. Irjunk olyan programokat, amelyek képesek tetszéleges altalanos fa egy
adott reprezentacidojabol egy adott masik abrazolasi masolatot késziteni!

3. B+ fak

Az itt kovetkezs feladatokban a beszirasokat és torléseket a
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/B+ fa.pdf

cimen és az el6adasokon megadott algoritmusok szerint kell elvégezni. A
B+ fak mindegyik, az algoritmusok mikddésének bemutatasara vonatkozo
feladatban negyedfokiak (d = 4).

Megjegyzés:

- Egy negyedfokia B+ fa tetszéleges részfajanak szoveges forméja, ha a részfa
nem egyetlen levélestucsbol all, a kovetkez6 sémak valamelyikére illeszkedik:
(T1k1T2)7(lelTQkQTg)és(Tl leQk2T3k3T4),

ahol T; az i-edik részfa, k; pedig a hasité kules az i-edik és az (i + 1)-edik
részfa kozott.

- A negyedfoku B+ fak tetszéleges levelének szdveges forméja a kovetkezs
sémak valamelyikére illeszkedik:

(k’l k?g) és (k’l ]{32 ]{?3)7

ahol k; a B+ fa altal reprezentalt halmaz kulcsa. Ha azonban a levélcsics

2A (G ty...t,) fara n > 0 esetén el6bb ti-et jarja be, majd feldolgozza G-t, aztan
bejarja sorban a ts .. .t, részfakat; n = 0 esetén csak feldolgozza G-t.
3preorder, inorder, postorder, szintfolytonos



egyben a B+ fa gyokércsicsa, alakja (k;) is lehet.
- A példakban, a részfak kiilonbo6z6 szintjei szerint, haromféle zarojelpéart
hasznalunk: { }, [] és ().

+.1. Vegyiik a legels6 B+ fa illusztraciot a fent hivatkozott ,B+ fa.pdf”
fajlbol! Szévegesen:
{[(14)6(910) 11 (11 12) ] 13 [ (13 15) 16 (16 20 25) | }.

Szurjuk be az 5-6t a fenti faba, majd a 6, 17, 8 és 7 szamokat sorban az
eredményiil adodd B+ fakba! Rajzoljuk le az eredeti fat, majd a sorban az
egyes besziurasok eredmeényeit!

+.2. Adott az alabbi B+ fa:

{[24]5[6810] 12 [12 14] 15 [16 18] }.

Szirjuk be az 5 kulcsot a fenti faba! Rajzoljuk le az eredeti fat és a besztras
eredményét is!

+.3. Adott az alabbi B+ fa:
{ [ (1 3 5) 8 (9 10) ] 11 [ (11 12) 13 (13 15) 20 (20 25 30) } }

Toroljik a 20-at a fenti fabol, majd a 10, 5 és 25 szamokat sorban az ered-
ményiil adodo B+ fakbol! Rajzoljuk le az eredeti fat, majd a sorban az egyes
torlések eredményeit!

+.4. A t pointer egy d fokszamu, h magassagia B+ fa gyokércsicsara mu-
tat. Irjuk meg a printBplusTree0(t, d, h) eljarast, ami kifratja a fat szoveges
formaban, csak kerek zarojeleket hasznalva! A levelekben 1évé kulcsokhoz
tartozo, az adatrekordokra mutatd hivatkozasokat ebben az eljarasban nem
vessziik figyelembe. MT(n,d) € O(n = d), ahol n a t fa csticsainak szama
(ami az eljaras szaméara nem adott).

+.5. A t pointer egy d fokszamu, h magassagia B+ fa gyokércsicsara mu-
tat. Irjuk meg a printBplusTree(t,d, h) eljarast, ami kiiratja a fat széveges
forméaban tgy, hogy az egész fa ,{ }” zardjelparok kozott van, a gyokér gye-
rekeihez, az elsé szinten levd csticsokhoz tartozo részfak [ |7 zarojelparok
kozott, a masodik szinten levs csticsokhoz tartozo részfak ,( )7 zardjelpa-
rok kozott, a harmadik szinten levd csticsokhoz tartozo részfak djra ,,{ }”
zarojelparok kozott vannak stb.! A levelekben 1év6 kulcsokhoz tartozo, az
adatrekordokra mutaté hivatkozasokat ebben az eljarasban nem vessziik fi-
gyelembe. MT(n,d) € O(n x d), ahol n a t fa cstcsainak szama (ami az
eljaras szamara nem adott).



4. Grafok abrazolasai

GR.1. A b pointer egy binaris lancolt abrazolasu altalanos fa gyokércsi-
csara mutat. Cstcsait az 1..n szamok egyértelmtien cimkézik. Irjuk meg
a b2g(b,G) eljarast, ami a fat Atmasolja a G:Edge*[n] pointertémb segit-
ségével reprezentalt, szomszédossagi éllistas abrazolasa grafba! (A hivaskor
G[1..n] nem definialt.) MT(n) € O(n), MW (n) € O(n), ahol n a fa csu-

csainak szama.

GR.2. A G:Edge*[n] pointertémb egy élstulyozatlan graf szomszédossagi
éllistas abrazolasa, amirdl tudjuk, hogy gydkeres fa. Irjuk meg a g2b(G,b)
eljarast, ami a grafként abrazolt fat atmaésolja a b gyokérpointert, binaris
lancolt abrazolasu altalanos faba! (A hivaskor b nem definialt hivatkozés.)
MT(n) € O(n), MW (n) € O(n), ahol n a fa cstcsainak szama. Otlet:
hasznaljunk egy T[1..n] pointer segédtémbot, ahol T[i] az eljaras altal
létrehozott fa i kulest cstcsara mutat! (i€1..n)

GR.3. Egy graf csicsait az 1. .n egész szamok cimkézik. A graf egy bejarasa-
nak eredménye a P[1..n] vektorban &dbrazolt feszitéfa: Minden i cstcsra
P[i] az i sziilGje a faban, kivétel a gyokércsics, amire P[i]==0, és a be-
jarés soran el nem ért csicsok, ahol P[i]==-1.

Irjuk meg az fb(P,t) eljarast, ami a feszitGfarol binarisan lancolt alta-
lanos fa masolatot készit! (Az eredmény gyokérpointere t.) A lancolt repre-
zentacidoban a testvérek listai index szerint névekvéen rendezettek legyenek!
MT(n) € O(n), MW (n) € O(n)

(Otlet: a megoldashoz hasznaljuk a T[1. .n] pointer-segédtombot: T[]
mutasson a lancolt fa i cimkeéjd csicsara, ha a feszitéfa tartalmazza a csu-

csot! A P[1..n] vektort forditva (n-t6l 1-ig visszafelé) érdemes feldolgozni.)

GR.4. Egy graf cstucsai az 1..n egész szamok. A graf egy bejarasanak
eredménye a P[1..n] vektorban abrazolt feszitéfa: Minden i csticsra P[i]
az 1 sziilGje a faban, kivétel a gyokércsics, amire P[1]==0, és a bejaras
soran el nem ért cstcsok, ahol P[i]==-1.

Err6l a t Dbinarisan lancolt altalanos fa masolatot készitettiik. A
P[1..n] vektor mar nem érhetd el.

Irjuk meg a bf (t,P) eljarast, ami a t altalanos fabol rekonstrualja az
eredeti P[1..n] feszit6fat! MT'(n) € O(n), MW (n) € O(n)

(Otlet: Toltsiik fel a P[1..n] vektort -1 értékekkel, majd jarjuk be
a t Aaltalanos fat preorder moédon tgy, hogy mindig ismerjiik az aktualis
csucs sziil6jét és ezt be is irjuk a P[1. .n] vektorba a megfelel§ helyre.)



GR.5. Egy grafbejaras eredménye a P[1..n] feszitdfa.

i,j eleme 1..n esetén:

P[i]=j akkor, ha az i. cstcs sziilGje a feszit6faban a j. cstcs.
P[i]=0 akkor, ha az i. cstcs a feszitéfa gyokere.

P[i]<0 akkor, ha az i. cstcs nincs benne a faban.

Irjuk meg a melysegek(P,d) eljarast, ami kiszamitja a d[1..n] vektort,
ami sorban az egyes csicsok feszitGfa-beli mélységeit tartalmazza! A gyo-
kér mélysége 0. d[i] végtelen akkor, ha az i. csiics nincs benne a faban.
MT(n) € O(n), MW(n) € O(n). A megoldashoz ne hasznaljunk lancolt
adatszerkezetet!

(Otlet: Készitsiik el a melyseg(P,i,d) rekurziv segédeljarast, ami ki-
szamitja az i. csiucs — és ha kell, az Gsei — mélységét!

GR.6. Egy kormentes iranyitott grafot a G[1..n] pointertomb segitségével
szomszédossagi ¢llistakkal abrazoltunk.

Irjuk meg a gyf (G) fiiggvényt, ami visszaadja a gyokércstcs indexét, ha
a graf egy gyokeres fa, kiillonben nullat ad visszal MT(n,m) € O(n + m),
ahol m az élek szama. MW (n) € O(n).

(Otlet: alkalmazhatunk egy segédtémbot, amibe beirjuk a cstcsok sziils-
jének indexét.)

GR.7. A @ iranyitott graf cstcsait az 1..n szdmokkal cimkéztiik. A
grafot a C[1..n,1..n] szomszédossagi métrixszal abrazoltuk. Irjuk meg a
Transzponal(C') eljaras struktogramjat, ami helyben transzponalja a grafot!
MT(n) € ©(n?) ; MW (n) € ©(1).

GR.8. A G iranyitott graf cstcsait az 1..n szamokkal cimkéztiik. A gra-
fot szomszédossagi éllistakkal abrazoltuk a G[1..n] pointertomb segitségével.
[rjuk meg a Transzponal(G,G7T) eljaras struktogramjat, ami G7[1..n]-ben
elgallitja a G graf transzponaltjanak szomszédosséagi éllistas dbrazolasat! Az
eredeti grafot ne valtoztassuk meg!

MT(n,m) € ©(n+m), ahol m az élek szdma.

GR.9. A G iranyitott graf cstcsait az 1..n szamokkal cimkéztiikk. A
grafot a C[l1..n,1..n] szomszédossagi métrixszal abrazoltuk. Irjuk meg a
befokok(C, BE) eljaras struktogramjat, ami a BE[l..n] tombben meghata-
rozza a graf csicsainak bemeneti fokszamait! A grafot ne valtoztassuk meg!
MT(n) € ©(n?) ; MW (n) € ©(1).

GR.10. A G iranyitott graf cstucsait az 1..n szadmokkal cimkéztiik. A grafot
szomszédossagi éllistakkal abrazoltuk a G[1..n] pointertémb segitségével. Ir-
juk meg a befokok(G, BE) eljaras struktogramjat, ami a BE[1..n] témbben
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meghatéarozza a graf csicsainak bemeneti fokszamait! A grafot ne valtoztas-

suk meg!
MT(n,m) € ©(n+m), ahol m az élek szama; MW € O(1)

5. Szélességi grafbejaras

BFS.1. Szemléltessiik a szélességi bejaras miikddését az alabbi grafokon az s
indext csicsbol inditva!l Mutassuk be a sor, a d és a 7 értékek alakulasat a
gyakorlatrol ismert modon! Nemdeterminisztikus esetekben mindig a kisebb
indext csicsot dolgozzuk fel elgszor! Végiil rajzoljuk le a szélességi feszit6fat,
amit az algoritmus kiszamolt!

BFS.1l.as=5
11213]4|5|6
1/0/0]0[1]{0]|0
21110|1110]110
31000101010
41011(0(0[1]0
5100|111 /010
6/0[0|1|01]0
BFS.1.b* s =3

1—2;4. 2—=5. 3—=5;6.
4 — 2. 5—>4. 6.

BFS.1lcs=5

1 — 4. 2 —=1;3;5. 3.
4—2;5. 5 —3;4. 6 — 3; 5.

BFS.1.d°%, s =4
1-2:5. 2-1;6. 3-4;6;7. 4-3;7; 8.
5— 1. 6-2;3;,7 T7-34,6;8 8-4;7.

J bl

BFS.2. Az Adj[1..n] pointertomb egy élsilyozatlan graf szomszédossagi
éllistds abrazolésa. Irjuk meg az SZB(Adj,s,d,P) eljarast, ami az s kez-
décsticsbol inditva szélességi modon jarja be a fat! A csticsok mélységeit a

“u — wvy1;...v,. azt jelenti, hogy a grafnak a kovetkezd irdnyitott élei vannak:

(u,v1), ... (u,vp).
Su — v1;...v,. azt jelenti, hogy a grafnak a kovetkezd iranyitatlan élei vannak:
(u,v1), ... (u,vp).



d[1..n], a szélességi feszit6fat pedig a P[1..n] tombben szamoljuk ki, amik
a hivaskor definidlatlan értékeket tartalmaznak! MT(n,m) € O(n + m),
MW (n) € O(n), ahol n a graf cstucsainak, m pedig az éleinek szama.

BFS.3. Egy erd6ben van két mokus, mindkettd ugyanakkorat tud ugrani.
Két kiilonb6z6 fan vannak. Mindketts elkezd farol fara ugralni. Ugyanannyit
ugranak, de nem okvetleniil egyszerre. Kérdés, kozben talalkozhatnak-e?

Modellezziik a problémat, és irjunk ra struktogramot!

MT(n,m) € O(n+m), ahol n a fak, m pedig az erdben a mdkusok sza-
méara lehetséges, farol fara valo ugrasok szama. (Vigyazat, nem biztos, hogy
egy ilyen ugrashoz mindig lehetséges a visszaugras is! Méasrészt az m szam
nem a tényleges ugrasok szama, hanem a lehetséges, egymastol paronként
kiilonbozd, farol fara valo ugrasok szama.)

Otlet: Inditsunk két h mélységt szélességi grafbejarast a két adott cstcs-
bol (a h mélységt csiucsok gyerekeit mar nem tessziik a sorba). Akkor talal-
kozhatnak, ha a masodik bejaras elér legaldbb egy, az els§ altal is érintett
csucsot.

6. Mélységi grafbejaras

DFS.1.a Szemléltessiik a mélységi bejaras miikodését az alabbi grafon! Irjuk
az elérési szamokat és a befejezési szamokat a graf grafikus abrazolasén a
cstcsok mellé! Jelezziik a kiilonboz6 éltipusokat a szokasos moédon! Nemde-
terminisztikus esetekben mindig a kisebb indext csicsot dolgozzuk fel els-
szor! Adjuk meg a graf csicsainak a mélységi bejarasbol adédo topologikus
rendezését!

1— 2. 2—3;5. 3.

4—2;5. 5 —3;6. 6.

DFS.2. Egy iranyitott graf csticsait az 1..n szamokkal cimkéztiik. A grafot
a C[1..n,1..n] csticsmatrix segitségével abrazoljuk. Feltessziik, hogy a graf
nem tartalmaz irdnyitott kort. Csucsai egy topologikus rendezését, azaz
itemezését allitjuk el a TR[1..n] vektorban. Adott a be[1..n] témb, ami
kezdetben a cstcsok bemeneti fokszadmait tartalmazza. Egy i cstcs akkor
iitemezhetd be, ha be[i]==0. Ha egy csticsot beiitemeziink, akkor a kozvetlen
rakovetkezdi be [j] értékeit eggyel csokkentjiik.

(Struktogram: TopRend(C,be,TR))

MT(n) € O(n*), MW (n) € O(n)

DFS.3. Irjunk struktogramot grafok a topologikus rendezésének alabbi val-
tozatara!



Egy iranyitott graf cstucsait az 1..n szdmokkal cimkéztiik. A grafot szom-
szédossagi éllistakkal abrazoltuk a G[1..n] pointertomb segitségével. Ha a
graf nem tartalmaz irdnyitott kort, csicsai egy topologikus rendezését, azaz
titemezését allitjuk el a T'R[1..n] vektorban, és true értékkel tériink vissza.
(Ha egy cstcsbol egy méasikba iranyitott at vezet, akkor az els6 a topologikus
rendezésben kisebb sorszammal szerepel. Ha két cstics kozott nincs iranyitott
tt, a topologikus rendezésben a sorrendjiik kozombos.) Ha a graf tartalmaz
irdnyitott kort, false értékkel tériink vissza. A struktogramot az alabbi algo-
ritmus szerint kell megirni.

(Struktogram: TopRend(G, be, T R) logikai fiiggvény)

MT(n,m) € O(n+ m), ahol m az élek szama; MW (n) € O(n)

Algoritmus:

Adott a be[l..n] tomb, ami kezdetben a csticsok bemeneti fokszamait tar-
talmazza. (Ez tehat a programunk szaméara adott, nem kell megirni.) Egy
u cstics (u € 1..n) akkor iitemezhet6 be, ha még nem iitemeztiik be, és
be[u] = 0. Az algoritmus minden lépésében egy beiitemezhetd csicsot iite-
meziink be, azaz betessziik a T'R[1..n] vektorba, ,az elsé szabad helyre”. A be-
litemezhetd csticsok egy () sorban vannak. Ha egy csiicsot beiitemeziink, ak-
kor a kozvetlen rakovetkezoi be[v] értékeit eggyel csokkentjiik. Ha a sor elfogy,
aszerint tériink vissza true értékkel, hogy minden csicsot beiitemeztiink-e.

DFS.4. Egy iranyitott grafot a G[1..n| pointertomb segitségével szomszédos-
sagi éllistakkal abrazoltunk.

Trjuk meg a gye(G, Q) eljarast, ami visszaadja a @ sorban a gyokércsticsok
indexeit, ha a graf egy erdd, azaz gyokeres fak halmaza, kiilonben a @) sort
tiresen adja visszal MT(n,m) € O(n+m), ahol m az élek szama. MW (n) €
O(n).

Otlet: Irjunk mélységi bejarast, a kovetkezé modositassal. Ha fehér
cstcsot talalunk, a szokasos modon folytatjuk. Ha sziirke cstcsot talalunk,
akkor iranyitott kort is talaltunk, és a graf nem erds. Ha fekete csticsot
talalunk, két eset van. (1) Ha ez (a mondjuk j cstics) egy korabban felépitett
részleges feszit6fa gyokere (P[j] = 0), akkor becsatoljuk abba a fiaba, amit
éppen most épitiink a P[1..n] tombben. (2) Ha nem gyokércsucsot talaltunk,
akkor ennek a csiicsnak a bemeneti fokszama nagyobb mint 1, tehat a graf
nem erd6. Ha végigmegy a bejaras, és nem taldlunk sem sziirke, sem masodik
tipust fekete csucsot, akkor a graf egy erdd, csak a fai gyokércsucsait a P[1..n]
tombbdl a () sorba kell masolni. Kiilonben () iiresen marad.

DFS.5. Az alabbi grafon szemléltessiik az eladasrél ismert modon
(a) a mélységi bejarasos
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(b) a cstcsok bemeneti fokszamait felhasznalo
topologikus rendezés algoritmusat! (Ez két kiilon feladat.)

1—2. 2—-3;5. 3 —6.
4 -5 5—6. 6.

El
DFS.6. Legyen az Elek = EI* mutat6 tipus, ahol | +u,v: N // u,v € 1.n |
+mut : Elek

DFS.6.(a) Irjuk meg a TopRend(G, TR, ) fiiggvény struktogramjat DAG-
ok topologikus rendezésére mélységi bejaras segitségével! Az iranyitott graf
csucsait az 1..n szamokkal cimkéztiik. A grafot szomszédosséagi éllistakkal
abrazoltuk a G[1..n] pointertomb segitségével.

Ha a graf nem tartalmaz iranyitott kort, csicsai egy topologikus rendezé-
sét, azaz litemezését allitjuk elg a T'R[1..n| vektorban, és © pointerrel tériink
vissza.

Ha a graf tartalmaz irdnyitott kort, akkor a mélységi bejaras altal talalt
visszaélek egyszeri lancolt listajaval tériink vissza. A =[l..n] tombben a
mélységi feszité erd6t kapjuk meg.

MT(n,m) € O(n+ m), ahol m az élek szama; MW (n) € O(n)

DFS.6.(b) Irjuk meg a TopRend(C, TR, ) fiiggvény struktogramjat DAG-
ok topologikus rendezésére mélységi bejaras segitségével! Az iranyitott graf
csucsait az 1..n szamokkal cimkeztiik. A grafot a C[l..n, 1..n] szomszédossagi
matrixszal abrazoltuk.

Ha a graf nem tartalmaz iranyitott kort, csicsai egy topologikus rendezé-
sét, azaz litemezését allitjuk elg a T'R[1..n] vektorban, és © pointerrel tériink
vissza.

Ha a graf tartalmaz iranyitott kort, akkor a mélységi bejaras altal talalt
visszaélek egyszeri lancolt listajaval tériink vissza. A =[l..n] téombben a
mélységi feszité erd6t kapjuk meg.

MT(n) € O(n?) ; MW (n) € O(n).

DFS.7. Irjuk meg a KorKiiro(B, 7) eljaras struktogramjat, ahol a B a DFS.6.
feladatban megirt topologikus rendezések altal visszaadott Elek tipusu lista,
7[1..n] pedig az ott meghatarozott mélységi feszité erds! MT(n, k) € O(n *
k), ahol k az E lista hossza; MW (n) € O(n).
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7. Minimalis feszit6fak

MST.1. Az alabbi egyszerii grafokon® szemléltessiik a gyakorlatrol ismert mo-
don (a) a Kruskal algoritmust, (b) az egyes illetve a kettes sorszamu csiicsbol
inditott Prim algoritmust! Mindegyik esetben rajzoluk is le a minimélis fe-
szit6fat, amit kaptunk!

1-2,4;4,1. 2-3,1;4,2. 3-5,1;6, 1.
4-5,0. 5-6,1

1-2,2;5, 1. , 0.
5-6,1 2.

2-6 4,4:6,1;7,1. 4-17,3,8,2.
: 67, 8, 1

3 _
7-8 1.
MST.2.* Altalanositsuk a Prim algoritmust arra az esetre, ha a graf nem
Osszefliggd, és igy nem tudunk feszitéfat, csak feszité erd6t megadni! A grafot
a szimmetrikus A[l..n, 1..n] szomszédossagi matrix segitségével abrazoljuk.
Az eredmény a c[l..n] és az E[l..n| tombokben keletkezik (E[i] = j azt
jelenti, hogy az i csucsot az (i, j) élen keresztiil vettiik hozzé a fahoz, cli] = x
pedig azt, hogy az w(i, j) = z). (Struktogram: Prim(A,c, E))

MT(n) € O(n?), MW (n) € O(n)

MST.3.* Irjunk struktogramot a Prim algoritmus alabbi valtozatara!

Egy nem okvetleniil 6sszefiiggd, silyozott iranyitatlan graf csicsait az 1..n
szamokkal cimkéztiik. A grafot szomszédosségi éllistakkal abrazoltuk a
G[1..n] pointertomb segitségével. A graf egy minimalis feszité erdgjét al-
litjuk el§ a Prim algoritmus segitségével, a P[1..n] vektorban. A minimaélis
feszitGerds fait a graf osszefliggd komponenseinek minimalis feszit6fai adjak.
A feszit6fakat az E[1. .n] vektorban iranyitott fakként abrazoljuk, és minden
él az 6t tartalmazo feszitéfa gyokere felé irdnyitva jelenik meg. A c[1..n]
vektor az E[1..n] vektorban visszadott élek silyait fogja tartalmazni: j>0
esetén E[i]=j jelentése, hogy az (i,j) él eleme az egyik feszit6fanak. Ilyen-
kor c[i] tartalmazza az (i,j) él sulyat (azaz koltségét). E[1]1=0 jelentése,
hogy i az egyik feszit6fa gyokere. Ilyenkor c[1]=0 lesz. Ha a Prim algorimus
soran egy csics még nincs feszitéfaban, de szomszédja az éppen épitett fe-
szit6fa egy vagy tobb csiicsanak, akkor azt mondjuk, hogy szomszédja ennek

Su — vy, wy;. .. vy, wy,. azt jelenti, hogy a graf tartalmazza az (u,vi),... (u,v,) irdnyi-

tatlan éleket, sorban wy, .. .w, silyokkal. Minden iranyitatlan élet csak egyszer irunk fel,
mivel most tetsz6leges (u,v) élre (u,v) = (v,u), és igy w(u,v) = w(v,u).
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a feszit6fanak, és a feszit6fatol vald tavolsaga egy minimélis salya él kolt-
sége, ami 6t a feszit6fadhoz kapcsolja. A struktogramot a fenti fogalmak és
abréazolas, valamint az alabbi algoritmus szerint kell megirni. (Struktogram:
Prim(G,E,c)) MT(n) € O(n*), MW (n) € O(n)

Algoritmus:

I. Kezdetben egyik cstics sincs feszitéfaban.

E[1..n]:=-1; c[1..n]:=INFINITE;

II. Valasszunk ki egy tetszéleges s csiicsot, ami még nincs feszit6faban! Le-
gyen ez egy uj feszitéfa gyokere! E[s]:=0; c[s]:=0

II1. A most kivalasztott cstics minden olyan j szomszédjara, ami még nincs a
feszit6faban, allitsuk be az E[j] és c[j] értékeket, a j csticsnak a feszit6fatol
val6 tavolsaga szerint!

IV. Ha a feszit6fanak van szomszédja, valasszunk ki egyet, ami minimalis
tavolsagra van téle (ezt a c[1..n] tombon egy feltételes minimumkivalasz-
tassal oldjuk meg), és a kivalasztott cstcsot vegyiik hozza a feszitéfahoz,
majd folytassuk a III. ponttol!

V. Ha a feszit6fanak nincs szomszédja, akkor az aktualis feszit6fa kész van.

V1. Ha van még olyan cstics ami egyetlen feszitGfaban sincs benne, folytassuk
a II. ponttol!

VII. Kiilénben a feszitGerdé is kész van.

MST.4. Adjuk meg Kruskal algoritmusaban az Unié-HolVan adatszerkezetet
inicializalo eljaras, tovabba a HolVan (FindSet) fiiggvény és az Uni6 (union)
eljaras struktogramjat implementaciés szinten!

MST.5. Modositsa ugy Kruskal algoritmusat, hogy O(n + mlgn) miivelet-
igénnyel meghatarozza egy tetszdleges (iranyitott v. irdnyitatlan) egyszeri
graf Osszefiiggd komponenseit! Feltessziik, hogy a graf szomszédossagi él-
listaval adott. Eredményként az Osszefiiggd komponensek csticshalmazait
kell kiirni: a szokasos jeloléssel, mindegyik komponens csticshalmaza elemei-
nek sorszamait kapcsos zarojelek kozott, vesszével elvalasztva jelenitjiik meg,
minden egyes csticshalmazt kiilon sorba irva.

Pl.az 1-2,3. 2-7,8 4-5. 6. grafesetén az eredmény:

{1,2,7,8}

{4,5}

{6}
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8. Legrovidebb utak egy forrasbol

8.1. Sor-alapt Bellman-Ford algoritmus

8.1.1. Irjuk meg Sor-alapti Bellman-Ford algoritmust — negativ kor figyelés
nélkiil — arra az esetre, ha a grafot szomszédossagi éllistakkal abrazoljuk
a G[1..n] pointertomb segitségével! (Struktogram: QBF(G,d, P) eljaras.)
MT(n,m) € O(n xm), ahol m az élek szama. MW (n) € O(1).

8.1.2.* Probaljuk meg a fenti Sor-alapu Bellman-Ford algoritmust kiegészi-
teni a negativ kor figyelésével! Alakitsuk at az eljarast fiiggvénnyé, ami 0
értéket ad vissza, ha nem talalt negativ kort, kiilonben pedig a negativ kor
egy csiicsanak indexét. Ez utobbi esetben d[1..n] és részben P[1..n] defi-
nidlatlan marad.

8.1.3. Szemléltessiik a Sor-alapt Bellman-Ford algoritmus miikddését az
alabbi grafon” a 4 indext csicsbol inditval Mutassuk be a d[1..6] (el-
érési koltségek), az e[1..6] (élek szama) és a P[1..6] (m-értékek) tombok,
valamint a () sor alakulasat! A tablazat egy sora az egy cstucsbol kimend élek
feldolgozésa legyen! Nemdeterminisztikus esetekben mindig a kisebb indext
cstucsot dolgozzuk fel elGszor!

1-2,205,5. 251,251 321
4-51,1;2,4;3,1. 5. 6.

8.2. Legrovidebb utak egy forrasbdél kormentes iranyitott
grafokra

8.2.1. Szemléltessiik az alabbi grafon a DAG legrévidebb utak egy forrasbol
algoritmus miikodését, ha a kettes csiics a startcsics!

1—2,2,5,5. 2—3,2;5,3. 3—4,-1;5,1.

4—5,1;6,4. 5. —6,2 6.

8.3. Legrovidebb utak egy forrasbél: Dijkstra algoritmus

8.3.1. Szemléltessiik a Dijkstra algoritmus miikodését az alabbi grafon, a 3
indext csticsbol inditval Mutassuk be a d[1..6] (elérési koltségek) és a 7[1..6]
(feszitéfa) tombok alakulasat! Minden sor mellett jelezziik, hogy az melyik

T — V1, W15 ... U, Wy azt jelenti, hogy a graf tartalmazza az (u,vy),. .. (u,v,) irdnyi-
tott éleket, sorban w1, ...w, sulyokkal.
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cstcs kiterjesztésébdl adodott! Nemdeterminisztikus esetekben mindig a ki-
sebb indexii csticsot dolgozzuk fel elGszor! Rajzoljuk le a kapott feszit6fat
is!

1—21;4,1. 24,552 3—21;6,1,
5-52,24,1. 65,1

8.3.2. Az alabbi egyszert grafon szemléltessiik a gyakorlatrél ismert moédon
az egyes sorszamu csicsbol inditott Dijkstra algoritmust! Adjuk meg a kapott
feszitéfat is!

1121314516
11 0|4 |o0] 1|00
2141011120
3loo| 1|0 |01 1
41112 ]oco| 00|
S5loo| 0O 10|01
6|loo|oo| 1 oo 1 0

9. (Legrovidebb) utak mindencsticsparra

9.1. Floyd-Warshall algoritmus

9.1.1. Szemléltessiik a Floyd-Warshall algoritmus miikédését az alabbi grafon
a (DO IO, (D® TI®) matrix parok megadasaval!l A graf az alabbi
cstucsmatrixszal adott.

3

W=D~
= oo N

3
00
3 0

9.1.2. Szemléltessiik a Floyd-Warshall algoritmus miikédését az alabbi grafon
a (DO IO (DWW TI®) matrix parok megadasavall A graf az alabbi
cstucsmatrixszal adott.

112 (3] 4
1705 (3|1
21510 |1]o0
313/ 1]0|1
4100 |10

15



9.2. Grafok tranzitiv lezartja

9.2.1. Szemléltessiik Warshall, grafok tranzitiv lezartjat meghatarozo algorit-
musanak miikodését az alabbi (csticsmatrixszal adott) grafon a T, ... TG)
matrixok megadasaval!

—
Ol =IO =
= oo
| O =W

3

9.2.2. Szemléltessiik Warshall, grafok tranzitiv lezartjat meghatarozo algorit-
musanak miikodését az aldbbi (csticsmatrixszal adott) grafon a T, ... T®
matrixok megadésaval!

— oo o =
OO O =N
OO | O W
OO O =~

| QO DN =
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32 String Matching
32.1 The naive string-matching algorithm

32.1-1 Show the comparisons the naive string matcher makes for the pattern
P = 0001 in the text 7" = 000010001010001.

32.1-2 Suppose that all characters in the pattern P are different. Show how
to accelerate NAIVE-STRING-MATCHER to run in time O(n) on an n-
character text T .

32.2 The Rabin-Karp algorithm

32.2-1 Working modulo ¢ = 11, how many spurious (i.e. false) hits does
the Rabin-Karp matcher encounter in the text T'= 3141592653589793 when
looking for the pattern P = 267

32.2-2 How would you extend the Rabin-Karp method to the problem of
searching a text string for an occurrence of any one of a given set of &
patterns? Start by assuming that all k£ patterns have the same length. Then
generalize your solution to allow the patterns to have different lengths.

32.2-3 Show how to extend the Rabin-Karp method to handle the problem of
looking for a given m xm pattern in an nxn array of characters (1 < m < n).
(The pattern may be shifted vertically and horizontally, but it may not be
rotated.)

32.4 The Knuth-Morris-Pratt algorithm

32.4-1 Compute next[1..19] (also called prefix or m function) for the pattern
ababbabbabbababbabb.

32.4.2a Compute next[1..4] for the pattern P = 0001. Show the comparisons
the Knuth-Morris-Pratt string matcher makes for this pattern in the text
T = 000010001010001.

32.4.2b Compute next[1..5] for the pattern P = abaab. Show the comparisons
the Knuth-Morris-Pratt string matcher makes for this pattern in the text
T = aaababaabaababaab.

32.4.2¢ Compute next[1..6] for the pattern P = aabaab. Show the compa-
risons the Knuth-Morris-Pratt string matcher makes for this pattern in the
text T = aaabaabaabaababaab.
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32.4.2d Compute next[1..6] for the pattern P = babbab. Show the compa-
risons the Knuth-Morris-Pratt string matcher makes for this pattern in the
text T" = ababbabbababbababbabb.

32.4.2e Compute next[1..7] for the pattern P = ABABAK]I.
Show the comparisons the Knuth-Morris-Pratt string matcher makes for this

pattern in the text
T =BABALABABATIBABABAKI.

32.4-3 Explain how to determine the occurrences of pattern P in the text T
by examining next[1..|PT|].

32.4-7 Give a linear-time algorithm to determine whether a text 7" is a cyclic
rotation of another string 7’. For example, arc, rca, and car are cyclic
rotations of each other.

32.x The Quick Search algorithm
<http://aszt.inf.elte.hu/"asvanyi/ds/Quick Searching.ppt>

32.x.1 Compute shift[0..1] for the pattern P = 000. Show the comparisons
the Quick Search string matcher makes for this pattern in the text T =
000010001010001.

32.x.2 Compute shift[ A’/ F’] for the pattern
P = ABABACD. Show the comparisons the Quick Search string matcher

makes for this pattern in the text
T = BABAEABABAFDBABABACD.

32.x.3 Compute shift]' A"/ C"/ G’/ T"] for the pattern
P =GCAGAGAG. Show the comparisons the Quick Search string matcher

makes for this pattern in the text
T =GCATCGCAGAGAGTATACAGTACG.

18



DC Data Compression

DC.1 The Huffman coding
<http://en.wikipedia.org/wiki/Huffman_coding>

DC.1.1 We would like to compress the text

MATEKFELELETEMKETTESLETT

with Huffman coding. Draw the Huffman tree, give the Huffman code of
each letter, the Huffman code of the text, and the length of the latest in bits.
Show the letters of the original text in the Huffman code of it.

DC.1.2 Solve Exercise DC.1.1 with the following text.

EMESE MATI SMSE NEM NAIV MESE

DC.2 The Lempel-Ziv—Welch (LZW) algorithm
<http://en.wikipedia.org/wiki/Lempel-Ziv-Welch>

DC.2.1 We have compressed a text with the Lempel-Ziv-Welch algorithm.
The text contains letters "A’, 'B’, and ’C’. Their codes are 1, 2, and 3 in
turn. While building the dictionary, for the code of each new word the
first unused positive integer was selected. In this way we have received the
following code.

124356971
Give the original text, and the complete dictionary.
DC.2.2 Solve Exercise DC.2.1 with the following LZW code.

124358110111
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