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1. Egyszerii grafok és abrazolasaik ([2] 22)

Grafok segitségével pl. halozatokat, folyamatokat modellezhetiink. A model-
leket természetesen abrazolnunk kell tudni a szamitogépben, illetve matema-
tikailag; vagy éppen szemléletesen, a jobb megértés céljabol.

1.1. Grafelméleti alapfogalmak

1.1. Definicié. Graf alatt eqy G = (V, E) rendezelt pdarost értink, ahol V' a
csucsok (vertices) tetszdleges, véges halmaza, E CV x V \ {(u,u) : u € V}
pedig az €lek (edges) halmaza. Ha V = {}, akkor dres grifrol, ha V # {},

akkor nemiires grdafrol beszélink.

Tehat mar a definicié szintjén kizarjuk a grafokbodl parhuzamos éleket
és a hurokéleket. Nincs ugyanis semmilyen eszkoziink arra, hogy két (u,v)
élet megkiilonboztessiink (parhuzamos élek), az (u, u) alaki, an. hurokéleket
pedig expliciten kizartuk.

Igy a tovabbiakban graf alatt tulajdonképpen egyszerd grdfot értiink.

1.2. Definicié. A G = (V, E) grdf iranyitatlan, ha tetszdleges (u,v) € E
élre (u,v) = (v,u).

1.3. Definici6. A G = (V, E) grdf irdnyitott, ha tetszdleges (u,v), (v,u) €
E élpdrra (u,v) # (v,u). Ilyenkor azt mondjuk, hogy az (u,v) él forditottja
a (v,u) €él, és viszont.

Mint lathato, az iranyitatlan grafoknal tetszéleges (u, v) éllel egyiitt (v, u)
is a graf éle, hiszen ez a két él egyenld.

[ranyitott grafoknél altalaban — de nem sziikségszertien — lesz a grafnak
olyan (u,v) éle, hogy ennek forditottja, (v,u) nem éle a grafnak.

1.4. Definicié. A G = (V| E) grif csicsainak (V) egy (ug, u1,...u,) (n €
N) sorozata a graf egy utja, ha tetszdleges i € 1.n-re (u;_q1,u;) € E. FEzek
az (ui_1,u;) élek az it élei. Az ut hossza ilyenkor n, azaz az utat alkotd élek
szamdval eqyenld.

1.5. Definicié. Tetszdleges (ug, uy, -+ ,uy) Ut rész-utja 0 < 1 < j < n ese-
tén az (u;, Wigr, -+ ,u;) ut.

A kor olyan 1it, aminek kezdd és végpontja (csiucsa) azonos, a hossza > 0,
€s az éler pdronként kiilonbozdek.

Az egyszerii Kor olyan kir, aminek csak a kezdd és a végpontja azonos.

Tetszdleges Ut akkor tartalmaz kort, ha van olyan rész-iutja, ami kor.
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Kormentes 1t alatt olyan utat értink, ami nem tartalmaz kort.
Kormentes graf alatt olyan grdfot értink, amiben csak kormentes utak
vannak.

Vegyiik észre, hogy (az ,Algoritmusok” témakorben elterjedt szokasnak
megfelelGen) az utak koroket is tartalmazhatnak! A fentiek szerint tetszdleges
kor hossza > 2.

1.6. Definicié. DAG alatt irdnyitott, kormentes grdafot értink (directed
acyclic graph).

A DAG-ok modelezhetnek példaul 6sszetett folyamatokat, ahol a graf csa-
csai elemi miiveletek, az élei pedig az ezek kozotti rakovetkezési kényszerek.

1.7. Definicié. Tetszdleges G = (V, E) iranyitott graf iranyitatlan megfele-
16je az a G' = (V, E') irdnyitatlan grdf, amire
E' ={(u,v): (u,v) € EV (v,u) € E}.

1.8. Definicié. A G iranyitatlan graf 6sszefiiggs, ha G tetszdleges cstcsdbol
bdrmelyik csucsaba vezet it.
A G iranyitott graf osszefiiggs, ha az irdnyitatlan megfeleldje dsszefiiggd.

1.9. Definici6. Az irdnyitatlan, kormentes, dsszefliggd grifokat szabad fak-
nak, mds néven irdnyitatlan faknak nevezzik.

1.10. Definicié. Az u csics a G irdnyitott grdf generator csicsa, ha u-bdl
a G tetszdleges v csucsa elérhetd, azaz létezik u ~> v 1it.

1.11. Tulajdonsag. Ha a G irdnyitott grifnak van generdtor csicsa, akkor
osszefiiggd, de forditva nem igaz az dllitds.

1.12. Definicié. T gyokeres fa, mds néven irdnyitott fa, ha T olyan irdnyi-
tott grdaf, aminek van generdtor csicsa, nincs olyan éle, aminek a forditottja
i1s €le a grdafnak, és a T irdnyitatlan megfeleldje kormentes. Ilyenkor a gene-
rator csucsot a fa gyokér cstcsanak is nevezzik.

1.13. Tulajdonsag. Tetszdleges (gyikeres vagy szabad) nemiires fanak pon-
tosan eggyel kevesebb éle van, mint ahdny csicsa.

1.14. Definici6. A G = (V, E) grifnak részgrafja a G' = (V' E') grdf, ha
VI CV ANE CE, és mindkét grdf irdnyitott, vagy mindkettd iranyitatlan.

A G grdfnak valodi részgrafja a G' grdf, ha G-nek részgrdafia G, de G # G’
és G' nemdires.



1.15. Definici6. Két (rész)graf diszjunkt, ha nincs kozds csicsuk (és ebbdl
kivetkezden kizis élik sem,).

1.16. Definicio. A G grdif 6sszefiiggé komponense a G grif, ha G-nek rész-
grifja G' és G' dsszefiiggd, de G-nek nincs olyan dsszefiiggd részgrdafia, ami-
nek G' valodi részgrdfia.

1.17. Tulajdonsag. Tetszdleges grif vagy dsszefiiggd, vagy felbonthatd (egy-
mdastol diszjunkt) dsszefiiggd komponensekre (amelyek egyitt kiadjdk a teljes

grdfot).

1.18. Definici6. A G grdf erdd, ha osszefiiggd komponensei fak (vagy egyet-
len fdbol dll).

1.19. Tulajdonsag. A G irdanyitatlan grif erdd <= G kérmentes.
A G iranyitott grdaf erdd <= G irdnyitatlan megfeleldje kormentes, és
G mindegyik dsszefliggd komponensének van generdtor csicsa.

1.2. Bevezetés a grafabrazolasokhoz

A grafabrazolasoknal a G = (V, E) grafrol 4ltalaban foltessziik, hogy
V = {vy,-+-,v,}, ahol n € N, azaz hogy a graf csucsait egyértelmien azo-
nositjak az 1..n sorszamok.

Grafikus és széveges reprezentacioban (1d. alabb) a csicsok sorszamait a
szemléletesség kedvéért gyakran az angol abécé kisbetdivel jeloljiik. Ilyenkor
példaul a = 1,b = 2,--- ,z = 26 lehet. (Szemléltets abrainkhoz ez béven
elég lesz.)

1.3. Grafikus Abrazolas

A grafoknal megszokott modon a csicsokat kis korok jelolik, az éleket irdnyi-
tott grafoknél a korok kozti nyilak, irdnyitatlan esetben a koroket 6sszekdts
vonalak reprezentaljak. A cstucsok sorszamat (illetve az azt reprezentalod be-
tiit) altalaban a korokbe irjuk.

Az 1. abran egy egyszeri, iranyitatlan grafot lathatunk, grafikus és széveges
reprezentacioban, a cstcsokat kisbetiikkel azonositva.

A 2. abran pedig egy hasonlo, iranyitott grafot taldlunk, ajra grafikus és
szOveges reprezentacioban is, a csucsokat 1-t6l 4-ig sorszamozva. (Iranyitat-
lan grafoknal is sorszdmozhatjuk a csticsokat és iranyitott grafoknal ugyanigy
hasznalhatunk betii azonositokat is.)



1. 4bra. Ugyanaz az iranyitatlan graf grafikus (balra) és sziveges (jobbra)
abrazolassal.

(D—(2)
OO

2. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra) ab-
razolassal.

1 — 2.
2 —3;4.
3 — 1.

1.4. Szoveges abrazolas

Az iranyitatalan grafoknal L u —wvy;---;v,,."  azt jelenti, hogy a grafban

az u csticsnak szomszédai a vy, -+, vy, csicsok, azaz (u,vy,), -+, (U, Vy,)
¢lei a grafnak. (Ld. az 1. abrat!)

Az iradnyitott grafoknal pedig ,u — vy,,;--- ;v  azt jelenti, hogy
a grafban az u csiuesbol az (u,vy,), -+, (u, vy, ) irdnyitott élek indulnak ki,
azaz az u csics kozvetlen rakovetkezoi, vagy mas néven gyerekei a v,,, -+, vy,
csicsok. (Ld. a 2. abrat!)

k

1.5. Szomszédossagi matrixos (adjacency matrix), mas
néven csicsmatrixos reprezentacio

A szomszédossagi matrixos, vagy mas néven csucsmatrixos abrazolasnal a
G = (V, E) grafot (V = {vy,--- ,v,}) egy A/1 : bit[n,n] matrix reprezentalja,
ahol n = |V| a cstcsok szama, 1..n a csicsok sorszamai, azaz azonositd
indexei,

type bit is {0, 1}; és tetszoleges i, j € 1..n csucssorszamokra

A[Z,]] =1 < (UZ',’UJ') ek

Ali,j] =0 <= (v;,v;) ¢ E.
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A 3. abran lathato irdnyitott grafot példaul a mellette 1év6 bitmatrix
reprezentalja.

(O—(2)
@

3. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szomszédossagi matri-
x0s (jobbra) abrazolassal.

o DN
(el ew) el Il
OO O N
OO = O W
OO = O =

A featloban mindig nulldk vannak, mert csak egyszerid grafokkal foglal-
kozunk (amelyekben nincsenek hurokélek).

Vegyiik észre, hogy iranyitatlan esetben a szomszédossagi matrixos rep-
rezentacié mindig szimmetrikus, hiszen (v;,v;) € £ <= (vj,v;) € E.

Az 1. abrarél mar ismerGs iranyitatlan graf csicsmatrixos dbrazolasa a
szokasos a = 1,0 = 2, ¢ = 3,d = 4 megfeleltetéssel a 4. abran lathato.

(O—H2) A

1
0
1
1
0

—|—| o |
ol o~ —|w
olo|l~|lof

=W Do =

4. dbra. Ugyanaz az iranyitatlan graf grafikus (balra) és szomszédossagi mét-
rixos (jobbra) abrazolassal.

Az iranyftatlan grafoknal tehat tetszéleges v; és v; cstuicsokra Afi, j] = A[j, 1],
valamint A[i,i] = 0. Elég azért az alsoharomszog (vagy a felsGharomszog)
matrixot abrazolnunk, a f6atlé nélkiil, pl. sorfolytonosan. A ténylegesen
abrazolt alsoharomszog matrix igy egy elemet tartalmaz a 2. sorban, kett&t
a 3. sorban, ... (n — 1) elemet az utolsé sorban, ami

n® bit helyett csak 1 +2+---+(n—1)=n=*(n—1)/2 bit.

Az A matrix helyett tehat felvehetiink pl. egy B : bit[n x (n — 1)/2] t6mbot,
ami az a;; = A, j] jeloléssel az

<CL21, as1, @32, A41, A42, @43, . . ., Apl, - - - 7an(n71)>
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absztrakt sorozatot reprezentalja sorfolytonosan. Innét

Ali,j] = B[(i—1)%(i—2)/2+(j—1)  hai > j (az alsbharomszog métrixban)

Ali,jl = Alj,i] hai < j (A7, 7] a fels6haromszog matrixban)
Ali,i] = 0. (Ali, ] a f6atlon van)

Ha ui. meg szeretnénk hatérozni tetszéleges a;; = A[i, j], az alsoharomszog
matrixban taldlhato elem helyét a ténylegesen is létez6 B tombben, akkor
azt kell megszamolnunk, hogy hany elem elézi meg sorfolytonosan az a;;
elemet a B tombben. Mivel a B tombot nullatol indexeljiik, a;; indexe a
B-ben egyenl6 lesz az a;j-t megel6z6 elemek szaméaval. Az alsoharomszog
méatrixban az a;; elemet az alabbi elemek el6zik meg sorfolytonosan:

21

asi, as2

Q41, A42, 43

AG—1)1, A6E—1)25 5 Ai—1)(i—2)
Aily Ag25 =« 5 A1)

Ez pedig osszesen (14+2+3+---+(i—2))+(j—1) = (i—1)*(1—2)/2+(j—1)
elem.

A cstcsmatrixos (mas néven szomszédossagi matrixos) abrazolasnal ©(1) id6
alatt eldonthets a (v, v;) € E kérdés, igy olyan algoritmusoknal elényds, ahol
gyakori ez a miivelet.

Adott cstics (iranyitott grafoknal) gyerekeinek, vagy (iranyitatlan gré-
foknal) szomszédainak felsorolaséhoz viszont n lépésre van sziikségiink, ami
altaldban lényegesen tobb, mint ahdny gyerek vagy szomszéd ténylegesen van.

1.6. Szomszédossagi listas (adjacency list) reprezentacio

A szomszédossagi listds abrézolas hasonlit a szdveges reprezentacidhoz. A
G = (V,E) grafot (V ={vq, -+ ,v,}) az A/1 : Edge*[n] pointertémb

Edge
+v: N
+next : Edgex

segitségével abrazoljuk, ahol irdnyitatlan graf esetében a v; csics szomszéda-
inak sorszamait az A[i] S1L tartalmazza (i € 1..n). A v; cstcs szomszédainak
indexeit tehat az A[i] lista elemeinek v adattagjai tartalmazzak. Igy az A[i
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lista elemei a v; csticshoz kapcsolodd éleknek felelnek meg. Iranyitatlan gra-
fok esetén azért minden élet kétszer abrazolunk, hiszen ha pl. a v; csiicsnak
szomszédja v;, akkor a v; cstcsnak is szomszédja v;.

Iranyitott grafok esetén hasonlé a reprezentacio, de az Ali] S1L csak az v;
csucs gyerekeinek (més néven kozvetlen rakovetkezdinek) sorszamait tartal-
mazza (i € 1..n). Ilyen modon mindegyik élet csak egyszer kell abrazolnunk.
Egy példat lathatunk az 5. abran.

O—) 4

=2; All] = next =

%
A2 v =3; A[2] = next v =14
; A[2] = next — next =
A3l v=1; A3 > next=0
(4) A4=o
A
1| ——12]9]
[ | [
2 13] §—{4]9]
3 ——1]o]
4 O

5. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szomszédossagi listas
(jobbra) abrazolassal.

A szomszédossagi listas abrazolasnal S1L-ek helyett természetesen més-
fajta listdkat is alkalmazhatunk.

A szomszédossagi listas abrazolasnal a (v;,v;) € E kérdés eldéntéséhez meg
kell keresniink a j indexet az A[i] listan, igy olyan algoritmusoknéal, ahol gya-
kori ez a miivelet, lehet, hogy érdemes inkdbb a csticsmatrixos reprezentaciot
valasztani.

Adott csues (irdnyitott grafoknal) gyerekeinek, vagy (iranyitatlan grafok-
nal) szomszédainak felsorolasahoz viszont pontosan annyi lépésre van sziik-
ségiink, mint ahany gyerek vagy szomszéd ténylegesen van. Mivel ebben
a jegyzetben a legtobb grafalgoritmusnak ez a leggyakoribb miivelete, ezt
a reprezentaciot gyakran elényben részesitjiik a cstcsmatrixos abrazolassal
szemben.
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1.7. Szamitogépes grafabrazolasok tarigénye

A tovabbiakban a G = (V, F) graf cstucsainak szamat n = |V|, éleinek szamat
pedig m = |E| fogja jeldlni. Vilagos, hogy 0 < m < nx* (n — 1) < n?, igy
m € O(n?).

A ritka grdfokat az m € O(n), mig a siri grdfokat az m € ©(n?) ossze-
fiiggéssel jellemezziik.

1.7.1. Szomszédossagi matrixok

A szomszédossagi matrixos (mas néven cstcsméatrixos) abrazolas tarigénye
alapesetben n? bit. Iranyitatlan grafoknal, csak az alsbharomszoég matrixot
tarolva, n % (n — 1)/2 bit. Mivel n x (n — 1)/2 € ©(n?), az aszimptotikus
tarigény mindkeét esetben ©(n?).

1.7.2. Szomszédossagi listak

Szomszédossagi listas reprezenticional a pointertomb n db mutatobol all, a
szomszédossagi listaknak pedig 6sszesen m vagy 2 * m elemiik van, aszerint,
hogy a graf iranyitott vagy iranyitatlan. Ezért az aszimptotikus tarigény
mindkét esetben O(n + m).

Ritka grafoknal (amik a gyakorlati alkalmazasok tobbségénél siirtin for-
dulnak elg) m € O(n) miatt ©(n +m) = ©(n), ami azt jelenti, hogy ritka
grafokra a szomszédosséagi listas reprezentacio tarigénye aszimptotikusan ki-
sebb, mint a csicsméatrixosé.

Stirt grafoknal viszont m € ©(n?) miatt O(n + m) = O(n?), azaz szom-
szédossagi listas és a csicsmatrixos reprezentacid tarigénye aszimptotikusan
ekvivalens.

Teljes grafoknal a szomszédossagi listaknak osszesen nx(n—1) elemiik van,
és egy-egy listaelem sok bitbdl all. Teljes vagy kozel teljes grafoknal tehat a
szomszédossagi listas abrazolas tényleges tarigénye jelentGsen nagyobb lehet,
mint a cstcsmatrixosé, ahol a matrix egy-egy eleme akar egyetlen biten is
elfér.
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2. Az absztrakt halmaz, az absztrakt sorozat és
az absztrakt grdf tipus

A halmazok és sorozatok leirasahoz bevezetiink két tipuskonstruktort: Ha T
tetszbleges tipus, akkor

- T{} jeloli T tipusi elemek tetszGleges, véges halmazat, és

- T() jeloli T tipust elemek tetszéleges, véges sorozatat.

A halmazokra a matematikaban szokasos halmazmiveleteken kiviil még ér-
telmezziik az  uw from S  miveletet, ahol S tetsz&leges nemiires halmaz.
Ennek hatasara kivalasztjuk az S halmaz egy tetszéleges elemét, u-nak ér-
tékiil adjuk, majd eltavolitjuk S-bél. Az iires halmazt 6nmagaban allo {}
jeloli.

A sorozatokat a matematikdban szokisos moédon, egytsl indexeljiik, és az
indexet also indexként jeloljiik, tovabba,

-ha  w,v:T(), akkoraz wu+wv kifejezés a konkatenaljukat jeldli;

- () bnmagéban az iires sorozat.

Mint altalaban a strukturalt tipust valtozokat, a halmaz és a sorozat tipu-
st valtozokat is deklaralni kell. Feltessziik, hogy az s : J()  deklaracio
hatéséra s iires sorozattal inicializalodik, illetve a  h : T{}  deklaracio
hatasara h iires halmazzal inicializalodik. Ha a zardjelek kozott megadunk
— pontosvesszdkkel elvalasztva — néhany T tipusi elemet, akkor a halmaz
illetve sorozat a deklaracio kiértékel6dése utan ezeket fogja tartalmazni.

A grafok absztrakt algoritmusainak leirasahoz bevezetjiik a V' (vertex, azaz
csics) absztrakt tipust. A V lesz a grafok cstucsainak absztrakt tipusa. Ez
egy olyan elemi tipus, amelyben mindegyik csicshoz tetszélegesen sok, névvel
jelolt cimke tarsithato, és mindegyik cimkéhez tartozik valamilyen érték.

Ezek az értékkel biro cimkék tulajdonképpen a cstcsokon értelmezett par-
cialis fliggvények, amelyek az absztrakt algoritmusokban kozonséges értékado
utasitasokkal hozhatok létre, és ezekkel is modosithatok. Ha mar 1éteznek,
akkor hatéaskoriik és lathatosaguk is a teljes absztrakt program, és az abszt-
rakt algoritmus futasanak végéig élnek.

A v csicshoz tartozoé name cimkeértéket name(v) jeloli. Ha tehat végre-
hajtjuk a name(v) := x értékadast, akkor a v csics name cimkéjének értéke
x lesz. Mésképp fogalmazva, a name cimke (azaz a V halmazon értelmezett
parcidlis fiiggvény) a name(v) := z értékadassal a v csticsnal az z értéket
veszi fel.
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AV halmazt az algoritmusok implementaciéiban legtobbszor az N halmaz
reprezentalja, egy n csicsu graf csiucsait pedig egyszertien az 1..n vagy a
0..(n—1) halmaz, attol fiiggGen, hogy a tomboket egytdsl vagy nullatol kezdve
indexeljiik. A cimkéket ui. gyakran tombok reprezentaljak. Emiatt viszont a
lathatosaguk, a hataskoriik és az élettertamuk is korlatozott. Az ebbdl fakado
problémékat az absztrakt algoritmus implementalasakor kell megoldani.

Az értékkel bir6 cimkék mellett hasznalni fogunk egyszert cimkéket is,
amikor a grafok csicsaihoz és/vagy éleihez egyszerii szamértékeket vagy ne-
veket tarsitunk.

Most méar minden készen &ll az élek (&) és élsulyozatlan absztrakt grafok (G)
lefrasahoz. Gyakorlati megfontolashol elegendé az egyszeri grafokra szorit-
koznunk, amelyek nem tartalmaznak sem parhuzamos, sem hurokéleket.

&
+ u,v: VY

g

+ V:V{}

+E:E{} /) ECV XV \{(u,u):ueV} // edges
+A: V=2V /) Au)={veV|(uv) € E}

// A(u) = the adjacent vertices of vertex w.

Az egyes grafalgoritmusoknal a graf-objektumoknak tipikusan vagy csak az
E, vagy csak az A attributuméara fogunk hivatkozni. Az A hivatkozasok
esetén a szomszédossagi listas grafreprezentacio az alapértelmezett (ami azért
adott esetben megvaltoztathato), mig az E hivatkozasok esetében ez tovabbi
megfontolas targya.
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3. Elemi grafalgoritmusok (|2] 22)

Elemi grafalgoritmusok alatt élsilyozatlan grafokon értelmezett algoritmuso-
kat értiink. Elstlyozatlan grafokban tetszéleges tit hossza egyszerten az ut
mentén érintett élek szama. Az algoritmusok témakorben szokésos fogalmak
szerint az ut tartalmazhat kort. Ha a grafban tetszéleges u és v csiicsokra az
(u,v) élt megkiilonboztetjik a (v,u) éltdl, irdnyitott grafrdl beszéliink. Az
irdnyitatlan grdfokban viszont ezeket definicio szerint egyenlGknek tekintjiik.

Ebben a fejezetben a két alapalgoritmust és ezek néhény alkalmazésat
targyaljuk.

3.1. A szélességi keresés (BFS: Breadth-first Search)

Ezt az algoritmust iranyitott és iranyitatlan grafokra is értelmezziik. Meg-

hatarozzuk a start csicsbol (s) a graf minden, s-bél elérhetd csucséba a

legkevesebb élet tartalmazo utat (ha tobb ilyen van, akkor az egyiket). El-

silyozatlan grafokban ezeket tekintjiik az s-b6l indulo legrévidebb, vagy mas

néven optimdlis utaknak. A csicsok fontosabb cimkéi:

d — a megtalalt Gttal hany élen keresztiil jutunk a csticsba, és

7 — melyik cstcsbol jutunk kozvetleniil a cstucsba (ki a sziilgje).

Ha az u csics s-bol nem érhetd el, akkor d(u) = oo és w(u) = © lesz. Ezen-

kiviil 7(s) = © is igaz lesz, ami azt jeloli, hogy a legrévidebb s ~~ s 1t csak

az s csucsot tartalmazza, nincs benne él, és ezért s-nek sziilGje sincs.
Hasznalni fogunk még egy color nevii cimkét is, aminek az értéke nem

befolyasolja a program futasat, ezért a ra vonatkozo6 utasitasok az algorit-

musbol elhagyhatok; csak szemléletes tartalmuk van:

- a fehér cstcsokat a grafbejaras/keresés még nem talalta meg;

- a sziirke cstcsokat mar megtalalta, de még nem dolgozta fel;

- a fekete cstcsokkal viszont mar nincs tovabbi tennivaléja.
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(BFS(G: G ;s:V))
[

Vue G.V
d(u) :=00;7(u) =0

[color(u) := white]

d(s) :== 0 ; [color(s) := grey]
Q : Queue ; Q.add(s)
—Q.isEmpty()

u = Q.rem()
Vo € G.A(u)

SKIP

Az els6 ciklust végrahajtva a graf minden csicsara az d(u) = oo (ami azt
jelenti, hogy még egyik csicsot sem értiik el), és ennek megfelelGen 7(u) = ©
lesz?!.

Az s start (mas néven source, azaz forras) cstcsra azonban tudjuk, hogy
d(s) = 0 az optimélis s ~» s it hossza®. Azok a csiicsok, amiket mar elértiink,
de még a gyerekeiket nem néztiik meg, a () sorba keriilnek, igy most az elején
s is.

A mésodik, azaz a {6 ciklus tehat addig fut, amig van mar elért, de még
fel nem dolgozott csics. Fz elGszor az u = s csticsot veszi ki, és mindegyik
gyerekére bedllitja, hogy s-bdl egy lépésben (azaz egyetlen élen keresztiil)
elérhetd, a sziiléje s,® és bekeriilnek a sorba.*

Most a sorban azok az u csicsok vannak, akik s-bél egy lépésben elér-
het6k. A {6 ciklus ezeket egyesével kiveszi, megtalalja azokat a v csicsokat,
akik s-bdl minimum két 1épésben (azaz két élen keresztiil) érhetdk el (hiszen
ezek azoknak a gyerekei, akik egy lépésben elérhetsk), beallitja a d(v) = 2 és

Yvalamint color(u) = white]

[és ezzel el is kezdtiik az s feldolgozasat, igy color(s) = grey lett]
3[sziirkére szinezi Sket]

4[Végiil s-et feketére szinezi, mert mar befejezte ezt a cstcsot.]

M
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m(v) = u értékeket a sziiljiiknek megfeleléen,® és bekeriilnek a sor végére®.
Ha valamelyik v gyerekcstcsra az (u,v) él feldolgozasakor mar d(v) # oo,
akkor ez a csiics mar korabbrol ismert?, igy d(v) € {0, 1,2}, ezért az tjon-
nan v-be talalt 4t ennél biztosan nem révidebb, és a BFS algoritmus ennek
megfelelGen figyelmen kiviil is hagyja (1d. az elagazést).

Mire a BFS az Gsszes, s-bdl egy 1épésben elérhets, azaz d = 1 tavolsagra
léve cstucsot kiveszi a sorbdl és kiterjeszti, azaz a bel6le kimend éleket is
feldolgozza, a sorban az s-b6l minimum két lépésben elérhets, azaz d = 2
tavolsagra 16ve csucsok maradnak. Mikozben ezeket dolgozza fel, azaz kiveszi
a sorbol és kiterjeszti Gket, az s-t6l d = 3 tavolsagra lévd csiicsok keriilnek a
sor végére. Ennélfogva, mire a BFS a feldolgozza az s-t6l d = 2 tavolsagra
levé cstucsokat, a sorban éppen a d = 3 tavolsagra lévék maradnak, és igy
tovabb.

Altalaban, mikor a sort mar az s-t61 k tavolsagra levs csiicsok alkotjak, meg-
kezd&dik azoknak a feldolgozasa. Kozben az s-t6l d = k + 1 tévolsagra 1évé
cstcsokat taldljuk meg, bedllitjuk a cimkéiket és a sor végére tessziik Gket.
Mire az s-t6l k tavolsagra levs csicsokat feldolgozzuk, a sort mar az s-tél
k + 1 tavolsagra levd csicsok alkotjak stb.

Azt mondjuk, hogy az s-t6l k tavolsagra levé csicsok vannak a graf k-adik
szintjén. Igy a BFS a grafot szintenként jarja be, elgszor a nulladik szintet,
aztan az els6t, majd a méasodikat stb. Minden szintet teljesen feldolgoz,
miel6tt a kovetkezére 1épne, kozben pedig éppen a kovetkezd szinten leve
cstucsokat taldlja meg. Innét jonnek a szélességi bejdrds és a szélességi keresés
elnevezések.

Mivel a graf véges, végiil nem lesz mar k + 1 tavolsagra levs cstcs, @ kiiiriil
és a BFS megall. Azokat a cstcsok, amelyek s-bél elérheték, az algoritmus
valamelyik szinten meg is talalja, és megfelelGen bedllitja a d és a 7 cimkéiket
is. A tobbi cstics tehat s-bél nem érhets el. Ezekre d = oo és m = © marad.®

3.1. Feladat. A BFS algoritmusdban milyen, az eldgazds ,,d(v) = oo” felté-
telével ekvivalens feltételt tudndnk adni? Miért?

3.1.1. A szélességi fa (Breadth-first Tree)

A BFS minden s-bdl elérhetd, de téle kiillonb6zo csiicsra, annak 7w cimkéjével
hivatkozik annak sziilgjére, az s-bdl a csucsba vezetd (a BFS altal megha-

[sziirkére szinezi Gket]

[majd a sziil6jiiket feketére szinezi, mert azt mar befejezte]

[mér nem fehér, hanem sziirke vagy fekete]

Az s-b6l elérhets csicsok tehat végiil feketék lesznek, mig a tobbiek fehérek
maradnak.|

5
6

-3

*l
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tarozott) legrovidebb tton. Természetesen tobb csicsnak is lehet ugyanaz a
sziilGje, a sziilgcsucs viszont a BEFS altal meghatarozott legrovidebb utakon
egyértelm.

Az s-bdl elérhets csucsok 7 hivatkozésai tehat egy altalanos fat definial-
nak, aminek a gyokere s, és ennek megfelelGen 7(s) = ©. Ezt a fat szélességi
fanak és legrovidebb utak fdjdnak is nevezziik, mivel — forditott irdnyban —
mindegyik, az s-bdl elérhet6 cstucsra a BE'S altal meghatarozott legrovidebb
utakat tartalmazza.

Vilagos, hogy ez a forditott d4brazolas azért célszerti, mert minden cstics-
nak legfeljebb egy sziilGje, viszont tobb gyereke is lehet, igy tehat tomorebb
abrazolas érhetd el.

3.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G grdfra mdr lefutott a szélességi BFS(G, s)
algoritmus. Irja meg a printShortestPathTo(v) rekurziv eljdrdst, ami kiirja
az s-bdl v-be vezetd (a BFS dltal kiszamolt) legrovidebb utat, feltéve, hogy
s-bdl v elérhetd!

Vegyiik észre, hogy az eldbbi eldfeltétellel nincs sziikségiink az s paramé-

terre! Az algoritmus ne haszndljon seqéd adatszerkezetet!
MT(d) € ©(d), ahol d = d(v).

3.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G grdfra mdr lefutott a szélességi BFS(G, s)
algoritmus. Irja meg a printShortestPathTo(v) nemrekurziv eljdrdst, ami
kitrja az s-bél v-be vezetd (a BFS dltal kiszamolt) legrovidebb utat, feltéve,
hogy s-bdl v elérhetd!

Vegyiik észre, hogy az eldbbi eldfeltétellel nincs szikségiink az s paramé-
terre! Milyen adatszerkezettel vdltotta ki a rekurziot?

MT(d) € ©(d), ahol d = d(v).

3.4. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G grdfra mdr lefutott a szélességi BFS(G, s)
algoritmus. Irja meg a printShortestPath(s,v) eljdrdst, ami kiirja az s-bél
v-be vezetd (a BFS dltal kiszamolt) legrévidebb utat, ha s-bdl v elérhets! Kii-
lonben a kiirds azt adja meg, hogy melyik csicsbdl melyik nem érhetd el!

MT(d) € ©(d), ahol d = d(v), ha s-bdl v elérhetd; kilonben d = 1.

3.1.2. A szélességi keresés szemléltetése

A 6. abran lathato grafra szemléltetjiik a BFS miikodését, az alabbi tablazat
segitségével, ahol most ;2”7 a start csics. Az 0j csticsok természetesen mindig
a sor végére keriilnek.

Most is és a késGbbiekben is, indeterminisztikus esetekben a kisebb indexii
csucsot részesitjiik elényben. (Ez a leggyengébb szabdly, de a zarthelyiken,
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N R a — b.
%@ b ¢ b—c;e.
c —e.
d — a.
X, e — d.
d & f f—c;e.
6. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra) ab-

razolassal (s = a).

vizsgékon is elvarjuk, hogy tartsak be.) Alabb pl. ez akkor érvényesiil, amikor
a ,b” csics gyerekeit ,c,e” sorrendben tessziik be a sorba.

d valtozasai kiter- Q : 7 valtozasai
a|b | c|d| e | f | jesztett Queue |a | b|lc|d|e|f
0| oo |oo|oo|oo]| oo csics: d (a) OO |0 |06

1 a:0 (b) a
2 2 b:1 (c,e) b b
c:2 (e)
3 e:2 (d) e
d:3 ()
0| 12|32 |occ|vegsbddeésmérteckek | ©| a|b|e|b|O

@)
b

7. dbra. A 6. abrarol ismerds graf szélességi faja, ha s = a.

Most pedig a 8. dbran lathatd grafra szemléltetjiik a BFS mikodését, az
alabbi tablazat segitségével, ahol most ,f” a start csics.
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a—b;d.

b-c;d.
c—e;f
d—e.
e —f.

8. abra. Ugyanaz az iranyitatlan graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra)
abréazolassal (s = f).

d valtozasai kiter- Q : 7 valtozasai
a | b|c|d]|e]|f]| jesztett Queu alblc|d]e]|f
00 | 0o [ oo | oo | oo | 0] csics: d (1) OO |0 |0
1 1 f:0 (c,e) f f
2 c:1 (e, b) c
2 e:l (b,d) e

3 b:2 (d,a) | b
d:2 (a)
a:3 ()

3121112 |1]|0|végs6désmeértékek | b|c | f|e | f|O

3 2 1
(a)—( g%
2 1 0

9. abra. A 8. dbrardl ismerss graf szélességi faja, ha s = f.

3.1.3. A szélességi keresés hatékonysaga

A grafalgoritmusokban a tovabbiakban is a szokasos n = |G.V| és m = |G.E|
jeloléseket hasznaljuk.

Az els6, az inicializal6 ciklus n-szer iterdl. A masodik, a f6 ciklus annyi-
szor iteral, ahany csucs elérhetd s-b6l (6nmagét is szamitva), ami legfeljebb
szintén n, minimum 1.
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Ennek megfelelGen, iranyitott grafoknél a belss ciklus legfeljebb m-szer
iteral osszesen (ha s-b6l mindegyik csiics elérhetd, akkor minden él sorra ke-
riil), irAnyitatlan grafoknal pedig bels6 ciklus legfeljebb 2m-szer iterél 6ssze-
sen (ha s-bdl mindegyik cstics elérhetd, akkor minden él sorra keriil mindkét
iranybol). Az is lehetséges viszont, hogy a belsd ciklus egyszer sem iteral (ha
s-bdl nem megy ki egyetlen él sem).

Osszefoglalva: MT(n,m) € ©(n +m) és mT(n,m) € O(n).

3.1.4. A szélességi keresés implementicidja szomszédossagi listas
és szomszédossagi matrixos grafdbrazolas esetén

A G = (V, E) grafrol foltessziik, hogy V = {vy, -+ ,v,}, ahol n € N, azaz
a graf csicsait egyértelmtien azonositjak az 1..n sorszdmok. Az absztrakt v;
cstcsokat tgy abrazoljuk, hogy d és m cimkéinek megfeleltetjiik a d/1,7/1 :
N[n| tomboket, ahol d(v;) reprezentacioja d[i] és m(v;) reprezentacioja m[i].
A color cimkék reprezentalasa felesleges. A © reprezentacidja lehet példaul
a 0 szamerték: pl. w[s] = 0 absztrakt jelentése m(vs) = ©. Mivel a szélességi
keresésnél n csicst grafon tetszéleges csicshoz vezetd at hossza legfeljebb
n—1, ami egyben a véges d-értékek maximuma, a oo helyett hasznalhatjuk
pl. az n szamot.

3.5. Feladat. [rja meg a BFS(A/1: Edge* [n] ; s:1.n ; d/1,7/1: N[n])
eljardast, ami a szélességi keresés implementdcidja szomszédossdgi listds (1.6)
grafabrdzolds esetére. Ugyelien arra, hogy az absztrakt algoritmus hatékony-
sdagdnak aszimptotikus nagysdgrendje megmaradjon!

3.6. Feladat. Irja meg a BFS(A/1 : bit[n,n] ;s:1.n;d/1,7/1:N[n]) eljd-
rdst, ami a szélességi keresés implementdcidja szomszédossdgi mdatrizos (1.5)
grdafabrdzolds esetére. Tarthato-e az absztrakt algoritmus hatékonysdgdanak
aszimptotikus nagysdgrendje? Ha nem, hogyan vdltozik?

3.2. A mélységi keresés (DFS: Depth-first Search)

Meélységi bejarasnak (Depth-first Traversal) vagy mélységi grafbejarasnak is
nevezik, mivel a graf Gsszes cstcsat és élét érinti.

Ebben a jegyzetben csak egyszeri iranyitott grafokra értelmezziik. Fehér
cstcs: érintetlen, sziirke cstcs: belGle elérhetd cstcsokat jarunk be éppen,
fekete csiics: befejeztiik.
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DFS(G : G) (DFvisit(G : G ; u: V ; &time : N))
[

Yue G.V d(u) := + + time ; color(u) := grey
color(u) := white Vv € G.A(u)
time := 0 color(v) = white
Vre GV m(v) == u color(v) = grey
color(r) = white DFvisit | backEdge
. SKIP
7(r) =0 SKID (G, v, time) (u,v)
DFvisit(G, r, time) f(u) := + + time ; color(u) := black

d(u) : elérési id6 (discovery time) /  f(u) : befejezési id6 (finishing time)

3.2.1. Mélységi feszité erdé (Depth-first forest)

Mindegyik, a DF'S eljarasbol inditott DFvisit egy-egy mélységi fat szamol ki.
Ezek egyiitt adjak a mélységi feszitd erdot.

r € G.V egy mélységi fa gyokere <= 7(r) =0

(u,v) € G.E egy mélységi fa éle < u = 7(v)
3.2.2. Az élek osztalyozasa (Classification of edges)

3.7. Definicio. A grdf éleinek osztilyozdsa:

(u,v) fa-él (tree edge) <= (u,v) valamelyik mélységi fa eqyik éle.
(A fa-élek mentén jarjuk be a grdfot.)

(u,v) vissza-él (back edge) <= v azu dse eqy mélységi faban.

(u,v) elére-él (forward edge) <= (u,v) nem fa-él, de v az u leszirmazottja
eqy mélységi faban.

(u,v) kereszt-él (cross edge) <= wu és v két olyan csics, amelyek ugyan-
annak a mélységi fanak két kilonbozd dgdn vannak, vagy két kilonbozd
mélységi faban taldlhatok.

3.8. Tétel. A grdf éleinek felismerése:
A mélységi bejardas sordn tetszéleges (u,v) él feldolgozasakor az él a kivetkezd
kritériumok alapjan osztdlyozhato.

(u,v) fa-él (tree edge) <= a v csics még fehér.

(u,v) vissza-él (back edge) <= a v csics éppen sziirke.
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(u,v) eldre-él (forward edge) <= a v csics mar fekete N\ d(u) < d(v).
(u,v) kereszt-¢l (cross edge) <= a v cstics mar fekete A d(u) > d(v).

3.9. Feladat. A mélységi bejdrds sordn miért nem fordulhat eld, hogy az
(u,v) €l feldolgozdsakor d(u) = d(v) ¢ Milyen feltételekkel fordulhatna ez
eld? Hogyan kellene ekkor kiegésziteni a 3.7. definiciot gy, hogy a 3.8. tétel
meqgfogalmazdsdn ne kelljen modositani?

3.2.3. A mélységi bejaras szemléltetése

A 10. abran lathato graf mélységi bejarasat szemléltetjiik. A bejaras indeter-
minisztikus abban, hogy az egyes ciklusokban a csicsokat milyen sorrendben
veszi sorra. Ezt a szemléltetésben tgy fogjuk feloldani, hogy a csiicsokat abé-
cé rendben, illetve indexek szerint monoton névekvéen dolgozzuk fel. (Ennek
a konvencionak a betartésa az Osszes grafalgoritmus esetében, a zh-kon és a
vizsgakon is elvaras.)

A csucsok felett illetve alatt olvashato d/f alaka cimkék a cstcs eléré-
si/befejezési idejét (discovery/finishing time) mutatjak. A fa-éleket dupla
szaru nyillal, a nemfa-éleket pedig a megfelelg cimkékkel jeleztiik: V:vissza-
él, E:el6re-él, K:kereszt-él.

a —Kb\ —@ a—b;e.
b—c;e.
d — a.
e —c;d.

d )« e ) f f—c;e.

10. abra. Ugyanaz az iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges (jobbra)
abrazolassal.

A 11. abran kdvethet6 a graf mélységi bejarasa. A bejaras eredménye, a
mélységi feszité erdd két mélységi fabol all: az egyiknek az a csics a gyo-
kere és elérési sorrendben b, c, e és d a tovabbi csiicsai, a méasik csak az f
gyokércstcsbol all.

A mélységi bejaras (DFS) az els6 mélységi vizittel (DFvisit) és ennek megfele-
16en az elsé mélységi fa épitésével kezdddik. [Nemiires graf mélységi bejarasa
mindig egy vagy toébb mélységi vizitbél all, és ennek megfelel szamu mély-
ségi fat épit fel: ezekbdl all majd a mélységi feszitG erds. Ennek fai lefedik
az Osszes csicsot, és egymastol diszjunktak.]
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11. abra. A 10. dbran lathato graf mélységi bejarasa.

Alfabetikus konvencionk alapjan az els6 mélységi vizitet és egyben az
elsG mélységi fa épitését az a cstcsnal, mint gyokércsicsnal kezdjiik time =
1 id6vel. Az id§ szamlalé mindig akkor 1ép egyet, amikor elériink, vagy
befejeziink egy csicsot. Azok a csicsok fehérek, amelyeket még nem értiink
el. Azok sziirkék, amelyeket méar elértiink, de még nem fejeztiink be. Azok
feketék, amelyeket mar befejeztiink. ElGszor tehat az 0sszes cstcs fehér volt,
de most az a csticsnak bedllitottuk az elérési idejét és sziirkére szinesztiik.
Az a cstcs gyerekei a b és az e csicsok. Alfabetikus konvenciénkat kovetve
a b felé megyiink tovabb. A b csiics még fehér, igy az (a,b) él fa-él lesz.
(Ld. a 3.8. tételt!) Ha kijeloliink egy fa-élt, mindig tovabb is lépiink abba a
csticsba, amibe mutat.

Most time = 2 id&vel elértiik a b csticsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziikk. Gyerekei a c és e csiicsok. A c csiucs felé folytatjuk a
bejarast. Mivel ¢ még fehér, (b,c) fa-él lesz.

Most time = 3 id6vel elértiik a ¢ cstcsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. Mivel nincs gyereke, time = 4 idével befejezziik, beallit-
juk a befejezési idejét és feketére szinezziik, majd visszalépiink a bele mutato
fa-élen az éppen épiilé mélységi faban a sziilgjébe, ami a b cstcs.

A b csicsnak van még egy cimkézetlen kimeng éle, a (b,e). Ez fehér
csucsba mutat, igy (b,e) fa-él lesz.

Most teme = 5 idGvel elértiik az e csticsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. Két kimeng éliink van, az (e,c) és az (e,d). El6szor az
(e,c) élet dolgozzuk fel. Ez fekete (azaz befejezett) csticsba mutat, aminek az
elérési ideje kisebb, mint az e csucsé, igy (e,c) élet kereszt-élnek cimkézziik.
(Ld. a 3.8. tételt!) Ha nemfa-élt talalunk, sosem lépiink tovabb az altala hi-
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vatkozott csucsba. [A kereszt-élnek és az el6re-élnek megfelel§ cimkézést nem
talalhatjuk meg az algoritmus struktogramjaban: ez csak a szemléltetéshez
tartozik.] Masodszor az (e,d) élet dolgozzuk fel. Ez fehér csticsba mutat, igy
az (e,d) fa-¢l lesz.

Most time = 6 id&vel elértiik a d cstcsot, beallitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. A d csicsnak egy kimend éle van, a (d,a). Ez sziirke,
azaz elért, de még befejezetlen csicsba mutat, igy (d,a) vissza-él lesz. (Ld.
a 3.8. tételt!) [Vegyiik észre, hogy ha vissza-élt talalunk, egytttal iranyitott
kort is talaltunk a grafban! (Ld. a 3.7. definiciot!)]

A d cstcsnak nincs tobb kimend éle, igy time = 7 id6vel befejezziik,
beallitjuk a befejezési idejét és feketére szinezziik, majd visszalépiink a bele
mutato fa-élen az éppen épiil6 mélységi faban a sziilgjébe, ami az e cstcs.

Az e cstucsnak sincs mar cimkézetlen, azaz feldolgozatlan kimeng éle, igy
time = 8 id6vel befejezziik, beallitjuk a befejezési idejét és feketére szinezziik,
majd visszalépiink a bele mutat6 fa-élen az éppen épiil6 mélységi faban a
sziil6jébe, ami a b cstcs.

A b cstcsnak sincs mar cimkézetlen kimend éle, igy time = 9 id6vel befe-
jezziik, beallitjuk a befejezési idejét és feketére szinezziik, majd visszalépiink
a bele mutato fa-élen az éppen épiilé mélységi fiban a sziilGjébe, ami az a
CsSUcs.

Az a csticsnak még cimkézetlen az (a,e) kimend éle, ami az e fekete
csticsba mutat. Ennek az elérési ideje nagyobb, mint az a csticsnak, tehat az
(a,e) élt elore-élnek cimkeézziik. (Ld. a 3.8. tételt!)

Az a cstcsnak nincs mar cimkézetlen, azaz feldolgozatlan kimend éle, igy
time = 10 id6vel befejezziik, beéllitjuk a befejezési idejét, feketére szinezziik,
és ezzel befejezziik az a gyokércsicsi mélységi fa épitését.

Ezzel visszalépiink a DFvisit eljarasbol a DFS eljarasba. Ujabb fehér
csucsot keresiink. [Vegyiik észre, hogy ezen a ponton csak fehér és fekete
csucsokat talalhatunk, sziirkéket nem!] Sorra vessziik a b, ¢, d, e csucsokat,
amelyek mindegyike fekete mar, majd megtalaljuk az f csticsot, ami még
fehér. Fzt beallitjuk a masodik mélységi fa gyokércsicsdnak, majd innét
inditjuk a kévetkezd mélységi vizitet.

Most time = 11 id6vel elértiik az f cstucsot, bedllitjuk az elérési idejét és
sziirkére szinezziik. Az f csticsnak két kimend éle van, az (f,c) és az (f,e).
Elgszor az (f,c) élet dolgozzuk fel. Ez fekete (azaz befejezett) csticsba mutat,
aminek az elérési ideje kisebb, mint az f csicsé, igy az (f,c) élet kereszt-élnek
cimkézziik. Hasonloan jarunk el az (f,e) éllel.

Ezutén az f cstcsnak sincs mar cimkézetlen, azaz feldolgozatlan kimend
éle, igy time = 12 id6vel befejezziik, bedllitjuk a befejezési idejét, feketére
szinezziik, és ezzel befejezziik az f gyOkércstucsi mélységi fa épitését.

Visszalépiink a DFvisit eljarasbol a DFS eljarasba. Ujabb fehér cstcsot
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keresiink, de nincs mar tobb csics, amit megvizsgalhatnank. Befejezddik
tehat a mélységi bejaras, és vele egyiitt a mélységi feszité erdd létrehozasa.

3.2.4. A mélységi keresés futasi ideje

A szokasos n = |G.V| és m = |G.E| jelolésekkel a DFS mindkét ciklusa n-
szer fut le. Mindegyik cstucsra, amikor elGszor érjiik el, azaz, amikor még
fehér, pontosan egyszer, 0sszesen n-szer hivodik meg a DFvisit rekurziv elja-
ras. A DFvisit ciklusa mindegyik cstcsra annyit iterdl, amennyi a kimeneti
fokszama. Ez a ciklus tehat a graf éleit dolgozza fel, mindegyiket egyszer.
Ennélfogva Osszesen m iteraciot végez. A DFS csak egyszer hivodik meg.
Feltessziik most, hogy a backEdge eljaras mindegyik végrehajtésa csak meg-
jelol egy vissza-élet, igy ©(1) miveletigényi, és miiveletigénye hozzavehet
az 6t meghivo ciklusiteraciééhoz.

Pontosan 3n+m+1 lépést szamolhatunk 6ssze. Ebbd6l a mélységi keresésre
MT(n),mT(n) € O(n+m).

3.2.5. A DAG tulajdonsag eldontése

3.10. Definici6. A G irdnyitott grdf akkor DAG (Directed Acyclic Graph =
kérmentes iranyitott grdf), ha nem tartalmaz irdnyitott kort.

A DAG-ok a grafok fontos osztéalyat képezik: sok hasznos algorimus DAG-
ot var a bemenetén, igy az input ellendrzése is sziikséges lehet. (Ld. pl. a
topologikus rendezést (3.2.6) és a DAG legrovidebb utak egy forrdsbol algorit-
must!)

Vilagos, hogy amennyiben a mélységi bejaras egy (u,v) vissza-élet talal,
azzal irdnyitott kort is talalt a grafban, mert ekkor a vissza-él a definici6ja
szerint egy mélységi faban az u csics egyik Gse a v csics, és a v-b6l u-ba
vezet, fa-élekbdl allo ut az (u,v) éllel egyiitt iranyitott kort alkot.

Bebizonyithat6, hogy ha a G iranyitott graf nem DAG, azaz iranyitott
kort tartalmaz, akkor a DFS fog vissza-élet, és ezzel iranyitott kort taldlni
[2]. [Az viszont nem garantalt, hogy az Osszes iranyitott kort megtalalja.
Konnyt olyan grafot taldlni, ahol nem talalja meg az Gsszes irdnyitott kort,
mert ugyanaz a vissza-él tobb iranyitott kornek is a része lehet.]

3.11. Feladat. Rajzoljon olyan hdrom csicsi, négy éli egyszerid grdfot,
amelyben két egyszerd irdnyitott kor van, és a DFS lehet, hogy megtalilja
mindkettdt, de lehet, hogy csak az eqyiket! Indokolja is az dllitdsdt!

A fentiekbdl adodik a kovetkezs tétel.
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3.12. Tétel. A G irdnyitott grif DAG <= a mélységi bejdrds nem taldl
G-ben vissza-élet.

Ha o DFS taldl egy (u,v) vissza-élet, akkor az (u,n(u), n(m(u)),...,v,u)
csucssorozat visszafelé olvasva eqyszerd iranyitott kort ad.

A fenti tétel alapjan a backEdge eljaras akar ki is nyomtathatja a megta-
1alt iranyitott kort. Ebben az esetben a maximalis futasi ideje nyilvan ©(n)
lesz. (SzélsGséges esetben a megtalalt irdanyitott korok kinyomtatésa akar
meg is nodvelheti a mélységi bejaras miiveletigényének aszimptotikus nagy-
sarendjét.)

3.13. Feladat. Irja meg a backFEdge(u,v) eljirds struktogramjdt abban az
esetben, ha ennek"feladata a megtalalt irdnyitott kor explicit, j0l olvashato
megjelenitése is! Ugyeljen a ©(n) mazimdlis midveletigényre!

3.14. Feladat. Adja meg irdnyitott grifok egy olyan sorozatdt, amelyekre
m € O(n), és igy alapesetben MTpps(n,m) € O(n), de ha a backEdge eljd-
rasba az iranyitott korok kinyomtatdsdt is beleértjik, akkor ezen a grdfsoro-
zaton a DFS mazimdlis miveletigénye Q(n?) lesz! Indokolja is az dllitdsdt!

3.15. Feladat. Mddositsa a mélységi bejdrds algoritmusdt gy, hogy irdnyi-
tatlan grafokon tudjunk vele kort keresni! Hogyan ismerjik fel a vissza-éleket?
[Irdanyitatlan grdfban, ha (u,v) fa-€l, vildigos, hogy (v,u) nem lehet vissza-é€l,
mert (v,u) = (u,v).] Mi a helyzet az eldre- és a kereszt-élekkel?

3.2.6. Topologikus rendezés

3.16. Definicib. Irdnyitott grdf topologikus rendezése alatt a grdaf csiucsainak
olyan sorba rendezését értjik, amelyben minden él eqy-eqy késdbb jovd csicsba
(szemléletesen: balrdl jobbra) mutat.

Ugyanannak a grafnak lehet egynél tbb topologikus rendezése, mint a 12.
abra mutatja.

3.17. Tétel. Tetszdleges irdnyitott grifnak pontosan akkor van topologikus
rendezése, ha nincs irdnyitott kor a grafban, azaz a grif DAG.

Bizonyitas.

= Ha van iranyitott kor a grafban, jelolje (uy, ug, ..., ug, ur) ! Ekkor egy
tetszoleges topologikus rendezésben w; utan jon valahol wuy, az utén
valahol ug, és igy tovabb, végiil is u; utan jon ug, és up utdn u,, ami
ellentmondas. Tehat ekkor nincs topologikus rendezés (a graf cstcsain).
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12. dbra. Ugyanaz a DAG haromféleképpen lerajzolva: balra a szokisos mo-
don abrazolva, jobbra pedig a csticsokat kétféleképpen, topologikus rendezé-
siiknek megfelelGen sorba rakva.

< Ha nincs iranyitott kor a grafban, akkor nyilvan van olyan cstics, aminek
nincs megel6z§je. Ha vesziink egy megeléz6vel nem rendelkezd csticsot,
és toroljiik a grafbol, akkor a maradék grafban nem keletkezik irdnyi-
tott kor, lesz megint legalabb egy olyan, amelyiknek nincs megel6z6je.
Sorban a torolt csticsok adjak a topologikus rendezést.

O
A topologikus rendezést végrehajthatjuk példaul az iranyitott graf mély-
ségi bejarasa segitségével.

Tetszbleges DAG-ra a topologikus rendezés algoritmusa:

El6szor 1étrehozunk egy iires vermet, majd végrehajtuk graf mélységi
bejarasat tgy, hogy valahanyszor befejeziink egy csticsot, a verem tetejére
tessziik. Végiil a verem tartalmat kiolvasva megkapjuk a graf csicsainak
topologikus rendezését.

Vegyiik észre, hogy ez az algoritmus képes elendrizni a sajat eléfeltételét!
Ha ugyanis a DFS vissza-¢lt talal, akkor a graf irdnyitott kort tartalmaz, és
az algoritmus eredménye az, hogy nincs topologikus rendezés. (Ilyenkor a
verem tartalma nem hasznalhato fel.)

Az algoritmus végrehajtasara a 13. 4bran lathatunk egy példat.

A topologikus rendezés egy kézenfekvs alkalmazasa az un. egygépes tite-
mezési probléma megoldasa: A csucsok (munka)folyamatok, az élek a koztiik
léve rakdvetkezési kényszerek, és a folyamatokat ezeknek megfelelGen kell
sorba rakni.

3.18. Feladat. Irja meg (1) a mélységi keresés és (2) a topologikus rende-

zést struktogramjdt (A) szomszédossdgi listds és (B) szomszédossdgi mdtrizos
grdafabrdzoldasok esetén! Mit tud mondani az algoritmusok hatékonysdgdrol?
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13. abra. A DAG topologikus rendezésésében a csicsok a befejezési idsk
szerint szigortian monoton csokkenden jelennek meg. Igy a fenti grafra a DFS
a szokésos alfabetikus konvenciéval a kovetkez6 topologikus rendezést adja:
(f,a,b,e,d,c). Vegyiik észre, hogy ha az algoritmus indeterminizmusat mas
konvencié mentén oldanank fel, gyakran az el6bbit6l kiilénb6z6 topologikus
rendezést kapnank!

3.19. Feladat. Vegyiik észre, hogy a 3.17. tétel bizonyitdsanak mdsodik fele
algoritmusként is értelmezhetd! Irja meqg ennek alapjin a topologikus rende-
zés eqy, a DFS-tdl figgetlen struktogramjdat! Hogyan lehetne az input graf
lebontdsdt O(n) munkatdr segitségével elkerilni? Mit tud mondani az algo-
ritmus hatékonysdgdrol? Ez az algoritmus hogyan fog viselkedni, ha a grdf
irdnyitott kort tartalmaz?
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