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1. Elstlyozott grafok és abrazolasaik ([2] 22)

1.1. Definicié. Elstlyozott graf alatt eqy G = (V, E) grdfot értiink a w :
E — R sulyfiggvénnyel, ahol V' a csicsok (vertices) tetszdleges, véges hal-
maza, E CV x V\{(u,u) : u €V} az élek (edges) halmaza.

A w : E — R minden egyes élhez hozzdrendeli annak sulyat, mds né-
ven hosszat, illetve koltségét. (Az élsuly, élhossz és élkoltség elnevezések
szinonimdk. )

1.2. Definicié. Elsulyozott grdfban tetszdleges it hossza, mds néven koltsé-
ge, illetve sulya az it mentén taldlhato élek dsszsilya. Hasonldképpen tetszd-
leges grdf/fa silya az élei sulyainak dsszege.

1.1. Grafikus abrazolas

Az éleket sulyukkal cimkézziik.

1-2,2:3 1.
2-3,0;4,-1.

1. abra. Ugyanaz az élsulyozott iranyitatlan graf grafikus (balra) és szoveges
(jobbra) abrazolassal.

a— b, 2.
b—c¢c 0;d,-1.
c— a, l.

2. abra. Ugyanaz az élsulyozott iranyitott graf grafikus (balra) és szoveges
(jobbra) abrazolassal.



1.2. Szoveges abrazolas

Az iranyitatalan grafokndl ,u — vy, Wy 0 Uy, Wy, azt jelenti, hogy
(U, V), -+ 5 (u,vy,) élel a grafnak, sorban w(w,vy,) = wy,, -+, w(u, vy, ) =
wy, stlyokkal. (Ld. az 1. abrat!)

Az irdnyitott grafoknal pedig ,u — Uy, Wy, ;0 Oy, Wy, azt je-
lenti, hogy a gratban az u csicsbol az (u,vy,),- -, (u,v,,) irdnyitott élek
indulnak ki, most is sorban w(u,v,,) = wy,, -+, w(u, v,,) = w,, silyokkal.

(Ld. a 2. abrat!)

1.3. Szomszédossagi matrixos (adjacency matrix), mas
néven csicsmatrixos reprezentacid

A szomszédossagi matrixos, vagy méas néven cstcsmatrixos abrazolasnal a
G = (V,FE) grafot a w : F — R sulyfiggvénnyel (V = {vy, -+ ,v,}) egy
A/1 : Ry[n,n] matrix reprezentalja, ahol n = |V| a csucsok szama, 1.n a
cstcsok sorszamai, és tetszoleges 7,7 € 1..n csticssorszamokra

A[Z,j} = ’UJ(’Ui,Uj) <~ (’Ui,Uj) ek

Ali,i] =0
Ali,jl=00 <= (vi,v) ¢ ENi #j
A 3. dbran lathato iranyitott grafot példaul a mellette 16v6 szomszédossagi

matrix reprezentalja.

Al 1121|314
1] 0] 2 |o0|
2100|010 |-1
3|11 o] 0 ]o0
4 |oo|oo|oo| 0

3. abra. Ugyanaz az élsulyozott, iranyitott graf grafikus (balra) és szomszé-
dossagi matrixos (jobbra) abrazolassal.

A f6atloban mindig nulldk vannak, mert csak egyszert grafokkal foglal-
kozunk (amelyekben nincsenek hurokélek), és tetszéleges csicsbol énmaga
kozvetleniil, nulla koltségti titon érhetd el.

Vegyiik észre, hogy iranyitatlan esetben a szomszédossagi méatrixos rep-
rezentacio mindig szimmetrikus, ui. (v;, v;) € E esetén (vj,v;) = (v;,v;) € E.

Az 1. Abrarol mar ismerds iranyitatlan graf csicsméatrixos abrazolasa a 4.
abran lathato.



Al 1 ]2] 3|4
1]0]2]1 ]
2121010 -1
311100 |0
4 oo |-1]0c0]| O

4. abra. Ugyanaz az élstlyozott, irdnyitatlan graf grafikus (balra) és szom-
szédossagi matrixos (jobbra) abrazolassal.

1.4. Szomszédossagi listas (adjacency list) reprezentacio

A szomszédossagi listds abrézolas hasonlit a szdveges reprezentacidhoz. A
G = (V,FE) grafot a w : E — R stlyfiiggvénnyel (V = {vy, - ,v,}) az
A : Edge*[n] pointertémb segitségével abrazoljuk, ahol az Edge tipus a ko-
vetkezG.

Edge
+v:N
+w: R
+next : Edgex

A next és a v attributumok szerepe ugyanaz, mint az élstlyozatlan gréafok-
nal, w pedig a megfelels él silya. Az élsulyozatlan grafokhoz hasonléan az
élsilyozott grafoknél is: iranyitatlan grafok esetén minden élet kétszer dbré-
zolunk, iranyitott grafok esetén csak egyszer. Elsulyozott, iranyitott grafra
lathatunk példat az 5. 4bran.

1.5. Elstlyozott grafabrazolasok tarigénye

1.5.1. Szomszédossagi matrixok

Tarigényiik hasonldéan szamolhato, mint élstilyozatlan esetben. Feltéve, hogy
egy valos szamot egy gépi szoban tarolunk, a szomszédossagi matrixos (mas
néven csticsmatrixos) abrazolas tarigénye alapesetben n? szo. Iranyitatlan

grafoknal, csak az alsoharomszog matrixot tarolva, n * (n — 1)/2 sz6. Mivel
n* (n—1)/2 € ©(n?), az aszimptotikus tarigény mindkét esetben ©(n?).

1.5.2. Szomszédossagi listak

Mindegyik élben eggyel tébb mez& van, mint az élstlyozatlan esetben. Ez az
aszimptotikus tarigényt nyilvan nem befolyasolja.



—v=2;Al] 2w=06; A[l] = next =0
—v=3;A2 »w=0; A2] - next - v=4
| = next - w=—1; A2] = next = next =0
—v=1;A3] 2w=>5; A3] = next =0

I
@

40

5. abra. Ugyanaz az élsulyozott, iranyitott graf grafikus (balra) és szomszé-
dosségi listas (jobbra) abrazolassal.

1.6. Elstlyozott grafok absztrakt osztalya

Gu

+ V:V{}

+E:&{} /) ECV xV\{(u,u):ueV}
+A: V=2V /) Alu)={veV|(uv) € E}
// A(u) = the adjacent vertices of vertex u.

+ w: E — R // weights of edges




2. Minimalis feszitéfak (|2] 23)

a—b, 2;d, 4.
b—c,4;d,5;e, 3.
c—e, 1;1f 5.
d—e, 1.

e —f, 2.

6. abra. Osszefiiggs, élstlyozott, iranyitatlan graf. A csticsok pl. varosok, az
élek lehetséges Osszekottetések, a megépitésiik koltségeivel. A lehets legki-
sebb épitési koltséggel szeretnénk elérni, hogy tetszdleges varoshol barmelyik
mésikba el lehessen jutni.

A 6. abran megfogalmazott (és még sok méas hasonlo) feladat megoldasa
céljabol definidljuk a minimdlis feszitéfa (MST = Minimum Spanning Tree)
fogalmat. Ebben a fejezetben tetsz6leges Osszefiiggd, iranyitatlan, élsilyozott
graf minimdlis feszitdfdjdat keressiik. (Az élstulyok negativak is lehetnek.)

2.1. Definicié. A G = (V, E) irdnyitatlan grif feszité erdeje a T = (V, F)
grdf, ha F C E, valamint T (irdnyitatlan) erdd (azaz T olyan irdnyitatlan
grdf, aminek mindeqyik komponense iranyitatlan fa, a fdak pdaronként diszjunk-
tak, és eqyiitt éppen lefedik a G csucshalmazat).

2.2. Definicié. A G = (V, E) irdnyitatlan, dsszefiiggd grif feszitéfaja a T =
(V,F) grif, ha F C E, és T (irdnyitatlan) fa.

2.3. Definicié. Amennyiben G = (V| E) élsilyozott grif (fa, erdd stb.) a
w: E — R sulyfiggvénnyel, akkor a G silya az élei silyainak 6sszege:

ecE

2.4. Definicioé. A G irdnyitatlan, dsszefiiggd, élsilyozott grdf minimélis fe-
szit6faja (minimum spanning tree: MST) T, ha T a G feszitéfija, és G
barmely T' feszitdfajara w(T) < w(T").

2.1. Egy altalanos médszer

Az alabbi altalanos modszer az A = {} iires élhalmazbol indul, és ezt ugy
béviti Gjabb és jabb élekkel, hogy A végig a G Osszefiiggs, iranyitatlan, él-
silyozott graf valamelyik minimélis feszit6faja élhalmazanak a részhalmaza
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marad: Eppen az igy valasztott éleket nevezziik az A élhalmazra nézve biz-
tonsdgosnak (safe for A). Amikor az élek szama eléri a |G.V|—1 értéket, az
A sziikségszeriien feszitéfa, és igy minimaélis feszitéfa is lesz.

@enMST(G :Gw ;s A 5{}D
[
A={};k=]|GV|-1
// k edges must be added to A

k>0
find an edge (u,v) that is safe for A
A=AU{(u,v)}; k——

2.5. Definicid. Tegyiik fel, hogy G = (V, E) élsilyozott, irdnyitatlan, dssze-
fliggd grif, és A C a G valamelyik minimadlis feszitdfdaja élhalmazdinak! Ekkor
az (u,v) € E él biztonsagosan hozzavehets az A élhalmazhoz (safe for A),
ha (u,v) ¢ A és AU {(u,v)} C a G valamelyik (az el6zdvel nem okvetleniil
egyezd) minimdlis feszitdfdja élhalmazdinak.

2.6. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy G = (V, E) élsilyozott, irdnyitatlan,
osszefiiggd graf! Ha eqy kezdetben tires A élhalmazt ijabb és tjabb biztonsd-
gosan hozzdvehetd éllel bovitink, akkor |G.V|—1 bévités utan éppen a G eqyik
minimalis feszitdfajdat kapjuk meg.

A kérdés most az, hogyan tudunk mindig biztonsagos élet valasztani az
A élhalmazhoz. Ehhez lesz sziikségiink az alabbi fogalmakra és tételre.

2.7. Definicié. Ha G = (V,E) grif és {} € S C V, akkor a G grdfon
(S, V\S) egy vagas.

2.8. Definicié. G = (V, E) grdfon az (u,v) € E él keresztezi az (S,V'\5)
vagast, ha (u € SAveV\S)V (ue V\SAveS).

2.9. Definicié. G = (V, E) élsilyozott grafon az (u,v) € E konnyt él az
(S, V\S) vagasban, ha (u,v) keresztezi a vagdst, és¥(p,q), a vdgdst keresztezd
élre w(u,v) < w(p,q).

2.10. Definicié. A G = (V, E) grifban az A C E élhalmazt elkeriili az
(S, V\S) vagas, ha az A egyetlen éle sem keresztezi a vdgdst.

2.11. Tétel. Ha a G = (V, E) irdnyitatlan, dsszefiiggd, élsilyozott grdfon
(1) A részhalmaza a G valamelyik minimdlis feszitdfdja élhalmazdnak,

(2) az (S,V\S) vdgds elkeriili az A élhalmazt, és

(3) az (u,v) € E konnyt él az (S,V\S) vagasban,

= az (u,v) €l biztonsdgosan hozzdvehetd az A élhalmazhoz.
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Bizonyitas. (u,v) ¢ A, ui. (u,v) keresztezi az A-t elkeriil§ vagast.

Legyen T' = (V,Tg) olyan MST, amire A C Tg

a, (u,v) € Ty = készen vagyunk.

b, (u,v) ¢ Tg esetén megjegyezzik, hogy T feszit6fa, tehat T-ben el lehet
jutni u-bol v-be, és a T-ben az u-bol a v-be vezetd Ut egyértelmi. Akkor
ezen az Uton van olyan él, ami keresztezi az (S, V'\S) vagast. Legyen (p,q)
egy ilyen él! Ekkor w(p,q) > w(u,v) A (p,q) ¢ A. A (p,q) él torlésével a
T MST szétesik (azaz két fabol allo feszits erdd” lesz, az egyik faban az u,
a masikban a v csticesal), de ha az eredményhez az (u,v) élet hozzavessziik,
akkor az igy adodd T" djra feszit6fa lesz:

T =T\ (p,q) U (u,v). Akkor w(T") = w(T) — w(p,q) + w(u,v) < w(T)
viszont mivel T MST volt, w(T") > w(T'), azaz w(T") = w(T), és T" is MST
kell, hogy legyen. [

Az el6bbi tétel segitségével mar modszeresen tudunk minimalis feszit6fat
épiteni. Jejoljiik a grafban dupla vonallal az A élhalmaz elemeit!

Az alabbi példaban minden lépésben valasztunk egy A-t elkeriils vagast,
majd ebben egy kdnny(d élt, amit hozzavesziink A-hoz. A hozzavétel ered-
ménye a kovetkezd lépés kiinduld pontja.

Kezdetben A = {}, igy barme-
lyik vagas jo. Valasszuk pl. az
({a,b,c}, {d,e, f}) vagast! Eb-
ben (¢, e) a konnyt, tehéat biz-
tonsagos ¢él. Vegyiik hozza A-
hoz!

Most A = {(c,e)}. Ezt elke-
riilli pl. az ({a, f},{b,c,d,e})
vagas, amiben (a,b) és (e, f) a
konnyt, tehat biztonsagos élek.
Valasszuk pl. (a,b)-t!

Most A = {(a,b), (c,e)}. Ezt
elkeriili pl. az ({a,b,c,d, e}, {f})
vagas, amiben (e, f) a kénnyti,
tehat biztonsagos él.
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Most A = {(a,b), (c,e), (e, f)}.
Bzt elkeriili pl. az
({a,b},{c,d,e, f}) vagas, ami-
ben (b, e) a konnyt, tehéat biz-
tonsagos él.

A= {(CL, b)? (bv 6), (07 6)7 (67 f>}
Ezt egyediil az

({a,b,c,e, f},{d}) vagas keriili
el, amiben (d, e) a konny, tehat
biztonségos él.

A = {(a,b),(b,e), (c,e), (d,e), (e, f)}-
|A| =5 = |G.V|—1, tehat A egy mi-
nimalis feszitéfa (MST) élhalmaza.

A fenti modszer még nem tekinthets szigord értelemben vett algoritmus-
nak, mert nem adtuk meg, hogyan valasszunk ki az A halmazt elkeriil¢ va-
gést, és abban konnyt élt. A kovetkez§ alfejezetekben ismertetendé Kruskal
és Prim algoritmusok éppen ezt teszik, mégpedig

O(mxlgn),

tehat nagyon jo maximalis miveletigénnyel. (Mint mindig, n a graf csi-
csainak, m pedig az éleinek szama.) Erdekes modon egyik sem adja meg
az A-t elkerill6 vagast expliciten, a vagasban (az egyik) konnyt élt viszont
igen. Ilyen modon, mivel lokdlisan optimalizalnak, mindkettG moho algorit-
mus. A 2.11. tétel szerint viszont a moho6sag most kifizet6dik, azaz mindkét
algoritmus minimalis feszit6fat szamol.

2.12. Feladat. Adjon meg olyan 3 csicsi, dsszefiiggd irdnyitatlan, élsilyo-
zott grdfot, amelynek pontosan 2 minimalis feszitdfdja van. Hdny feszitdfdja
van dsszesen? Adjon olyan & csucsiu grdfot, amelynek 3 minimdlis feszitdfa-
ja van! Létezik olyan 3 csicsu grdf, aminek hdromndl tobb feszitéfdja van?
(Grdf alatt, mint mindig, most is egyszerd grdafot értink.)
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2.2. Kruskal algoritmusa

Kruskal algoritmusa a G = (V, E) graf éleit a stlyuk (hosszuk) szerint mono-
ton novekven veszi sorba. Azokat az éleket eldobja, amelyek az A bizonyos
éleivel egyiitt kort képeznének. A tobbit hozzaveszi A-hoz. Az explicit korke-
resés azonban nem lenne hatékony, mert minden egyes e élre bejarast kellene
inditani a (V, AU{e}) grafon. Ehelyett a kovetkez6 definicion és invaridnson
alapulé megoldashoz folyamodunk.

2.13. Definicié. A G = (V, E) grdf feszits erdeje a (V, A) grdf, ha eqymdstdl
diszjunkt fakbdl, mint komponensekbsl dll, és A C E. (Két fa egymdstol
diszjunkt, ha nincs kozds csicsuk [és igy kozos élik sem)|.)

A Kruskal algoritmus invariansa, hogy (V, A) a« G = (V, E) dsszefiiggd,
irdnyitatlan, élsulyozott graf feszitd erdeje, és A részhalmaza a G valamelyik
minimalis feszitéfaja élhalmazdnak.

Kruskal algoritmusa: A = {}-val indulunk, ami azt jelenti, hogy a
kezdeti feszitG erds fai a G = (V, E) graf egycsucsu fai. A G graf éleit
a silyuk (hosszuk) szerint monoton névekvien vessziik sorba, és
tetszGleges élet pontosan akkor vesziink hozza A-hoz, ha a (V) A)
erdd két fajat koti Ossze (azaz nem egy fan belil fut, és igy nem zar be
egyetlen kort sem). Ezért minden egyes él hozzavételével eggyel csokken az
erd6 fainak szdma, de tovabbra is feszité erd6t alkotnak. Mivel G 6sszefiiggd,
barmelyik két fa kozott van at, igy el6bb-utobb Osszekapcsolodnak és mér
csak egy T fabol all az erdd, T feszit6fa. A fenti invarians miatt a 7' élhalmaza
részhalmaza valamelyik M minimélis feszitéfa élhalmazanak. A G minden
feszit6fajanak |V|—1 éle van, igy a T' és M élhalmaza megegyezik. Mindkettd
csticshalmaza V', tehat T = M, azaz T minimaélis feszit&fa.

Kérdés még, hogy a fenti invarians miért igaz. Kezdetben a (V, A) gy feszits
erdd, hogy A = {}, tehat A részhalmaza a G barmelyik minimalis feszit6faja
élhalmazanak, azaz az invarians igaz.

Tekintsiink most az algoritmus futisa soran egy olyan pillanatot, amikor
az invarians még igaz, és egy tjabb e élet késziiliink megvizsgalni. Belatjuk,
hogy az invarians az e él feldolgozésa utan is igaz marad.

Ha e a jelenlegi feszité erd6 valamelyik fajan beliil fut, eldobjuk, a feszit6
erd6 nem valtozik és az invarians igaz marad.

Ha e a jelenlegi feszit6 erdd két fajat koti dssze, legyen S az egyik fa cstics-
halmaza, és tekintsiik az (5, V'\S) vagast, ami nyilvan elkeriili A-t. Ekkor e
konnyi él a vigasban [mert a G graf éleit a sulyuk (hosszuk) szerint mono-
ton novekvGen vessziik sorba, tehat az aktualis élnél kisebb stlyt éleket mar
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korabban feldolgoztuk, igy ezek vagy benne vannak A-ban, vagy nincsenek
benne A-ban, de a (V) A) feszitG erdd egyik fajanak két cstucsat kotik Gssze,
ezért eldobtuk 6Gket]. Teljesiilnek tehat a 2.11. tétel feltételei. Ennélfogva
e biztonsdgosan hozzavehetd A-hoz, és hozza is vessziik. A fentiek szerint
tehat az invaridns ebben az esetben is igaz marad.

a—Db,0;d,2;e, 2.
b—c, 1;e 1;:f 2.

c—f, 3.
d —e, 0.
e — f, 2.

7. abra. Osszefiiggs, élstlyozott, iranyitatlan graf

2.14. Példa. Szemléltessiik Kruskal algoritmusdt a 7. dbrdn ldthatd grafon!

Az MST szoveges abrazolasa:

a—b, 0.
b-c,1;e,1;f 2.
d—e, 0.

8. abra. A 7. abrarol ismerds grafon a kapott minimalis feszitéfa (MST) éleit
dupla vonallal jel6ltiik. Az élsily mellett vagy alatt jeloltiik bekarikazva az
él feldolgozasanak sorszamat. Az 5. és a 6. 1épésben az élt nem vettiik hozzza
a feszit6 erd6hoz mert a két végpontja mar ugyanabban a faban volt. Az e-f
és a cf éleket nem dolgoztuk fel, mert a feszité erd6 a 7. 1épés utdn mér
csak egy fabol all, ami a keresett MST. Alabb tablazattal is szemléltetjiik
az algoritmust. A komponenseket a feszitGerdd fai cstcsainak sztringjeivel
jeloltiik. Az indeterminisztikus esetekben alfabetikus sorrendet alkalmaztunk.
Ez az élek leirasara is vonatkozik (pl. nem b-a, hanem a-b él).

lépés | komponensek | él | biztonsagos?
@) |a, b,c,d e f|alb +
@) ab,c,d, e, f | dZe +
3) ab, c,de,f | btc +
abc, de, f | bLe +
G, abcde, f a>d —
abcde, f ate —
@ abcde, f b2f +
- abcdef - -
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(Kruskal( G : G, ; A: €{}) : N)
I
Yoe GV

makeSet(v) // a spanning forest of single vertices is formed
A={}; k:=|GV]|

// k is the number of components of the spanning forest

// let Q be a minimum priority queue of G.E by weight G.w :
Q : minPrQ(G.E, G.w)
k> 1A =Q.isEmpty()
e: £ := Q.remMin()
x := findSet(e.u) ; y := findSet(e.v)
TFY
A:= AuU{e} ; union(z,y) ; k — — SKIP

return k

Mint lathato, ez az algoritmus kivételesen ellenérzi”, hogy G Osszefiiggd-e.
Ha ugyanis Osszefiiggs, k = 1 értékkel tér vissza. Ha nem, k > 1 lesz.

A miiveletigény-szamitast azzal a feltételezéssel végezziik el, hogy a
makeSet(v) és a union(z,y) eljarasok futasi ideje ©(1), a findSet(v) fligg-
vényé pedig O(logn). E feltételezések jogossigat a 2.2.1. alfejezetben iga-
zoljuk. Feltessziik még, hogy a () prioritasos sort binaris kupaccal valésitjuk
meg. Igy, mivel a graf éleit taroljuk benne, inicializasasa ©(m), remMin()
miivelete pedig O(logm) id6t igényel.

Az els§ ciklus miiveletigénye az el6z6 bekezdés alapjan ©(n), a két ciklus
kozti részé pedig ©(m). Az e := @Q.remMin() utasitas O(logm) futasi ideje
egyben O(logn), mivel G Osszefiiggs és irdnyitatlan, és igy n — 1 < m <
n*(n—1)/2 < n? amibdl (logn) — 1 < log(n — 1) < logm < logn? =
2 x logn, azaz (logn) — 1 < logm < 2 % logn, tehat logm € O(logn),
ahonnét ©(logm) = O(logn), kivetkezdleg O(logm) = O(logn). Az ,x =
findSet(e.u) ; y := findSet(e.v)” utasitasoké a feltevésiink szerint szintén
O(logn), az elagazasé pedig ©(1). A {6 ciklus egy iterdcioja tehat maga is
O(logn) id&t igényel, és mivel legfeljebb m-szer iteral, a teljes miiveletigénye
O(m *logn). Ezt aszimptotikus értelemben mar nem moédositja a {6 ciklust
megel6z6 inicializalasok nala nagysagrenddel kisebb ©(n + m) futési ideje.

2.15. Feladat. Hogyan tudnd kifinomultabban értelmezni azt az esetet, ha a
Kruskal algoritmus k > 1 értékkel tér vissza? Mit jelent a k értéke dltald-
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ban? Tudna-e értelmet tulajdonitani a Kruskal algoritmus dltal kiszamolt A
élhalmaznak, ha végil k > 1 értéket ad vissza?

2.16. Feladat. Implementdlja a Kruskal algoritmust az elméleti O(mlgn)
mazximdlis miveletigény megtartdsdval!

2.2.1. A Kruskal algoritmus halmazmiveletei

A fentiekben feltételeztiik, hogy a makeSet(v) és a union(x, y) eljarasok futési
ideje O(1), a findSet(v) fliggvényé pedig O(logn). A tablazatos szemlélte-
tésbdl nyilvanvald, hogy az élek kezelése mellett nem sziikséges még a feszit6
erdd fait is expliciten reprezentélni, elég a fak (a feszité erdd komponen-
sei) csiicshalmazait megfelel§ adatszerkezettel abrazolni. Ezeknek az adat-
szerkezetnek a kezelésére vonatkozik tehat az elébb felsorolt harom miivelet,
amelyeknek a kivant hatékonysagi megvalositasa nemtrivialis. A klasszikus
megoldas az n, “Uni6-Holvan” adatszerkezet (disjoint-set data structure),
aminek a segitségével a graf cstcsait diszjunkt komponensekbe osztalyozhat-
juk, ahol a komponensek lefedik a graf teljes csticshalmazat. Az adatszerke-
zetet a fenti harom miivelettel kezeljiik. Mindegyik cstiicshalmaznak van egy
reprezentans eleme, ami azonositja a cstcshalmazt.

e A makeSet(v) eljaras ©(1) miiveletigénnyel létrehoz egy egyelemt hal-
mazt, ami csak a v csicsot tartalmazza.

e A findSet(v) fiiggvény O(logn) miiveletigénnyel meghatarozza a v csi-
csot tartalmazé komponens reprezentans elemét.

e A union(z,y) eljaras ©(1) miiveletigénnyel uniozza az x és az y csucsok
altal reprezentalt diszjunkt halmazokat, és beallitja az 0j halmaz rep-
rezentans elemét. A helyes miikddés el6feltétele, hogy x és y két kiilén-
b6z6 halmazt reprezentdlnak. A mi megvalositasunkban a union(z,y)
eljaras végrehatasa utan az eredetileg nagyobb komponens reprezentans
eleme lesz az egyesitett halmazt reprezentald csics.

A csicshalmazokat a reprezentans elemiik felé iranyitott fakkal abrazoljuk.
Ezért mindegyik csticsnak van egy m cimkéje, aminek értéke az & sziilGje,
kivéve az iranyitott fak gyodkércsicsait; tetszéleges r gyokércsicsra viszont
7(r) =r, s(r) pedig az r-hez tartoz6 fa mérete. (A fakban a gyokércsicstol
kiilénb6z6 csticsok s cimkéje érdektelen.) Igy mindegyik iranyitatlan fat a
neki megfelel§ irdnyitott fa gyokércsicsaval azonositjuk be. Az iranyitatlan
feszitGerds nyilvantartasahoz tehat egy maésik, iranyitott erdést is kezeliink.
Az iranyitatlan feszitGerd6 minden egyes (iranyitatlan) fajanak megfelel az
iranyitott erdd egy (irdnyitott) fija, aminek ugyanaz a csticshalmaza, az
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irdnyitott és az iranyitatlan fa élhalmaza viszont altaldban, iranyitastol elte-
kintve is kiilonb6z6. A fentieknek megfelelGen adédnak a kovetkezd strukto-
gramok.

@ndSet(v V) V)

m(v) £ v union(z,y : V)
makeSet(v : V)
~(0) — S(@) < 5()
w0) =v | [findSet(r(v)) | "X | T =y ) =2
s(v) =1 return 7(v) s(y)+=s(z) | s(x)+=s(y)

Mint lathato, a makeSet(v) miivelet a graf v csticsabol egyelemi iranyitott
fat képez. (Ezt a Kruskal algoritmus kezdetén a graf mindegyik csticsara
meghivjuk.)

A findSet(v) fliggvény megallapitja, hogy a v cstics melyik irdnyitatlan faban
van, azaz megkeresi a csiicsot tartalmazoé iranyitott fa gyokércsicsdt. Kézben
a v csdcs és mindegyik Gse m mutatojat a gyokércsicsra allitja. Ezzel azok a
késébbi findSet(z) hivasok, amelyekre az ©— gydkércsics ut most révidebb
lett, hatékonyabbak lesznek. Ez tn. spekulativ munka, ami a tapasztalatok
szerint, nagy grafokon altalaban kifizet&dik.

9. abra. Gyokeriik (f) felé iranyitott fak. Pl w(d)—e, m(e)—f, w(f)—f. Fent
a findSet(a) fiiggvényhivas egy lehetséges inputja, lent ugyanennek a fiigg-
vényhivasnak a mellékhatasa. (A hivas az f csticesal tér vissza.)
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Pl. tegyiik fel, hogy adott a 9. 4bran lathato felsg iranyitott fa, ahol a gyokér-
cstcs Onmagara mutatd pointerének berajzolasatol eltekintettiink. Ha erre a
fara végrehajtjuk a findSet(a) fliggvényhivast, ez az f csicesal tér vissza,
mellékhatasa pedig az dbra also részén lathato eredménnyel modositja a fat.

Arrol, hogy ez a heurisztikusnak tiné wtrdvidités, nagy grafokra tényleges
hatékonysdgnovekedést hoz magéval, az ,,Uj Algoritmusok” [2] kényvben rész-
letes elemzés olvashatd. Az alabbi hatékonysagelemzésnél eltekintiink az it-
roviditésbdl eredS hatékonysdgndvekedéstdl. Célunkat az igy adodod pontatla-
nabb fels6 becslésekkel is elérjiik.

Annak megfelel6en, hogy a Kruskal algoritmusban az ,z := findSet(e.u) ;
y := findSet(e.v)” utasitasok az e él két végpontjahoz tartozd gyokércsiucsokat
hatérozzék meg, a union(x,y) mivelet késGbb a megfelels iranyitott fak gyo-
kércstcsait koti Ossze, feltéve, hogy = # y. A fenti mddszerrel a union(z,y)
miivelet a kisebb méreti iranyitott fa gydkerét a nagyobb gyotkere ala koti be.
(Egyenls méretek esetén mindegy, hogy x vagy y lesz az uj gyokér.) Alabb
belatjuk, hogy ezzel a modszerrel sosem lesz az egyes fik magassaga nagyobb,
mint a méretiik kettes alapu logaritmusa. (Ld. a 2.17. tulajdonsagot!) Ebbdl
pedig kozvetleniil kovetkezik az, hogy a findSet(v) fiiggvény miiveletigénye
O(logn), ahol n = |G.V|. A union() miivelet hataséra a 10. &bran lathatunk
példat.

@—>@ s(c)=2
DD

10. 4bra. A union(c,f) eljarashivas inputja (fent) és outputja (lent).

I

(DO -
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2.17. Tulajdonsag. A makeSet(v) és a union(xr,y) eljardisok hatdsdra lél-
rejovd, gyokércsicsuk felé irdnyitott fak magassdga sosem lesz nagyobb, mint
a méretik kettes alapi logaritmusa, azaz, ha v egqy ilyen fa gyokércsicsa, s(r)
a mérete és h(r) a magassdga, akkor logs(r) > h(r).

union(x,y : V)

makeSet(v : V)

s(x) < s(y)
m(v) :==w m(x):=y m(y) ==z
S(0) =1 )= () | s@)t=s0)

Bizonyitas. A makeSet(v) eljaras egy csucsu, nulla magassagi fakat hoz
létre, és log1l = 0, tehat a bizonyitand6 tulajdonsag kezdetben igaz. Ele-
gendd belatni, hogy a union(x,y) eljaras is tartja a fenti egyenlGtlenséget.
Legyen r a union(x,y) eljaras hatasara létrejovs fa gyokere! Feltehets, hogy
az eljarashivas el6tt logs(x) > h(z) Alogs(y) > h(y). Azt kell belatnunk,
hogy a union(z,y) eljarashivas utan logs(r) > h(r). Felteheté még, hogy
s(z) > s(y). Ekkor az x gyokércstics ala csatoljuk be az y gyokércsicsot, igy
h(r) = max(h(x), h(y) + 1). Két eset van.

e h(z) > h(y) = h(r) = h(z) A s(r) > s(z) = logs(r) > logs(z) >
h(z) = h(r) = logs(r) > h(r)

o hx) < h(y) = hr) = hy) + LA s(r) = s(z) +s(y) = 2+ s(y) =
10(%%;?(?‘) > log(2* s(y)) = 1+1logs(y) > 1+ h(y) = h(r) = logs(r) >
h(r).

Most belatjuk a Kruskal algoritmus miiveletigény-szamitasaval kapcsolatos
feltételezések jogossagat, azaz, hogy a makeSet(v) és a union(zx,y) eljarasok
futési ideje ©(1), a findSet(v) fiiggvényé pedig O(logn).

Jelolje ez utobbihoz h a v csticsot tartalmazoé iranyitott fa magassigat, s
pedig a méretét! A findSet(v) fiiggvény miiveletigénye nyilvan O(h). Més-
részt a 2.17. tulajdonsag alapjan h < logs. Ezeket az s < n egyenl6t-
lenséggel Gsszevetve a findSet(v) fiiggvény futési ideje durva felsé becsléssel
O(logn). A makeSet(v) és a union(x,y) miiveleteké pedig ©(1), hiszen sem
ciklust, sem eljarashivast nem tartalmaznak. Ezzel a Kruskal algoritmus
miiveletigény-szamitasaval kapcsolatos feltételezések jogossagat belattuk.
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2.2.2. A Kruskal algoritmus tablazatos szemléltetése a halmazmii-
veletekkel egyiitt

A 11. dbran lathato grafra szemléltetjiik a 8. Abranél részletesebb modon a
Kruskal algoritmus miikodését, az aldbbi tablazat segitségével. Az algoritmus
altal kezelt feszit6 erdd fainak csticshalmazait a megel6z6, 2.2.1. alfejezetben
ismertetett modon, a gyokeriik felé iranyitott fak segitségével reprezentaljuk.
Az alabbi tipusa tablazatos illusztracioknal mindig feltessziik, hogy a graf
cstcsait az a,...,z betiik azonositjak.

a—b,-1:d,2;e,?2.
b—c,1;e 1;:f 2.

c—f, 3.
d —e, 0.
e — 1, 2.

11. abra. Osszefiiggs, élstlyozott, iranyitatlan graf

Ennél a szemléltetésnél tekintettel vagyunk arra, hogy nagy grafok esetén
a feszit6 erdd fainak csicshalmazait nemtrividlis hatékony modon kezelni.
Ezért ebben a példaban ezeknek a csticshalmazoknak a hatékony kezelését is
bemutatjuk, az el6z6, 2.2.1. alfejezetben ismertetett megfontoldsoknak meg-
felel6 modon.

‘komponensek H a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f H uv H uw*s‘mr*s H :I:‘

a,b,c,d, e, fllal |[bl]cl|dlL]el]fl ][ alb al bl +
ab,c,d,e, f | b | b2 dle || dl el +
ab, ¢, de, f e | e2 bLc| b2 cl +

abc, de, f b3 | b bLe | b3 e2 +
abcde, f b5 b a2d | abb | deb5 | —
abcede, f b aZe | abd | ebs | —
abcde, f b2f || b5 f1 +
abcdef b6 b -

A tablazat elss oszlopaban a feszits erd6 komponensei (iranyitatlan fai) csics-
halmazainak alakulasat lathatjuk, a lehetd legegyszertibb modon, az aktualis
allapot halmazait a cstcsai betii szerint rendezett sztringekkel abrazolva.
A kovetkezd hat oszlop soraiban a graf csicsai aktualis 7 és s értékeinek
valtozasait mutatjuk meg. Ezen hat oszlop els6 soraban az inicializalas utani
allapotot lathatjuk: Minden v € G.V csiicsra végrehajtottuk a makeSet(v)
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miiveletet. A tovabbi sorokban mindig a relative el6z6 sorban elvégzett find-
Set() és union() miiveleteknek a 7 és s értékekre gyakorolt hatasat illusztral-
tuk. Az s-értékek csak az iranyitott fak gyokércsicsainal érdekesek.

Az u*v oszlopban a feszitG erds aktualis allapotanak kialakulasa utan
feldogozésra kivalasztott élt taldljuk. Ezt az élsily szerint névekvs sorrend
alapjan valasztjuk ki. (Az eddig is alkalmazott konvencio szerint mindegyik
irdnyitatlan él két végpontjat beti szerint névekvd sorrendben irjuk le, pl.
a-tb; az egyenld silyu éleket pedig lexikografikusan névekvs sorrendben va-
lasztjuk ki feldogozasra.)

Az um*s oszlopban azt a sztringet abrazoljuk, amelynek els§ bettje az
elébb kivalasztott ¢l bal végpontja; a sztringben tetszdleges két, egymést ko-
vetd betl koziil a mésodik az els6 7 értéke; a szam el6tt a sztring utolso
bettje a hozza és az 6t megel6z6 betiikhoz tartozod iranyitott fa gydkere; a
sztring végén talalhato szam pedig az aktuélis fa mérete, ami a fa gyokeréhez
tartozo s érték. A sztringben talalhat6 bettik a rekurziv findSet() fiiggvény
altal bejart csicsokat azonositjak. A fiiggvény mellékhatésa, hogy hatasa-
ra mindegyik cstics m értéke a gyokércsicsra hivatkozik. Ez az atrovidités.
Ennek tényleges hatasa azonban csak a sztring utolsé két bettje el6tti csu-
csokra van. Ez azt jelenti, hogy a mi példank esetében az ebben az oszlopban
illusztralt findSet() hivasoknak nincs valodi melléhatésa.

A wvr*s oszlopban levs sztring els6 bettje az aktualis él jobb oldali vég-
pontja, egyébként a felépitése ugyanolyan, mint az el§z§ oszlopban talélha-
to sztringé. Az 6t6dik sorban talaljuk a deb5 sztringet, ami szerint a d
mér jobbrol a harmadik betii, és ennek megfelelGen a kovetkezs sorban mar
m(d)=b. A mi példankban ez az egyetlen tényleges utrovidités (a megfelels
irdnyitott faban). Ld. a 12. abrat!

Tekintsiik most azt az esetet, amikor az ur*s és a vr*s oszlopban levs
sztringnek a szamok el6tti utolsé betii egyenlsk! Vildgos, hogy tetszéleges
sorban ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a két sztring els6 betiinek megfelels
csticsok azonos iranyitott fAban vannak. Mivel az iranyitatlan és az iranyitott
fak (élei nem, de) csicshalmazai megfelelnek egymasnak, ebben az esetben
az u*v oszlopban levg él az iranyitatlan feszit6 erdd egyik fajanak két
cstcsat koti Ossze, igy az él nem biztonsigos, mert kort zarna be. Ezért az
irdnyitatlan feszit§ erd6hoz nem vessziik hozza. Ezt az utols6 oszlopban “—”
jellel jelezziik, és a feszitG erds a kovetkez6 sorban ugyanaz marad, bar az
esetleges utroviditések miatt az irdnyitott erds egy vagy két fajaban néhany, a
gyokérbe vezetd ut lerovidiilhet. (A mi példankban csak az el6z6 bekezdésben
targyalt egyetlen egy esetben van utrévidiilés: a “deb” irdanyitott Gt rovidiil
“db’re. Ld. a 12. abrat!)
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s(b)=5

@—> (1) se)=1

12. abra. A tablazat 6todik soraban, a graf a-2d élének feldolgozasa alatt
végrehajtodik a findSet(d) hivas. Ennek soran a b gyokert iranyitott faban
a “deb” ut (Id. fent) “db™re rovidill, azaz w(d)=b lesz (ld. lent). Ez a
mellékhatas a tablazat kovetkezd sordban tiikrozddik. (Mivel az a2d él
feldolgozésa soran azt talaljuk, hogy findSet(a)=findSet(d), ez a két csucs az
irdnyitatlan feszit6 erdének is azonos fajaban van, ezért kort képezne, s igy
nem vesszilk hozza az irdnyitatlan feszité erds, azaz a a kialakuléban 16v6
MST élhalmazahoz.)

s(b)=5

Ha pedig az un*s és a vr*s oszlopban levs sztringnek a szamok elGtti
utolsd betti kiilonb6z6k, akkor a két sztring elsé betiinek megfelel6 u és v
csticsok kiilonbozs iranyitott fakban vannak. Igy az u—v él biztonsagos, mert
az iranyitatlan feszité erdének is két kiilonboz6 fajat koti ossze. Ekkor ezt az
élet hozzavessziik a feszit6 erd6hoz, amivel a két iranyitatlan fat egyetlen fava
egyesitjiik. Az irdnyitatlan fak 4j cstcshalamazait a tdblazatunk koévetkezd
soranak els6 oszlopa mutatja.

Ahhoz viszont, hogy a tablazat utolsé harom oszlopaban bemutatott biz-
tonsdgos €l vizsgdlat helyesen miikédjon, ez utobbi esetben a két iranyitatlan
fa gyokércsicsat is Ossze kell kotni, a kisebb s-értékiitsl a nagyobb s-értékd
felé mutato éllel, az egyesitett fa gyokércsicsanal a fa méretének megfelelg
s-értéket az eredeti s-értékek Osszegére atirva. (Azonos mérett iranyitott fak
esetében a szokésos alfabetikus konvencionk szerint az 1j él a kisebb bettji

©
@ s(f)=1
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cstestol a nagyobb bettji felé mutat.)

Az algoritmus eredménye a +-szal jelolt sorokban kivalasztott iranyitatlan
élek, azaz a biztonsagosnak talalt élek halmaza. A kapott MST pedig a graf
cstcshalmazabol és ezen élekbdl all Gssze. Ld. a 13. abrat!

Az MST itt kapott élhalmaza:
{alb, d%e, blc, bLe b2f}.

13. abra. A 11. bra grafjabol az utdna kovetkezd tablazattal kapott biztonsa-
gos ¢lhalmaz (jobbra), és a hozza tartozo MST a grafban (balra). A grafnak
a minimalis feszit6fadhoz tartozo éleit a grafikus abrazolasban dupla vonallal
jeloltiik. Lathato, hogy a b-2f helyett az e2f élt is valaszthattuk volna az
MST-be, ha a (tulajdonképpen 6nkényes, de a szamonkéréseken kotelezGen
alkalmazando) konvencionk helyett az utolso lépésben az algoritmus indeter-
minizmusat masképp oldottuk volna fel.
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2.3. Prim algoritmusa

Kijelolink a G = (V, E) 0sszefiiggs, élsulyozott, irdnyitatlan grafban egy
tetszbleges r € V csucsot. A T = ({r},{}), egyetlen csicsbol allo fabol
kiindulva épitiink fel egy minimalis (V| F') feszit6fat: Minden lépésben a
T = (N, A) fahoz egy tjabb biztonsagos élet és hozza tartozo cstucsot adunk.

Ez azt jelenti, hogy a T'= (N, A) fa végig ennek a minimalis feszitéfanak
a része marad, azaz végig igaz az N C VAA C F invaridns. Ehhez mindegyik
lépésben egy konnyt élet valasztunk ki az (N, V\N) vagasban. (Ld. a 2.11.
tételt!)

A megfelels konnytd él hatékony meghatarozasa céljabol egy () min-
prioritasos sorban tartjuk nyilvan a V\N cstcshalmazt. Mindegyik u € V\N
csicshoz tartozik egy c(u) és egy p(u) cimke. Ha van él az u cstcs és a T fa
N cstucshalmaza kozott, azaz az (N, V\N) vagasban, akkor a (p(u),u) a graf
egyik éle a vagasban, c¢(u) = w(p(u),u), és minden olyan x csticsra, amelyre
(x,u) vagasbeli él, w(x,u) > w(p(u),u).

Ez azt jelenti, hogy (p(u),u) minimalis stlyu él azok kozott, amelyek az
u csucsot a T fahoz kapcesoljak. Ha nincs él a u csics és a T fa kozott, akkor
p(u) = O A c(u) = 0.

A @ min-prioritésos sorban a csucsokat a c(u) értékeik szerint tartjuk nyilvéan.
Az u = Q.remMin() utasitas tehat egy olyan u csticsot vesz ki Q-bol, amire
a (p(u),u) konnyt él az (N,V\N) vagasban. Ezt az élt igy a 2.11. tétel
szerint biztonsagosan adjuk hozza a T  fdhoz, azaz T tovibbra is kiegészithetd
minimalis feszit6fava, ha még nem az.

Igy az eredetileg egyetlen csticsbol allo T' fa, n—1 db ilyen (p(u),u) él hozzé-
adasaval MST (minimalis feszitéfa) lesz.

Amikor u bekeriil a T faba, a QQ-beli v szomszédai kozelebb keriilhetnek a
fahoz, igy ezeket meg kell vizsgalni, és ha némelyikre w(u,v) < ¢(v), akkor a
c(v) :=w(u,v) és a p(v) := u utasitasokkal aktualizalni kell a v csics cimkéit.

[lyen modon a c(v) érték csokkenése miatt a @ helyreéllitasa is sziikségessé
valhat. Ha példaul @) reprezentacioja egy minimum kupac, a v csticsot lehet,
hogy meg kell cserélni a sziil§jével, esetleg Gjra és tGjra, mignem a sziilGjének
c értéke < c(v) lesz, vagy v folér kupac gyokerébe.

Az alabbi algoritmusban valaki hidnyolhatja a T fa explicit reprezentaciojat.

Vilagos, hogy implicite N = V\Q, T éleit pedig az N\ {r}-beli x cstcsok és
p(z) cimkéik segitségével (p(x), ) alakban definialhatjuk.
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CPrim(G :Gy T VD
[

Vv e GV
c(v) :=00; p(v) := O // costs and parents still undefined
// edge (p(v),v) will be in the MST where ¢(v) = G.w(p(v),v)
c(r):=0 // r is the root of the MST where p(r) remaines undefined
// let Q be a minimum priority queue of G.V \ {r} by label values ¢(v) :
Q : minPrQ(G.V \ {r},c) // c(v) = cost of light edge to (partial) MST
u:=r // vertex u = r has become the first node of the (partial) MST
—Q.isEmpty()
// neighbors of v may have come closer to the partial MST
Yo e G.A(u) :v e QAc(v) >Guw(u,v)
p(v) :==u; c(v) := G.w(u,v) ; Q.adjust(v)
u:= Q.remMin() // (p(u),u) is a new edge of the MST

A Prim algoritmus miiveletigénye: Feltételezziik, hogy () reprezenta-
cidja binaris minimum kupac, n = |G.V| Am = |G.E].

Az els6 ciklus futasi ideje ©(n). Az elsé és a mésodik ciklus kozti rész
miveletigényét a () kupac inicializaldsa hatarorozza meg, amire igy szintén
O(n) adodik.

A masodik ciklus mindegyik iteracioja kiveszi a ) legkisebb c-értéki ele-
mét. Ez tehat n —1-szer fut le, és a bels6 ciklustol eltekintve mindegyik
iteracidja O(logn) id6t igényel, ami Gsszesen O(n * logn).

Ehhez hoza kell még adni a bels6 ciklus futési idejét, ami a graf mindegyik
élére legfeljebb kétszer fog lefutni, hiszen mindegyik élet mindkét végpontja
fel6l megtalaljuk, kivéve azokat, amelyek egyik vépontja a ()-ban utoljara
megmaradt csics. (A ciklusfejben a Vv : (u,v) € G.E rész utan kovetkezo
v € QAc(v) > Guw(u,v) sziirg feltétel valojaban egy implicit, bedgyazott
elagazas feltétel része.) Itt a Q.adjust(v) utasitas O(logn) miiveletigénye
aszimptotikusan dominans a t6bbi ©(1)-es futasi id6 felett. A belsé ciklus
tehat, Gsszes végrehajtasat tekintve is biztosan lefut O(m x logn) id§ alatt.

A fenti részeredményeket 0sszeadva a Prim algoritmus teljes futasi idejére
O(n)+0(n)+O(nxlogn)+O(m=logn) = O((n+m) xlogn) adodik. Mivel
a graf osszefiiggs, m > n—1, igy végiil

MTPm'm(nu TTL) S O(m * lOg n)

2.18. Feladat. Implementdlja a Prim algoritmust szomszédossdagi mdtrizos
grdafabrdzolds esetén! A prioritdsos sort rendezetlen témbbel reprezentdlja!
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Mekkora lesz a miveletigény? Lehet-e az aszimptotikus miveletigényen javi-
tant a prioritdsos sor kifinomultabb megualdsitisdval?

2.19. Feladat. Implementdlja a Prim algoritmust szomszédossdgi listds
grifabrdzolds esetén! Ugyeljen arra, hogy a prioritdsos sor megfeleld meg-
valdsitasdval biztositani kell az elméleti O(m x lgn) midveletigényt!

Az alabbi, mér ismerGs grafon szemléltetjiik a Prim algoritmus miikddését,
a d csicsbol inditva.

a—b,0;d,2;e, 2.
b—c, 1;e 1:f 2.

c —f, 3.
d—e, 0.
e —f, 2.

c értékek ()-ban minimalis | p cimkék valtozasai
a|b|lc|d|e]|f feszit6- al|blc|d]|e]|f
||| 0] | faba: O |||
2 | oo | o0 0 | 0 d d d
2 1 | o0 2 e e e
0 1 2 b b b

1 2 a
2 c
f
O] 1| 1|0 0]| 2 |erednény | b|le|b|S|d]|e

A Kruskal algoritmus eredményéhez képest most a graf masik minimalis
feszitofajat kaptuk meg.
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3. Legrévidebb utak egy forrasbol(]2] 24 ; |5, 8])

Feladat: A G : G, graf tetszGlegesen rogzitett s start csticsabol (source
vertex) legrovidebb, azaz optimalis utat keresiink mindegyik, az s-bdl G-ben
elérhet6 cstcsba.

A most kovetkez6 algoritmusokban az iranyitatlan grafokat olyan iranyi-
tott grafoknak tekintjiik, ahol a graf tetszéleges (u,v) élével egyiitt (v,u) is
éle a grafnak, és w(u,v) = w(v, u).

A feladat pontosan akkor oldhat6 meg, ha G-ben nem létezik s-bél elérhetd
negativ kor, azaz olyan kor, amely mentén az élsulyok Osszege negativ.

Mivel az iranyitatlan grafokat ebben a fejezetben specialis iranyitott gra-
foknak tekintjiik, ez a feltétel iranyitatlan grafok esetében azt jelenti, hogy a
feladatot akkor tudjuk megoldani, ha nincs a grafban s-bdl elérhetd negativ
él. (Ha pl. az iranyitatlan grafban (u,v) s-bdl elérhetd negativ él, akkor a
fenti egyszertsités miatt (u,v,u) egy s-bdl elérhetd negativ kor.)

Amennyiben a feladat megoldhat6, mindegyik v € G.V\{s} csticsra két le-
hetGség van:
- Ha létezik 1t s-bél v-be, d(v)-ben az optimalis Gt hosszat szeretnénk meg-
kapni, 7(v)-ben pedig egy ilyen optimélis titon a v csics kozvetlen megeld-
z0jét, azaz sziilGjét.
- Ha nem létezik ut s-bél v-be, a d(v) = oo és m(v) = © értékeket szeretnénk
kapni.

Az s cstcsra a helyes eredmény d(s) = 0 és 7(s) = ©, mivel az optimalis
ut csak az s csicsbol all. (Ez mar az alabbi algoritmusok inicializélasa utan
teljesiil, és végig igaz is marad.)

A legrévidebb utakat keresG algoritmusok futdsa sorédn az optimélis utakat
fokozatosan kozelitjiik. Jeldlje s~»wv az adott pillanatig kiszamolt s-bd6l v-be
vezet( legrovidebb utat! Az alabbi algoritmusok k6zds, az inicializalasuk utan
maér teljesiils invariansa, hogy d(v) ennek a hossza, 7(v) pedig (v # s esetén)
ezen az uton a v csics kozvetlen megel6zGje. Ha még nem szamoltunk ki
s~»v utat, akkor végtelen hossziunak tekintjiik, azaz d(v) = oo és w(v) = S.

Az optimalis utak fokozatos kozelitéséhez a graf (u,v) éleit szisztemati-
kusan vizsgaljuk, és ha s~»u—v révidebb mint s~-v, akkor az el6bbi lesz az
1j s~>v. Kod szinten ez azt jelenti, hogy végrehajtjuk az alabbi elagazast,
amit kozelitésnek (relazation) neveziink. (Az egyes algoritmusok specialitasai
miatt a kozelités egyéb utasitasokat is tartalmazhat.)

d(v) > d(u) + G.w(u,v)
m(v) :==u; d(v) :=d(u) + Gw(u,v) | SKIP
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Az alabbi algoritmusok ko6z0s vonasa még, hogy ismételten kivalasztanak
és ki is vesznek az un. feldolgozando csicsok halmazabol egy cstcsot, és a
cstcesbol kimend Osszes élre végeznek kozelitést. Ezeket a kozelitéseket egytitt
a csucs kiterjesztésének nevezziik, mig a csics kivalasztasat (és kivételét a
feldolgozandok koziil) a kiterjesztésével egyiitt a feldolgozdsdnak nevezziik.

Fébb kiilonbségeik a kovetkezGk:

e A Dijkstra algoritmus kezdetben kivalasztja kiterjesztésre s-et, a fel-
dolgozando csicsok halmazat pedig G.V '\ {s}-sel inicializalja. El6szor
tehat s-et terjeszti ki, majd a feldolgozandok koziil mindig egy olyan
csucsot dolgoz fel, amibe az adott id6pontig a tébbihez képest legrovi-
debb utat talalt. Igy ez egy mohd algoritmus, mert lokalisan optima-
lizal, azaz mindig a legigéretesebb csiicsot dolgozza fel. Kideriil, hogy
igy mindig olyan csicsot terjeszt ki, amibe mar eddig optimélis utat
talalt, és egy csticsot sem kell kétszer kiterjesztenie.

e A DAGshP algoritmus el6szor meghatarozza az s-bél elérhetd csticso-
kat, és egyuttal sorbarendezi ezeket olyan médon, ami garantalja, hogy
az adott sorrend szerint feldolgozva Gket, mindegyik kivalasztasanak az
idépontjaban mar megvan bele az optimalis ut. Ilyen modon ez is csak
egyszer terjeszti ki, és csak az s-bdl elérhetd csiicsokat.

e Az el6bbi két algoritmusnak specidlis elGfeltételei vannak. Egyik sem
tudja a lehetd legaltalanosabb esetben megoldani a legrovidebb utak egy
forrdsbol probléméat. A Dijkstra algoritmus elégséges el6feltétele, hogy
a grafban ne legyen s-bdl elérhetd negativ stlya él, mig a DAGshP-é,
hogy a graf s-bél elérhetd része DAG legyen. Cserébe mindkét al-
goritmus a legrosszabb esetben is meglehetdsen hatékony. (DAGshP:
©(n + m), Dijkstra: O(n 4+ m) x logn.)

o Ezekkel szemben a QBF algoritmus a lehetd legaltalanosabb esetben
oldja meg a feladatot. Sziikséges és elégséges eldfeltétele tehat, hogy a
grafban ne legyen az s-bél elérhetd negativ kor. Cserébe csak O(n *m)
miiveletigényt tudunk garantalni, mert ugyanazt a csicsot tobbszor
is feldolgozhatja. Szerencsére atlagos esetben ennél sokkal hatéko-
nyabb, implementacioikat ¢sszehasonlitva sok nemnegativ élsilya gra-
fon a Dijkstra algoritmusnal is gyorsabb (amihez hozza kell tenni, hogy
talan még gyakrabban ez forditva van).

e Mivel a DAGshP és a QBF algoritmusok el6feltétele nemtrivialis, ezek-
nél igy az algoritmus része az eldfeltételének az ellenérzése, sét, a
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nem megfelel6 bemenetek visszautasitdsa is oly moédon, hogy mind-
kett6 megad egy olyan kort a gratban, ami miatt nem tudja a feladatot
megoldani. (A QBF ebben az esetben negativ kort ad meg.)
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3.1. Dijkstra algoritmusa

Elsfeltétel: A G : G, gratban V(u,v) € G.E-re G.w(u,v) > 0, azaz a graf
mindegyik élének élsilya nemnegativ.

Ebben az esetben nem lehet a grafban negativ kor, tehat a legrividebb
utak eqy forrdsbol feladat megoldhatd. Ez is

@ijkstra(G Gy 5 S VD
I

Vo e GV
d(v) := 00 ; w(v) := O // distances are still co, parents undefined

// m(v) = parent of v on s~»v where d(v) = w(s~>v)

d(s):=0 // s is the root of the shortest-path tree

// let Q be a minimum priority queue of G.V\{s} by label values d(v) :

Q : minPrQ(G.V\{s}, d)
u:=s // going to calculate shortest paths form s to other vertices

d(u) < oo A =Q.isEmpty()

// check, if s~»u—wv is shorter than s~»v before

Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + G.w(u,v)
7(v) = u; d(v) :=d(u) + Gw(u,v) ; Q.adjust(v)

u:= Q.remMin() // s~u is optimal now, if it exists

MTvijkstra(n,m) € O((n+m) x1gn) a Prim algoritmusnal mar bemutatott
modon adodik, tekintettel a két algoritmus kozotti meglepd hasonlosagra.

Masrészt mIpijkstra(n, m) € O(n), mivel a 2. ciklus el6tti rész mivelet-
igénye mar ©(n), amihez csak a masodik ciklus egyetlen iteracioja és a belsd
ciklus nullaszori iteracioja adodik hozza, amennyiben nincs a grafban s-nek
rakévetkezGje. Ebben az esetben a masodik ciklus miveletigénye O(logn)
(pontosabban ©(1)), ami nagysarenddel kisebb, mint ©(n).

3.1. Feladat. Implementdlja a Digkstra algoritmust szomszédossdgi mdtri-
x0s grafdabrdzolds esetén! A prioritdsos sort rendezetlen tombbel reprezentdl-
jal Mekkora lesz a miduveletigény? Lehet-e az aszimptotikus midveletigényen
javitani a prioritdsos sor kifinomultabb megualdsitdsdval?

3.2. Feladat. Implementdlja o Digkstra algoritmust szomszédossdgi listds
grdafabrdzolas esetén! Ugyeljen arra, hogy a prioritdsos sor megfeleld meg-
valdsitasdval biztositani lehet az elméleti O((m + n) x lgn) mdveletigényt!
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Az alabbi grafon szemléltetjiik a Dijkstra algoritmus mikddését, az a
csucsbol inditva. A Dijkstra algoritmusnal a ki nem terjesztett csticsokat
roviden nyilt csticsoknak nevezziik.

a—b,1;d,3;e,3.

b—e 1;f 3.
c.
d —e, 0.
e — 1, 2.
nyilt csicsok d értékei kiter- 7 cimkék valtozasai
a|b | c|d|e| f | jesztett |a|b|c|d]|e]|f
0jloo|oo|ow|oo|ow|cstics:d | OO0 |00
1 Joo| 3| 3 | a:( a a | a
| 3|24 b:1 b|b
| 2 4 e: 2 e
%) 4 d: 2
%) f:4
0] 1 ]oco| 2| 2| 4 eredmény [©|a|S|e|b|b

A legrovidebb utak faja s = a esetén. Az s-bdl elérhetetlen csicsot vagy
cstcsokat is feltiintetjiik, oo d értékkel.

3.3. Tétel. Amikor az u csicsot kivdlasztjuk kiterjesztésre (eldszor az u =
s, késdbb az u = Q.remMin() utasitdssal), akkor u-ba mdr optimdlis utat
talaltunk, feltéve, hogy d(u) < oo.

Bizonyitas. u = s-re nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel indirekt mddon,

hogy nem mindegyik csticsra igaz!
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Eszerint van egy olyan v cstcs, amire az algoritmus futisa soran elGszor
lesz igaz, hogy kivalasztjuk kiterjesztésre, de w(s b v) < d(v) < oo, ahol
s Ly egy s-b6l v-be vezetd optimalis ut, w(s i v) pedig ennek a hossza.
Vilagos, hogy v # s. Tovabba, az 5% v iton az s csticsot mAr kiterjesztettiik,

, . , 5 opt P .
a v cslcsot viszont még nem. Van tehat az s~»v Gton egy els§ csics, amit
még nem terjesztettiink ki.

Legyen t az s % v tton az elss csucs, amit még nem terjesztettiink ki!
Szelméletesen: s “& t % v. Mivel s-et mér kiterjesztettiik, ¢ # s. Tovabb4,

az st aton ¢ kozvetlen x megeldzGjét is kiterjesztettiik méar, és az x kiter-
jesztésekor még teljesiilt, hogy d(x) = w(s(«%x). Akkor viszont az x — t él

) . ) opt \ . R . opt .
feldolgozéasa ota mar d(t) = w(s~>t) is teljesiil. Mivel a ¢t ~>v titon minden
21 PR opt opt , opt
él sulya (azaz hossza) nemnegativ, és t az s~ v Uton van, azaz s~ t~> v,

sziikségszertien w(s%t) < w(s%v).
A fentieket Osszegezve d(t) = w(s («)ﬁft) < w(s % v) < d(v) < oo, az-
az d(t) < d(v), ami ellentmond az indirekt feltételezésnek, ami szerint a v

cstcsot valasztottuk kiterjesztésre. [J

3.4. Tétel. Ha a kiterjesztésre kivdlasztott u csicsra d(u) = oo, akkor Q U
{u} egyetlen eleme sem érhetd mdr el az s csicsbol.

Bizonyitas. Nyilvan u az els6 és egyetlen olyan csiics, amit d(u) = oo érték-
kel valasztottunk ki, mert ezzel megall a f6 ciklus. A korabban kiterjesztésre
kivalasztott x csticsokra tehat d(x) < oo, és ezekbe az el6z6 tétel szerint mar
optimalis utat talaltunk.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy @ U {u}-nak van olyan v eleme, amely

elérhetd s-boll Ekkor létezik s % v is, amin kell lennie egy els ¢ csiicsnak,
amely eleme @ U {u}-nak, de az el6z6 tétel bizonyitasa szerint erre méar
d(t) = w(s(?@tt) < 00 = d(u), tehat d(t) < d(u), ami ellentmond annak, hogy
az u csucsot valasztottuk ki kiterjesztésre. [

3.5. Kovetkezmény. Amig tehdt a kiterjesztésre kivdlasztott u csucsra
d(u) < oo, addig olyan csicsot vdlasztunk ki, amelyikbe mdr optimdlis utat
taldltunk.

Ha d(u) < oo mindegyik kivdlasztott csicsra igaz, akkor és csak akkor a
fenti algoritmus 2. ciklusa n—1 iterdcioval kitiriti Q-t, és megdll, miutdn a
graf mindeqyik csicsdba optimdlis utat taldlt.

Ha pedig egyszer a kiterjesztésre kivdlasztott u csicsra mdr d(u) = oo,
akkor Q U {u} egyetlen eleme sem érhetd mdr el az s csticsbol, és megdllha-
tunk: mindeqyik d-értéke végtelen, m-érteke pedig ©, mig a kordbban, véges
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d-értékkel kiterjesztett csucsok éppen azok, amelyek elérhetdk s-bdl, és ezekbe
taldltunk is optimdlis utat.

3.2. DAG legrovidebb utak egy forrasbol (DAGshP)

Elsfeltétel: A G : G, graf irdnyitott, és a grafban nincs s-bél elérhetd
irdnyitott kor.

Ebben az esetben nincs a grafban s-bél elérhetd negativ koér sem, igy a
legrovidebb utak eqy forrdsbol feladat megoldhato.

Ez az algoritmus ellenérzi az eldfeltételét. Ha teljesiil, a DAGshortest-
Paths() fiiggvény © értékkel tér vissza. Kiilonben megtalal egy iranyitott
kort, aminek egyik csticsaval tér vissza. Ebbdl indulva a 7 cimkék mentén a
kor forditott irdnyban bejarhato.

(DAGshortestPaths(G G s: V) V)
[
S Stack ; deg: V=0

topologicalSort(G, s, dcg, S)
dcg = O

DAGshPs(G,S) SKIP

return dcg

A topologikus rendezés csak az s-bél elérhetd részgrafot probélja topolo-
gikusan rendezni.

A time nevi valtozora — amit az egyszertiség kedvéért globalisnak képze-
liink — és a hozza kapcsolodd utasitdsokra csak a topologikus rendezés szem-
léltetésének megkdnnyitése végett van sziikségiink. Ezek az implmentaciok-
bol elhagyhatok, ezért a vonatkozo utasitasokat szogletes zarojelbe tettiik.

@opologicalSort(G :G s, &deg: VS Stack;D
I

Vue G.V
color(u) := white ; m(u) == O
[time := 0] ; DFvisit(G, s, dcg, S)
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@Fvisit(G G u,&deg:V ;S Stack:D
I

color(u) := grey ; [d(u) := + + time]
Vv € G.A(u) while decg = ©

color(v) = white

m(v) :==u color(v) = grey
DFvisit(G, v, dcg, S) m(v) :=wu;dcg:=v | skip
[f(u) :== 4 + time] ; color(u) := black ; S.push(u)

@AGshPs(G :Gw 3 S StackD
I

Yo e GV
d(v) := 00 ; w(v) := O // distances are still co, parents undefined

// m(v) = parent of v on s~v where d(v) = w(s~v)
s := S.pop()
d(s) :==0// s is the root of the shortest-path tree
u:=s // going to calculate shortest paths form s to other vertices
—S.isEmpty/()
// check, if s~»u—v is shorter than s~»v before
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + G.w(u,v)
m(v) :==u ; d(v) == d(u) + Gw(u,v)

u := S.pop() // s~u is optimal now

MT(n,m) e ©n+m) A mT(n,m)e BO(n)

3.6. Feladat. Mikor lesz a legkisebb az algoritmus futdsi ideje? Mikor lesz
a legnagyobb? Miért?

3.7. Tétel. A legrovidebb utak eqy forrasbdl algoritmus az s-bdl elérhetd csi-
csokba optimdlis utat taldl. Az s-bél el nem érhetd x csicsokra d(x) = oo és
m(x) = lesz.

Bizonyitas. A kis s-bdl inditott részleges topologikus rendezés pontosan
az s-bdl elérhetd csicsokat teszi a nagy S verembe, a megfelel6 sorrendben,
és igy pontosan ezeket a csiicsokat terjesztjiik ki, a topologikus sorrendnek
megfeleléen. A tobbi x cstcsra az inicalizalas eredményeként d(x) = oo és
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7(x) = © marad, ui. ha egy cstics nem érhetd el s-bél, akkor egyetlen G-beli
megelézGje sem.

Elegendé belatni, hogy amikor egy u cstcsot kivalasztjuk kiterjesztésre
(elGszor az u := s, késébb az u := S.pop() utasitassal), akkor u-ba méar
optimalis utat talaltunk.

Az elgbbi allitds u = s esetben nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy adott v #
s csucs kivalasztasa el6tt mindegyik kiterjesztésre kivalasztott cstcsra igaz
volt. Mivel a v csticsnak topologikus sorrend szerinti és igy G-beli megel§z6it
is a v kivalasztasanak pillanataban mar kiterjesztettiik, a v cstcsnak adott
s % v tton vett kozvetlen u megel6z6jét is, mégpedig gy, hogy u-ba a
kiterjesztésekor mar optimalis utat taladltunk, és igy legkésébb az u — v él
feldolgozésakor v-be is optimalis utat talaltunk méar. [J

3.8. Feladat. Implementdljo a DAG legrévidebb utak egy forrasbol algorit-
must szomszédossdgi mdtrizos grdfabrdzolds esetén!

Mekkora lesz a midveletigény? Tarthatd-e az elméleti mazximdlis, illetve
minimalis miveletigény ezzel az dbrdzoldssal?

3.9. Feladat. Implementdlja a DAG legrévidebb utak egy forrasbol algorit-
must szomszédossdgi listdas grdafdbrdzolds esetén!

Mekkora lesz a miveletigény? Tarthatd-e az elméleti mazximdlis, illetve
minimdlis midveletigény ezzel az dbrdzoldssal?

A kovetkez6 oldalon lathato grafon szemléltetjiik a DAG legrévidebb utak egy
forrdsbol algoritmust, ahol s = a. ElGszor topologikusan rendezziik az s-bdél
elérhetd részgrafot. (A dupla nyilak a mélységi fa fa-éleit jelolik.) Ezutan — a
szokasos inicializaldsokat kovetGen — a csiicsokat a topologikus sorrendjiiknek
(S) megfelelGen terjesztjiik ki.
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1/10 2/9

—( a 1 @ 1 ¢ a—Db,1:d,3;e, 3.
b—e 1;f 3.
3 311 N33 c—b,1;f 3.
e —>d,0;f 2.
@ RN @

S={(a,b,e f d)

4/5 3/8 6/7
d értékek valtozasai kiter- 7w cimkék valtozasai
a|b | c|d|e| f | jesztett |a|b|c|d]|e]|f
Oloco ||| |ow|oo|cstics:d | OO0 |00
1 3|3 a:o0 a a | a
2 | 4 b:1 b|b
2 e: 2 e
f:4

0] 1 ]oco| 2| 2|4 |eredmény ([©|a|S|e|b|b

—>@—1. @
@TC? 0

A legrévidebb utak faja s = a esetén. Az s-bdl elérhetetlen csicsot vagy
cstcsokat is feltiintetjiik, oo d értékkel.
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3.3. Sor-alapu (Queue-based) Bellman-Ford algoritmus
(QBF)

Elsfeltétel: Nincs az s-bdl elérhetd negativ kor. (Iranyitott graf esetén
lehetnek negativ élstlyok.)

A Sor-alapu Bellman-Ford algoritmus (QBF) (tudoményos elemzés és ne-
gativ kor vizsgalat nélkiil) az informatikai folklorbol szarmazik. Legjobb tu-
dasunk szerint el6szor Tarjan Robert Endre amerikai matematikus' elemezte
és publikalta, Breadth-first Scanning néven [5].

A QBF hasonlit a szélességi kereséshez, de az utak hosszat a Dijkstra, a
DAGshP (és a Bellman-Ford [2, 3|) algoritmushoz hasonloan, mint az 1t
menti élsulyok Osszegét hatarozza meg. Kezdetben csak az s start (forras)
csucsot teszi a sorba. A BFS-hez hasonlbéan a szokésos inicializalasok utan, a
f6 ciklusban mindig kiveszi a sor els6 elemét és kiterjeszti, de most mindegyik
kozvetlen rakovetkezGjére meg is vizsgalja, nem talalt-e bele rovidebb utat
mint eddig, és ha igen, megfelel6en modositja a d és a 7w értékét. Ha a
modositott d és 7w értékd csics pillanatnyilag nincs benne a sorban, beteszi
a sor végére.

@ueueBasedBellmanFord(G :Gw ;S VD
I

Vue G.V
d(u) :=00; 7(u) := O ; inQ(u) := false
d(s):=0

Q : Queue ; Q.add(s) ; [inQ(s) := true]
—Q.isEmpty()
u:= Q.rem() ; inQ(u) := false
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + Gw(u,v
d(v) :=d(u) + Gw(u,v) ; 7(v) == u
—inQ(v)
Q.add(v)

inQ(v) := true

SKIP

Mivel a sor (Queue) adattipusra nincs ,,€” miveletiink, vagy dtldtszé sor
tipust kellene bevezetniink és megvalositanunk, vagy — mint itt is — minden
v cstcsra értelmeziink egy in@(v) logikai értéki cimkét, ami pontosan akkor

! Tarjan professzor ur sziilei magyar szarmazastak.
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lesz igaz, amikor v eleme a sornak. (Implementacios szinten — feltéve, hogy
a cstcsokat 1-t6l n-ig sorszamoztuk — az inQ(v) cimkéket reprezentalhatjuk
pl. az in@Q/1 : B[n| tombbel. Ez a tomb persze az dtldtszd sor tipus része is
lehetne.)

Ha nincs a grafban s-bél elérhets negativ kor, az el6z6 bekezdésben ismerte-
tett algoritmus, miutdn minden s-bél elérheté v csiicsra meghatarozott egy

s utat, iires sorral megall. Ha a graf tartalmaz az s-bél elérhets negativ
kort, akkor a kiterjesztések egy ilyen mentén ,koérbejarnak”, a sor sosem iiriil
ki, és az el6bbi algoritmus végtelen ciklusba keriil.

3.3.1. A negativ korok kezelése

Arra az esetre, ha nem eleve kizart, hogy a graf s-bél elérhetd negativ kort
tartalmaz, egy ilyen meghatarozasara Tarjan tobb modszert is kidolgozott [5].
Itt e jegyzet szerz§jének egy viszonylag egyszer(i, de kénnyen ellenérizhetd
kritériumat fogjuk hasznalni [8].

Bevezetjiik a graf v csicsaira az e(v) cimkét: ennyi élt tartalmaz s~-v.
Belathato, hogy ha nincs a grafban s-bél elérhet6 negativ kor <— a QBF
futésa soran minden, a f6 ciklusban kezelt v csticsra e(v) < n.

A fenti &llitast forditva megfogalmazva, ha van a grafban s-bél elérhets
negativ kor <= a QBF futdsa soréan van olyan, a f6 ciklusban kezelt v cstcs,
amelyre e(v) > n. Ilyenkor ez a v cstics vagy része egy negativ kornek, amit a
csticsok 7 cimkéi mutatnak meg, vagy a 7w cimkéken keresztiil el lehet bel6le
jutni egy ilyen negativ korbe, ami graf csticsainak n szdma miatt Osszesen
legfeljebb n lépésben azonosithato.

A tovabbiakban tehat az s-bdl elért v csicsokra a d(v), a w(v) és az inQ(v)
mellett az e(v) cimkét is nyilvantartjuk.

Ha valamely (u,v) él mentén végzett kozelités soran ugy talaljuk, hogy
e(v) > n, akkor a fentiek szerint meghatarozzuk valamelyik negativ kor egyik
cstcsat, és az algoritmus ezzel tér vissza.

Ha a QBF futésa soran mindegyik kozelités utéan e(v) < n, akkor iires
sorral allunk meg, és a © extremalis hivatkozéassal tériink vissza.

Belathato, hogy az igy kegészitett QBF O(n*m) id6 alatt minden esetben
befejezddik.
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3.3.2. A legrovidebb utak fija meghatarozasanak szemléltetése

Mindegyik s-b6l elérhets v csiicsra kiszamitunk egy s% v utat.

a—b, 3;c, 1.

b —d, —2.
c—b, -1
d—c, 3.
d; e valtozasai kiter- Q : T valtozasai
a b ¢ d jesztett Queue | a | b|c|d
0;0| oo | 00| oo |cstucs:die| (a) [0 |0
31| 1;1 a: 0;0 (b, c) a | a
1;2 b: 3;1 (c,d) b
0;2 c: 1;1 (d, b) c
d: 1;2 (b)
—2:3 | b:0;2 (d) b
d: —2;3 ()
0 0 1 —2 | végs6 désmeértékek | © | ¢ | a | b

0 0
_>
A legrévidebb utak faja s = a
1 71 |2 esetén. A cstucsoknal csak a d
: értékeket tuntettik fol.
1 -2

38



3.3.3. A negativ korok kezelésének szemléltetése

a—b, 3;c, 1.

b —d, —2.
¢ — b, —1.
d —c 2.
d; e valtozasai kiter- Q : T valtozasai
a b ¢ d jesztett Queu alblc|d
0;0] co | o0 | oo |csucs:die| (a) [©[OQ [0 [O
31 1;1 a: 0;0 (b, c) a | a
1;2 b: 3;1 (c,d) b
0;2 c: 1;1 (d,b) c
d: 1;2 (b)
—-2:3 | b:0;2 (d) b
0;4 d: —2;3 () d

Itt megallunk, mert e(c) = 4 = n, tehat
negativ kor talalhato a ,c¢” csics Gsei kozt.
A 7 értékek szerint visszafelé haladva meg-
talalhatjuk a negativ kort.
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3.3.4. A negativ korok kezelésével kiegészitett struktogramok

Vegyiik figyelembe, hogy egy tetszGleges v csiics d, e és m cimkéjének modo-
sitdsa utan a v csicsot akkor és csak akkor tessziik a sor végére, ha e(v) < n,
és v pillanatnyilag nincs benne a sorban!

Ha biztosan nincs a grafban s-bdél elérhetd negativ kor, akkor az algorit-
mus fentebbi valtozata alkalmazhato.

@ueueBasedBellmanFord(G :Gw ;s V) V)
x

Vue G.V
d(u) :=00 ; 7(u) := O ; inQ(u) := false
d(s):=03;e€(s):=0
Q : Queue ; Q.add(s) ; [inQ(s) := true]
—Q.isEmpty()
u:= Q.rem() ; inQ(u) := false
Vo € G.A(u) : d(v) > d(u) + Gaw(u,v

d(v) :==d(u) + Gw(u,v) ; 7(v) == u
e(v) :==e(u) +1
e(v) <n
—inQ(v) return FindNegCycle(G.V, v)
Q.add(v) // negative cycle among
nQ(v) == true SKIP // the ancestors of v

return © // Shortest-path tree computed

(FindNegCycle(V V{} ;v V) V)
[

// Find a vertex of a negative cycle among the ancestors of v

YVueV
B(u) := false
B(v) := true ; u := 7(v)
—\B(u)

B(u) = true ; u := m(u)

return u // u is a vertex of a negative cycle
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3.3.5. A sor-alapd Bellman-Ford algoritmus (QBF) elemzése

Az alabbi elemzésben arra az esetre szoritkozunk, amikor nincs a grafban
s-b6l elérhetd negativ kor.

Az algoritmus helyességének bizonyitasa és az algoritmus hatékonysaga-
nak vizsgalata szempontjabol is alapvetd a QBF futdsanak menetekre bon-
tasa.

3.10. Definici6é. Menet rekurziv definicidja:
— 0. menet: a start csics (s) feldolgozdsa.
— (i+1). menet: az i. menet végén a sorban levd csicsok feldolgozdsa.

Vegyiik pl. az els6 grafunkon az algoritmus szemléltetését menetszamlalassal
egyiitt! (Az 5%y utak megkeresésének szemléltetése.)

a—b,3;c, 1.

b —d, —2.
c— b, —1.
d —c 3.
d; e valtozasai kiter- Q : 7 valtozasai
a b ¢ d jesztett Queue | a | b | ¢ | d | Menet
0;0] co | o0 | oo |cstucs:die| (a) |00
3:1|1;1 a: 0;0 (b, c) a | a 0.
1;2 b: 3;1 (c,d) b 1.
0;2 c: 1;1 (d,b) c 1.
d: 1;2 (b) 2.
—-2;3 | b:0;2 (d) b 2.
d: —2:3 () 3.
0 0 1 —2 | végs6 d és mértékek | © | ¢ | a | b -

3.11. Tulajdonsag. A grdf tetszdleges u csiucsdra, ha s-bol nem érhetd el
negativ kér, €s az u csucsba vezet k €lbél allo s 2 ut, akkor a k. menel
elején mdr d(u) = w(s%u) és (s,...,m(u), m(u),u) egy optimdlis 1it.

Bizonyitas. k szerinti teljes indukcioval. [

3.12. Lemma. Ha s-bdl nem érhetd el negativ kér, akkor tetszdleges u elér-
hetd csicsra van olyan sZu ut, ami legfeljebb n—1 élbol dll.
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Bizonyitas. Ebben az esetben az s-bél indulé kérmentes utak biztosan nem
hosszabbak, mint a kort is tartalmazok. Tetszéleges kérmentes titnak viszont
legfeljebb n—1 éle van. Ebb6l azonnal adodik, hogy véges sok kormentes it
van a grafban. Akkor s-bél tetszGleges v csticsba is véges sok kérmentes ut
van, és igy létezik ezek kozott optimalis. [

3.13. Tétel. (A fenti Lemma és Tulajdonsdg kovetkezménye)
Ha s-b6l nem érhetd el negativ kér = tetszdleges s-bol elérhetd w csicsra van

olyan s 2 ut, amit az n—1. menet elejére mdr a QQBF kiszamolt. = az
n—1. menet végére kiiiril a sor, az algoritmus pedig O(n *m) iddben megdll,
azaz

MT(n,m) € O(nxm).

Az elméleti miiveletigény becslés meglehet&sen rossz hatékonysagot sugall.
Gyakorlati tesztek pozititiv élsialyd, véletlenszertien generalt, nagyméretd,
s-b6l Gsszefiiggs ritka grafokra? (m € O(n)) statisztikusan O(n) atlagos
miiveletigényt adtak, szomszédossagi listas grafabrézolas esetén. Ez viszont
aszimptotikusan az elméleti minimummal egyezik. (A hélozatok jelentGs ré-
sze nagyméreti, ritka graffal modellezhets. Nem véletlen, hogy hélézatokon
valo ttkeresésnél alkalmazzak is ezt a viszonylag egyszert, de altalanos algo-
ritmust.)

2Egy graf egy adott csicsbol dsszefiiggd, ha ebbdl a csticsbol a graf mindegyik csicsa
elérhets. A ritka grifokra az m < k x n, ahol k el6re adott konstans, gyakran k < 4.
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4. Utak minden cstiicsparra ([2] 25)

Ebben a fejezetben két algoritmust ismertetiink. Mindkett6 a grafok cstics-
matrixos reprezentaciojara épiil, miveletigényiik ©(n3) és hasonlo elven is
miikodnek.? Floyd tn. Floyd-Warshall algoritmusa altalanosabb feladatot
old meg és egyben késGbbi, mint Roy, illetve Warshall, tetsz6leges graf tran-
zitiv lezartjat meghatarozo algoritmusa [2]. Az iranyitatlan grafokat mind-
két algoritmus olyan iranyitott grafnak tekinti, amelyben minden (u,v) élnek
megvan az ellentétes iranyt (v, u) élparja és w(u,v) = w(v, u).

4.1. Legrovidebb utak minden cstcsparra:
a Floyd-Warshall algoritmus (FW)

4.1. Jelolés. R, = RU {0}

Az A/1 : Ry[n,n] csucsmatrixszal adott élsilyozott graf alapjan meg-
hatérozza a D/1 : Ry[n,n| matrixot, ahol DJ[i, j] az i indexi csucsbol a j
indexi cstcsba vezetd optimdlis ut hossza, vagy oo, ha nincs ut i-bél j-be.
Megadja még a /1 : Nin, n] matrixot is, ahol 7[i, j| az algoritmus altal kisza-
molt, az ¢ indext csticsbol a 7 indexii csticsba vezetd optimélis tton a j csics
kozvetlen megel6z6je, ha @ # j és létezik 1t i-bol j-be. Kiilonben =[i, j] = 0.

Elsfeltétel: A grafban nincs negativ kor. (Ezt az algoritmus ellenérzi.)

A tovabbiakban graf cstcsait 1-t6] n-ig indexeljiik és a csticsokat az indexiik-
kel azonositjuk.

Az algoritmusunk a ((D©, 7)) (DW 7MWY (D™ 7)) matrixpar-
sorozatot allitja el6, amit a kovetkez&képpen definidlunk.

4.2. Jelolés. z~k~>J az 1 csucsbol a j csucsba vezetd it, azzal a megszoritdssal,
hogy az iton a kizbensd csiucsok indexe < k (i > k és j > k megengedelt,
tovdbbd i,j € 1.m és k € 0..n).

4.3. Jelolés. z'wk-;j az 1 csucsbol a j csucsba vezetd legrovidebb kormentes it,
op

azzal a megszoritdssal, hogy az uton a kézbensd csucsok indexe < k. Ha t6bb
tlyen ut lenne, azt vesszik, ahol a kdozbensd csiucsok indereinek mazimuma a
lehetd legkisebb.

3Mindkett6 az Gn. dinamikus programozds iskolapéldaja [2].
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4.4. Mj. k szerinti indukcioval adodik, hogy amennyiben létezik z'~k=>j Ut =

az i wkij Ut egyértelmiien definidlt, ui. a negativ kérék hidnya miatt © = j
op

esetén i%j = (i), i # j esetén pedig
op
. aiiltj:(z',ﬁ — (i,j) € G.E.
op

e k € 1.n esetén pedig eqy 1 ~k~>tj uttal kapcsolatban két lehetdség van:
op

k. k1. k. k=1, k=1 .
Z'\/‘—)J:@'\»—)] \V ZW.]:Z'V‘-)]{}'\»—)
opt opt opt opt opt
o | w@g) ha tetezik i
4.5. Definicio. Dij = opt
00 ha nem létezik 1~~j

4.6. Definicio.

az i~j uton a j csiucs kozvetlen megeldzdje,
opt

ij hai# j és létezik i~ j

0 ha i = j vagy nem létezik z'«lfﬁj

4.7. Tulajdonsag. A DO mdtriz megegyezik a grif A csicsmdtrizdval, a
D™ mdtriz pedig éppen a kiszdmitandd D mdtriz.

4.8. Tulajdonsag.
w(‘”—{ i hai#jA(i,7) a grdf éle
9 10 hai=3jV(i,)) nem éle a grifnak
A ™ mdtriz pedig megegyezik a kiszdmitandd ™ mdtrizszal.

4.9. Tulajdonsag. A /.4. megjegyzés alapjan, k € 1..n esetén:
Ha D™V > DY~ 4 DY
akkor DZ(J].C) = ng_l) + Dg;_l) A WZ(]?) = Wli];_l)
kiilsnben D = DFD A k) — 7 (=1)
1] 1] 1) %]

4(1()) Kﬁ(vet)kezr??ny. (k:e)l..n eseté(n; . ® o)

k k—1 k k—1 k k—1 k k—1
Dy =Dy, ANy =my A ij = ij N = T

Ez azt jelenti, hogy a D® matrix k-adik sora és oszlopa ugyanaz, mint

DF=D_g &5 a 7% matrix k-adik sora és oszlopa is ugyanaz, mint 7(¢~1-¢é.
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Mivel Dg?) csak a Dg?_l), a ng_l) és a Dg;_l) értékektdl fiigg, valamint
Dl(,]j) = Dgz_l) A D,(c];) = D,(J;_l), a D matrix kiszdmitasahoz nem kell segéd-
métrixokat tarolni. A fizikailag is létez6 D matrixot az elméleti D(® mét-
rix elemeivel inicializdljuk, az aldbbi fiiggvény elss, kettds ciklusaval, majd
k = 1-t8l n-ig kiszamoljuk D*~1-bsl D®)-t, az alabbi fiiggvény haromszoro-
san beagyazott ciklusaval, fizikailag végig ugyanazt a D matrixot hasznélva.
Ugyanigy, a m matrixbdl is elég egy példéany.

Ha a D matrix f6atlojaban negativ érték jelenik meg, akkor negativ kort
talaltunk (ennek meggondolasat az Olvasora bizzuk).

(FloydWarshall(A/1, D/1 : Ryc[n,n] ; 7/1: N[n,n]) : N)
I

1:=1ton

ji=1ton
Dli, j] := Ali, j]
i £ jAAllj] < 0o
i, j] =1 m[i,j] =0
E:=1ton

1:=1ton

j:=1ton
Dli, j] > Dli, k| + D[k, j]
Dili,j] := DIi, k| + D[k, j]
mli, j| :== 7k, j]
i=j3ADI[i,i] <0

return ¢ // i is in negative cycle SKIP

SKIP

return 0 // shortest-path trees computed

Az algorimus mitiveletigényéhez elég meggondolni, hogy az els§ kiils6 cik-
lus n-szer, a bels¢ n2-szer fut le, igy az inicializalas miiveletigénye ©(n?).
Ugyanigy, ha nincs a grafban negativ kor, akkor a masodik kiils6 ciklus mind-
egyik iterdcidjanak futési ideje ©(n?), igy az dsszes iteraciojaé O(n?), ami
egyben a teljes algoritmus maximalis miiveletigénye is, azaz MT(n) € O(n?).
Ha van a grafban negativ kor, ez akar a masodik kiils6 ciklus els§ iteracidja
alatt kideriilhet, igy mT(n) € ©(n?).
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4.1.1. A legrovidebb utak minden csicsparra probléma visszaveze-
tése a legrévidebb utak egy forrasbol feladatra

Vegyiik észre, hogy a Floyd-Warshall (FW) algoritmus altal D és m matrixok
1-edik sora a legrovidebb utak egy forrdsbol feladat megoldasa s = ¢ esetére.
Megforditva, ha minden s € 1..n értékre megoldjuk a legrovidebb utak egy for-
rasbol feladatot, megkapjuk a legrovidebb utak minden csicspdrra probléma
megoldasat is.

Az alabbiakban — a teljesség igénye nélkiil- megvizsgalunk néhany esetet.

Ha példaul a grafunk DAG, ilyen modon a legrividebb utak minden csics-
pdrra probléma megoldasa a legrosszabb esetben is O(n * (n + m)) id§ alatt
szamolhato ki, ami ritka grafokon ©(n?), tehat nagysarenddel gyorsabb, mint
az FW algoritmus. Stiri grafokon viszont — feltéve, hogy a csticsok tobbségé-
bol a grafunk nagy része elérhets — ©(n?) a miiveletigény, ami a gyakorlatban
a nagyobb rejtett konstansok miatt lassibb futést eredményez.

Hasonlo6 eredményeket kaphatunk, ha élstlyozatlan grafokra szélességi ke-
resést alkalmazunk.

Ha a grafunk élstulyai nemnegativak, a Dijkstra algoritmust minden s € 1..n
értékre végrehajtva MT(n,m) € O(n x (n + m) x logn). Ritka grafokra ez
még mindig csak O(n?x*logn), ami aszimptotikusan lényegesen jobb, mint az
FW algoritmus ©(n?) mtveletigénye, tehat nemnegativ élsilyt, nagymeéreti,
ritka grafokon ez lesz a jobb megoldas. Strd grafokra a felsd becslés most
MT(n,m) € O(n® xlogn), ami rosszabb, mint az FW esetén.

Ha csak annyit tudunk, hogy nincs a grafunkban negativ kor, a QBF algorit-
must minden s € 1..n értékre végrehajtva MT(n,m) € O(n *n*m), ami —
legalabbis a legrosszabb esetet tekintve, és feltételezve, hogy nincs lényegesen
kevesebb él, mint csics a grafban — sosem ad jobb felsd becslést, mint amit
az FW algoritmus esetén kaptunk.
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4.2. Graf tranzitiv lezartja (TC)

Ebben az alfejezetben csak azzal foglalkozunk, hogy egy halozatban (grafban)
honnét hova lehet eljutni. Az eljutds modja és koltsége most nem érdekel
benniinket. Ebbdl célbol vezetjiik be a cimben jelzett fogalmat.

4.11. Definicié. A G = (V, E) grdf tranzitiv lezdrtja alatt a« T CV x V
reldciot értyik, ahol
(u,v) €T <= ha G-ben az u csicsbdl elérhetd a v esics.

4.12. Jeldlés. B = {0;1}

Amennyiben a grafunk cstucsai az 1..n indexekkel azonosithatok, a gréafot
abrazolhatjuk az A/1 : B[n,n| cstucsmatrixszal (az esetleges élsilyoktol elte-
kintve), tranzitiv lezartjat pedig a T'/1 : Bn, n] matrix segitségével, ahol
Tli,j] <= ha az A matrixszal abrazolt gratban van ut az ¢ csicsbol a
J cstucsba.
A T matrix kiszamitasahoz definialjuk a (7©, 7T T™M) matrix-
sorozatot, aminek utolsé tagja magéaval a T' méatrixszal lesz egyenld.

4.13. Definicio. T,)) <= 3i+j (k€0.n A i,j€ L.n)

4.14. Tulajdonsag. (A T mdtrizok rekurziv megaddsa.)
T = Ali, j]V (i = j) (i,j € 1..n)

k k-1 k-1 k-1 -
T =T VT VAT ™Y (ke Adjeln)

4.15. Kovetkezmény.
TP =T8¢ A TP =15 (kelm Aijeln)

Ez azt jelenti, hogy a 7™ matrix k-adik oszlopa és sora ugyanaz, mint a
T*=D matrixé. (k€ 1..n)

Mivel 7}(]»]6) csak a Tl-(jkfl), a Ti(k”fl) és a T,g?*l) értékektdl fiigg, valamint
T =T VATE =15 Y, a T matrix kiszamitasahoz nem kell segedmat-
rixokat tarolni. A fizikailag is létez6 T' matrixot az elméleti 7(°) matrix ele-
meivel inicializaljuk, az alabbi eljaras els6, kettds ciklusaval, majd k£ = 1-t6l
n-ig kiszamoljuk T*~D-bsl T®)-t, az alabbi eljaras haromszorosan beagya-
zott cikluséaval, fizikailag végig ugyanazt a T' matrixot hasznélva:

Amikor a haromszorosan beagyazott ciklus végrehajtasa soran T[i, j] 4j

) elemét hatdrozom meg.

értékét szamolom ki, az elméleti méatrixsorozat Tl(]k
Az értékadas végrehajtasa eltt még egyrészt T'[i, j| = Ti(jk_l)7 masrészt pedig
Ti, k] = Tl(klf) = Ti(kk_l) és Tk, j] = T,f:f) = Tg—n, tehat mindegy, hogy a
méasodik kiilsg ciklus adott iteraciojan beliil a T[i, k|, illetve a T'[k, j] mar
értéket kapott-e.
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(TransitiveClosure(A/l,T/l ; B[nm]D

j:=1ton
Tli,j]:= T, j1V (Tl K| ATk, 1)

A fenti algoritmusra T'(n) € ©(n?) az FW algoritmusnal mar alkalmazott
gondolatmenethez teljesen hasonléan adodik.

Az is vilagos, hogy a tranzitiv lezart eredményképpen T[i,j] <
Dli, j] < oo az FW algoritmus végrehajtasa utan (i, € 1..n).

Ez az algoritmus ezt az egyszertibb feladatot gyakorlatilag mégis haté-
konyabban oldja meg, mint az FW a magaét, az egyszeriibb ciklusmagok
miatt.

4.2.1. A tranzitiv lezart kisziAmitasanak wvisszavezetése szélességi
keresésre

A szélességi keresés utéan, s = i esetben éppen azok a cstcsok lesznek feketék,
amelyek elérhetsk i-bol.

Ha tehat lefuttatjuk a szélességi keresés egyszertisitett valtozatat, ahol
Tli,j] <= color(j) # white, éppen a T matrix megfelels sorat kapjuk
meg, MT(n,m) € O(n + m) miiveletigénnyel.

A matrix Osszes sorat igy O(n * (n + m)) maximalis futasi id6vel kapjuk
meg, ami ritka grafok esetén ©(n?), azaz aszimptotikusan jobb, mint a TC
algoritmus, a graf stirtiségétsl fliggetlen miiveletigénye.

Stirt grafok esetében viszont a szélességi keresésekkel is ©(n?) lesz a mii-
veletigény, ami a gyakorlatban hosszabb futasi id6t eredményez, a nagyon
egyszerid TC algoritmussal 6sszehasonlitva.
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