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1. Mintaillesztés (String-matching [2])

1.1. Jelblések. (Notations)

N={ieZ|i>0} i.k={jeN|i<j<k}
i.k)={jeN|i<j<k} (i.k)={jeN|i<j<k}

Y ={01,09,...,04} az dbécé (alphabet), ahold € NAd >0

T : X[n] a sziveg (text), ami betik eqy sztringje 0-t6l n—1-ig indexelve.
Tli..5)=T[i..j—1]

P :¥[m] a minta (pattern), ahol 0 < m < n.

A tovabbiakban feltessziik, hogy T : X[n] és P : ¥[m], valamint a hosszuk,
azaz m és n valtozatlanok, ahol 1 < m < n (a minta nem fires, és legfeljebb
olyan hosszii, mint a szoveg).

A T : ¥[n] szovegben keressiik a P : ¥[m] minta el6fordulasait (occur-
rences). Mas szavakkal, a T' sz6vegben P minta azon eltolasait keressiik,
amelyekre T[s..s+m) = P[0..m). Ezekre az eltolasokra s € 0..n—m
nyilvanvaloan teljesiil.

1.2. Definicié.

s €0..n—m a P minta lehetséges eltolasa (possible shift) a T' szdvegen.
s € 0..n—m érvényes eltolas (valid shift), ha T'[s..s+m) = P[0..m).
Kiilénben s € 0..n—m érvénytelen eltolds (invalid shift).

1.3. Probléma. (Mintaillesztés.) Az érvényes eltoldisok V' halmazdt szeret-
nénk meghatdrozni. Ehhez eltoldsok eqy S halmazdba gyijtjik a mintaillesztd
keresések futdsa sordn taldlt érvényes eltoldsokat. A problémdt megoldo algo-
ritmusok kozos utdfeltétele S =V, ahol

V={se0..n—m|T[s..s+m)=P[0..m) }.

1.1. Egyszerd mintaillesztés (Naive string-matching)

Vegyiik bevezetésként a kiovetkezs példat! A P[0..4) = BABA mintat ke-
ressiikk a 7'0..11) = ABABBABABAB sziovegben. (B: B-t sikeresen il-
lesztette a szoveg megfelels betfijére; B: sikerteleniil illesztette.)

Ennél az algoritmusnal sorban megvizsgaljuk a lehetséges eltolasokat, és
kisztirjiik koziiliik az érvényeseket. Ugymond nyers erével (brute-force) old-
juk meg a problémat.

(The naive string-matching [the Brute-Force] algorithm checks each pos-
sible shift in order and collects the valid shifts with maximal (i.e. worst-case)
time complexity ©((n—m+1) * m), which is ©(n?) if m = |n/2]. [2])



1= |01 ]2 |3 |4 6 |78 ]9 |10
Til=|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A| B
Bl A|B|A
B|A| B A
Bl A|B|A
B|A|B|A
s=4 BlA|BlA
BlA|B|l A
s=0 B|A Bl A
BlA|B| A
S={4,6}=V

@ruteForce(T : X[n] I; P:X[m]; S: N{}D
S:=1{}

s:=0ton—m
match(7, s, P) // T[s..s+m) = P[0..m)
S:=SU{s} SKIP

Gnatch(T:Z[];s:N;P:Z[m]):IBD
// check, whether T[; ..s+m) = P[0..m)

7:=0
j<mAT[s+j] = Plj]
J++
return j > m

A T[s..s+m) = P[0..m) egyenldségvizsgalatra: MT,(m) € O(m)
mT,.(m) € O(1
Innét a teljes algoritmusra: MTgp(n,m) € O((n —m + 1) x m)
mIpr(n,m) € ©(n —m+1)

Ha egy feladatosztalyon valamely 0 < k& < 1 konstansra m < k * n, akkor
lxn>n—m+1>n—k*xn=(1—k)x*n, ahol 1 > 1—k > 0 konstans.
Innét a O(-) fiiggvényosztalyok definicioja szerint

n—m+1€0(n)és (n—m+1)xme O(nxm).

Ebbdl pedig az - € O(+) relacié tranzitivitasa miatt:

1.4. Kovetkezmény. Ha eqy feladatosztilyon a k és az m konstansokra
O0<k<lAm<kxn=mlgp(n,m)eO(n)ANMIgp(n,m)e O(n*m)
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Masrészt, amennyiben egy feladatosztalyon m az n-hez képest nem is elha-
nyagolhato, azaz valamely € > 0 konstansra m > ¢ * n, akkor

exnxn <nxm < nx*n. Kovetkezésképp n * m € O(n?).

Ebbdl az 1.4 kovetkezménnyel adodik az alabbi eredmény:

1.5. Kovetkezmény. Ha eqy feladatosztilyon az € és a k konstansokra
O<e<k<lAexn<m<kxn= MTgp(n,m) € O(n?)

1.2. Quicksearch

A gyorsabb keresés érdekében ennél és a kovetkezs (KMP) algoritmusnal 4l-
talaban egynél nagyobb lépésekben noveljiik a P[0..m) minta eltolasat a
T[0..n) szoveghez képest ugy, hogy biztosan ne ugorjunk at egyetlen érvé-
nyes eltolast sem. Mindkét algoritmus, a tényleges mintaillesztés elétt egy
el6készitG fazist hajt végre, ami nem fiigg a szdvegtsl, csak a mintatol.

A Quicksearch-nél ebben az elGkészité fazisban az &bécé o elemeihez
shift(o) € 1..m+1 cimkéket tarsitunk, ahol P[0..m) a keresett minta.

Tegyiik fel most, hogy o = T[s + m]. Ekkor a shift(o) érték megmondja,
hogy a T'[s..s+m) = P[0..m) Gsszehasonlitas utan legalabb mennyivel kell
(jobbra) eltolni a P mintéat a szévegen ahhoz, hogy a T'[s+m] alapjan legyen
esély a mintanak a megfelel§ szévegrészhez valo illeszkedésére.

— o0 € P[0..m) esetén a shift(c) € 1..m érték azt mondja meg, hogy
legalabb mennyivel kell tovabb tolni a P mintat ahhoz, hogy a T'[s + m)]
betihoz keriil6 karaktere maga is o legyen. Vilagos, hogy a o legjobboldali
P-beli el6fordulasdhoz tartozik a legkisebb ilyen eltolas.

— o ¢ P[0..m) esetén shift(c) = m + 1 lesz, azaz a minta dtugorja a

T[s + m| karaktert.

Arra az esetre, amikor az &bécé ¥ = {AB,C,D}, a minta pedig
P[0..4)=CADA, az alabbi félig absztrakt példakban xxxx mutatja a CADA
mintaval az eltolas el6tt Gsszehasonlitott szovegrészt, maga a CADA pedig a
minta eltolas utani helyzetét. (Ezutin természetesen ujabb Gsszehasonlitas
kezdddik a szoveg megfelels része és a minta kozott stb.)

Szoveg: ...xxxxA...... XXXxB...... xxxxC...... xxxxD. ..
Minta: CADA CADA CADA CADA

A megfelel6 shift értékek értékeket a kovetkezd tdblazat mutatja.

o AB|C|D
shift(o) | 1|5 4|2




(nitShift (P : S[m]))

VYo e X

shift(o) :==m+1

7 =0tom—1

shift(Plj]) :=m —j

Az abécé méretét konstansnak tekintve Tiyisnir(m) € O(m) adodik.
A P[0..4)=CADA mintéaval az initShift() majd a Quicksearch() miko-

dése:
o A/ B|C|D
initial shift(c) | 5|5 | 5| b
C 4
A 3
D 2
A 1
final shift(o) | 1|5 | 4| 2
1= 011123456789 |10 1112 13 14 15 16/ 17 1§ 19 20 21| 22
Tli]= | A|D| Al B| A B|C|A| D|A|B/C|A| B|A|D|A|C| A|D| Al D A
| Al D| A
| Al D| A
s=6 ClA| DA
ClA P A
| Al D] A
s =17 ClA| DA
| Al D| A

S={6:17} =V

@uickSearch(T :X[n|; P:X[m]; S N{}D

[
initShift(P) ; S :={} ; s:=0

s+m<n

match(7, s, P) // T[s..s+m) = P[0..m)

S:=SU{s} SKIP
s+m<n
s+= shift(T[s + m]) break




mT'(n,m) € © (mLH +m) (pl. ha T[0..n) és P[0..m) diszjunktak)
MT(n,m)€O((n—m+2)*m) (pl.haT=AA...AésP=A... A)

A minimélis miiveletigény nagysagrenddel jobb, mint az egyszerd mintail-
lesztésnél, a tényleges (nem az aszimptotikus) maximalis futasi id6 viszont
még egy kicsit rosszabb is. Szerencsére, a tapasztalatok szerint az atlagos
futasi id6 inkabb a legjobb esethez all kdzel, mintsem a legrosszabbhoz. 1d6-
kritikus alkalmazasokban viszont egy stabilabb futési idejt, minden esetben
hatékony algoritmusra lenne sziikségiink.

1.3. Mintaillesztés linearis idében
(Knuth-Morris-Pratt, azaz KMP algoritmus)

A KMP algoritmus futési ideje minden esetben ©(n), a legjobb és a leg-
rosszabb eset kozott koriilbeliil kétszeres szorzoval, ami nem csak hatékony
miikddést, de nagyon stabil futési id6t is jelent. Ellentétben a korabban
ismertetett megoldasokkal, sohasem 1ép vissza a T szovegen, igy a KMP al-
goritmus konnyen implementalhato szekvencialis fajlokra.

A kovetkezd specialis jeloléseket fogjuk hasznalni.

1.6. Jelolések.

o Ha x és y két sztring, akkor x + y a konkatendltjuk. Pl. x = AB és
y= BA esetén vt +y= ABBA ésy+x = BAAB.

e ¢ az tres sztring. Nyilvan tetszdleges x sztringre x + ¢ =x = ¢ + x.

o Ha x ésy két sztring, akkor x Ty (x az y prefixe) azt jelenti, hogy
3z sztring, amire v+ z =y. (¢, A, AB,ABB, ABBALC ABBA)

e Hax ésy két sztring, akkor x C y (x az y valodi prefixe [proper prefix])
azt jelenti, hogy t Ty ANz #y. (,A,AB,ABB C ABBA)

e Ha x ésy két sztring, akkor x Jy (z az y szuflixe) azt jelenti, hogy
3z sztring, amire z +x =y. (ABBA, BBA, BA, A,e J ABBA)

e Hax ésy két sztring, akkor x 1y (z azy valodi szuffixe [proper suffix])
azt jelenti, hogy x Jy ANx #y. (BBA,BA, A,e 1 ABBA)

e P; = P[0..5) = P[0..j—1] (csak ebben az alfejezetben) P, a P
sztring 7 hosszisdgu prefive, azaz kezddszelete. Py = € az tres prefize.
Hasonldan T,; = T[0..17).
| Eszerint minden sztringnek szuffixe az dres sztring, azaz Py 3 P
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(j € 0..m), és minden nemiires sztringnek valodi szuffixe az tres
sztring, azaz Po 3 P; (j€1..m). |

A sztringek alabbi, nyilvanvalé tulajdonsigai hasznosak lesznek. [2].

1.7. Lemma. A szuffizum reldcio tranzitivitdsa (Transitivity of the suffiz
relation) = JyAyJdz=x Jz.

1.8. Lemma. Atfedd szuffiz (Overlapping-suffiz) lemma
Teqyiik fel, hogy x, y és z olyan sztringek, amelyekre x J z és y 1 z.
[z <lyl=2Jy. |zl <lyl=23y. |z[=yl=2=y

1.9. Lemma. Szuffiz kiterjesztési (Suffiz-extension) lemma
P; 3T; NP[j]| =T[i] <= Pji1 3 Tis1.
P; 3 Pj A Pli] = Plj] <= Piy1 3 Pjy.

Bevezetés a KMP algoritmushoz: Tekintsiik a kovetkezs példat!

1.10. Példa. Feltessziik, hogy van eqy hosszabb T' szévegiink, de most ennek
csak a T[i—5..i+2] = BABABABB részét vesszik figyelembe. A minta
a P¢ = BABABB. Az aktudlis eltolds i — 5. A sikeresen illesztett betiket
aldhiztuk. A sikerteleniil illesztett karaktert pedig dthuztuk.

Tis | Tiu | Tig | Tio | Tiy | T | Tipn | Tipo

. B A B A B |A| B B
Ps=| B | A|B|A|B|B

B| A|B|A| B | B

A tdbldzat harmadik sordban, sikeresen illesztettik a minta Py kezddszele-
tét a T[i—5..1) szovegrészhez, de P[5] # T[i]. Kovetkezésképpen i—5 egy
érvénytelen eltolds.

Most a legkisebb tovabbi eltolast keressiik gy, hogy a minta Ps kezddsze-
letének az a Py (0 < k <5) prefize, ami még a széveg T[i—k . .1i) része alatt
van, illeszkedjen arra, azaz Py = T[i—k..1) teljesiljon. (Ldsd a fenti tdbld-
zat utolsd sordt!) Ez a Py-t meghatdrozd legkisebb tovabbi eltolas legfeljebb
5, mert Py O T,;. Ezzel a Py-t meghatdrozo eltoldssal biztosan nem ugrunk
dat egyetlen érvényes eltoldst sem. A mi esetiinkben két betivel kell tovdbb
tolni a mintdt és k = 3. Ezutdn azt taldljuk, hogy P[3] = T[i|, P[4] = [i+1]
és P[5 = T[i+2]. Kovetkezdleg i—3 egy érvényes eltolds. Bdrmely ennél
nagyobb eltolds dtugorta volna az 1—3 érvényes eltoldst.



Az el6bbi példa felveti a kérdést, hogyan lehetne a k értékét hatékonyan meg-
hatarozni. Bar a példa szerint tovabbra is 7 = 5, a kiévetkez6 gondolatmenet
tetszéleges P, minta és T., szoveg esetében alkalmazhato, ha j € 1..m,
ahol ¢—j az aktudlis eltolds, P; = T[i—j..1) azaz P; J T, valamint
(Pl # TV j =m).

Vilagos, hogy nagyobb tovdbbi eltoldshoz kisebb k érték, mig kisebb to-
vabbi eltoldshoz nagyobb k érték tartozik, mivel a tovdbbi eltolds + k = j.
Ezenkiviil k a legkisebb tovdbbi eltoldshoz tartozik, amelyre P, 3 T, ahol
ez a tovabbi eltolds legfeljebb 7, ui. Py O T,;. Ezért k a legnagyobb h,
amire P, I T, N0 < h < j teljesiil. Tovabba P, 3 T, ekvivalens
a P, 3 P; relaciéoval, mert P; 3 T, A0 < h < j. (Mas szavakkal,
P[0..h) = T[i—h..i) ekvivalens a P[0..h) = P[j—h..j) relacioval, mert
Pl0..j)=T[i—j..i)NO<h<j.)

Kovetkezésképpen k csak P;-tél fiigg. Mivel P, fix, k csak j-t6l fiigg.
Més szavakkal, a leghosszabb Py-t keressiik, amire P, ©T P; A P, 3 P;.
Ennek hosszat a m prefix fiiggvény hatarozza meg.

1.11. Definicié. n(j) =max{h€0..57—1| P, IP;} (j€l..m)

Ennek a fiiggvénynek a hatékony kiszamitasat késébb, 1.3.2-ben részletezziik.
El6bb azonban megnézziik a KMP algoritmus még egy, konkrét esetét, majd
1.3.1-ben formalisan is megadjuk és elemezziik a {6 eljaras struktogramjat.
A 7 prefix fliggvény kovetkezd tulajdonsiagai megkdnnyitik a szamolést.

1.12. Tulajdonsag. j€l. m=n(j)€0..j—1

Bizonyitas. A 1.11. definici6 szerint 7(j) a 0..j — 1 egy részhalmazéanak a
maximuma. [J

1.13. Lemma. je€[l..m)=7(j+1) <7(j) +1

Bizonyitas.
~Harn(j+1)=0=7(+1)=0<0+1<m7(j)+ 1 mivel 7(j) > 0 az 1.12.
tulajdonsag szerint.

—Ha7(j+ 1) > 0 = a prefix fiiggvény definicidja (1.11) szerint
Pr+1-1+1 = Prgyy 3 Py = az 1.9. lemméval Pr)— 3 P; =
tjra az 1.11. definicioval 7(j + 1) — 1 < w(j) = n(j+1) <x(j)+ 1. O

1.14. Példa. Kiszdmitjuk a m fiiggvényt az 1.11. definicio, az 1.12. tulaj-
donsdg és az 1.13. lemma szerint a Ps = P[0..8) = BABABBAB mintdra.

Pli—1]=|B|A|[B[A|B|B|[A[B

j=1112|8|4|5]6| 7|8
=100 1|2]|8|1]|2)|3
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1.15. Példa. Alkalmazzuk az eddig tanultakat a kovetkezd esetben! A Pg =
P[0..8) = BABABBAB minta eldforduldsait keressik a Ths =T1]0..18) =
ABABABABBABABABBAB szivegben. (A minta elején a jeloletlen be-
tikrol ,illesztés nélkil is tudja” az algoritmus, hogy illeszkednek a széveg meg-
feleld karakterére. B: B-t sikeresen illesztette a szoveq megfeleld betdjére; B:
sikertelendil illesztette. )

i= [0]1]2[8[4 567 [8][9]10]11]12] 1] 14] 15] 16
Tli]=|A|B|A|B|A|B|A|B|B|A|B|A|B|A|B|B|A
B
B|A|B|A|B|B
s=3 B|A|B|A|B|B|A|B
B|A|B|A|B|B
s=10 B|A|[B|A|[B|B|A|B
B|A|B

S={3;10}=V

1.3.1. A KMP algoritmus f6 eljarasa

Az 1.10. példaval kapcsolatos megfontolasok alapjan megadjuk a KMP al-
goritmus f6 eljarasanak struktogramjat.

@(NH%J‘:EUQ;JTzzhn];S:PH}E

/1 :Nm]| ; init(7, P) // Vj € 1..m: n[j| = 7(j)
S:={};i=75:=0
1< n
Plj] =TT
i+ -+ J++ 7=0
j=m
S::.SU{Z.—m} SKIP i+ + j = mlj]
j = mlj]

A 1.3.2 alfejezetben fogjuk latni, hogy az init(m, P) eljarashivas a 7
prefix-fiiggvény értékeit Gsszegytjti a m témbbe, ©(m) miveletigénnyel. Az
init(r, P) eljarashivas utofeltétele az, hogy (V5 € 1..m : w[j| = 7(j)).

A 6 eljaras elemzése a ciklusa 1.17. invaridnsan alapszik, ahol i—j a P
minta aktudlis eltolasa a T szévegen. Az invaridns helyességének bizonyita-
sahoz hasznos lesz a kovetkez§ lemma.
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1.16. Lemma. jc€l..mAP; 3T, =
nincs érvényes eltolds az (i—j..i—m(j)) intervallumban.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt modon, hogy k € (7(j) .. J) és i—k érvényes
eltolas! Ez azt jelenti, hogy T'[i—k . z—k—i—m) P[0..m). Nyilvan k < j < m.
Innét k < m, amibdl i—k-+m > i adodik. Ezért T[i—k..i) = P[0..k), vagy
masképp irva P 3 T,;. Tovabba P; J T; Nk < j. Kovetkezésképpen
Py O P; az Atfedd szuffix lemma (1.8) miatt, de k& > 7(j), amibdl viszont
Py 7 P;j kovetkezik, ui. Pr;) a P; leghosszabb valodi prefixe, ami egyben
szuffixe is, a 7 prefix fliggvény definicioja (1.11) alapjan. O

1.17. Tétel. Az (Inv) dllitds a KMP(T, P, S) eljards ciklusinak invaridnsa.
(Inv) P;JT,AN0<j<i<nAj<m AS=VNI[0..i—j).

Bizonyitas. Kezdetben i = j = 0 miatt (Inv) a kovetkezd nyilvanvalo
allitasnak felel meg.
PodToN0<0<0<nA0<m AS=VNI[0..00=Vn{}={}

A tovabbiakban igazoljuk, hogy a ciklusmag végrehajtasa (mind a négy
programagon) tartja (Inv)-et. Allitdsainkhoz mindig hozzaértjiik init(r, P)
utofeltételét. Feltéve, hogy ¢+ < n, akkor belépiink a ciklusba, és
(Invl) P,3T;N0<j<i<nAj<m AS=VN[0..i—j) teljesil.

e Ha P[j| = Ti], akkor a Szuffix kiterjesztési lemma (1.9) szerint
Pji1 37T, majd ¢ és j novelése utan
(Inv2) P; 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j).

1. Amennyiben 7 = m, akkor P,, 3 T,, vagy méasképpen irva
P[0..m) = T[i—m..i). Tehat i —m érvényes eltolas, amit S-
hez hozzavéve
(Inv3) P; 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j].
Mivel j € 1..m A P; 37T, az 1.16. lemma szerint nincs érvényes
eltolas az (i—7j..i—m(j)) intervallumban. Ezért
Py OT,N0<j<i<nAj<m AS=VN0..i-7m(j)).
Figyelembe véve, hogy P,y 3 P; 3 T}, a szuffixum rel4cio tran-
zitivitasa (1.7. lemma) és 7[j] = 7(j) alapjan:

Pag DT ANO<j<i<nAj<m AS=VnN0..i—7[j]).
Tekintettel arra, hogy 7[j] = 7(j) € [0..7), a j := 7w[j] értékadas
utan mar 0 < 7 <1 A j < m teljesiil. Innét

P; 3T;N0<j<i<nAj<m ANS=VnNI0..i—j) adodik,
amibdl az elsG programég végén kozvetleniil kovetkezik (Inv).

2. Amennyiben j # m, akkor viszont (Inv2) szerint j < m , és igy a
méasodik programag végén is teljesiil (Inv).
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e Ha P[j] # Ti], akkor a Szuffix kiterjesztési lemma (1.9) szerint P 2
T.iv1, vagy ezt masképpen irva P[0..j] # T[i—j..i]. (Invl)-bsl j <m
figyelembevételével ebb6l Pl0..m) # T[i — j..1 — j + m) kovetkezik.
Tehat az i—j érvénytelen eltolas. Ebbdl az (Invl), azaz a
P, JT,N0<j<i<nAj<m ANS=VNI[0..i—j) tulajdonsaggal
(Invd) P; JT;AN0<j<i<nAj<m ANS=VnNI[0..i—j] adodik.

3. Ha j = 0, akkor (Inv4) figyelembevételével a
PodT;AN0=j7<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j]
allitast kapjuk, amibdl ¢ novelése utan
PoJdT,N0=3<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j)
kovetkezik, tehat a harmadik programag végén is teljesiil
(Inv) P; 3T, AN0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j).

4. Ha viszont j # 0, akkor (Inv4) figyelembevételével
P; 3T, N0<j<i<nAj<m AS=VN0..i—j]
teljesiil. Ennek kozvetlen kovetkezménye
(Inv3) P, 3T, N0<j<i<nAj<m AS=VnNI0..i—j].
Az els§ programag vizsgalatanal méar lattuk, hogy (Inv3) esetén
a j := 7[j] értékadéast végrehajtva teljesiil (Inv), tehat az utolso
programag végén is igaz.

g

A KMP(T, P, S) eljaras parcialis helyessége:

1.18. Tétel. Ha a KMP algoritmus megdll, akkor megoldja az 1.3. (min-
taillesztési) problémdt, azaz S =V teljesil, amikor a KMP(T, P, S) eljdrds
befejezddik.

Bizonyitas. A KMP(T, P, S) eljaras ciklusanak (Inv) invariansa (1.17), azaz
P, 3T, N0<j<i<nAj<mAS=VN0..i—j), és a ciklusfeltétel
tagadéasa, vagyis i > n szerint i =nAj<mAS=VN[0..n—j) teljesiil,
mikor a ciklus befejezédik. Ezenkiviil, j < m = n—j >n—m = [0..n—j) D
0..n—-m2{s€0..n—m|T[s..s+m)=P[0..m)} =V =1[0..n—j) D V.
Ezért S =V NI[0..n—j) = V. Kovetkezbleg, S = V teljesiil, amikor a
KMP(T, P, S) eljaras befejezédik. O

A KMP(T, P, S) eljaras megallasa és hatékonysaga: A terminalas iga-
zolasdhoz az 1.3.2. alfejezetben be fogjuk latni, hogy az init(m, P) eljaras
O(m) id§ alatt lefut, most pedig azt, hogy a KMP(T, P, S) eljaras ciklusa
legfeljebb 2n iteraciot hajt végre.
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A KMP(T, P, S) eljaras lineéris, pontosabban ©(n) miiveletigényének igazo-
lasahoz elég belatni, hogy a f6 ciklusanak a futési ideje O(n), ui. m € 1..n
miatt ezen az init(m, P) eljaras (1.3.2) és egyéb inicializalasok ©(m) miive-
letigénye aszimptotikus nagysagrendben mar nem modosit. A f6 ciklus O(n)
miiveletigényének igazolasahoz pedig elegend azt belatni, hogy az legalabb
n és legfeljebb 2n iteraciot hajt végre. A ciklus (Inv) invariansa (1.17) szerint
i€0.nNje0..(m—1)ANj<i.

e Mivel az elsé iteracié el6tt ¢ = 0, és mindegyik iteracio legfeljebb eggyel
noveli az ¢ valtozot, tovabba a ciklusfeltétel ¢ < n, azért legalabb n
iteracio sziikséges ahhoz, hogy ¢ = n legyen, és az eljaras befejezédjék.

e Tekintsiik a 2i—j kifejezést! Azi € 0..n A je0..(m—1) AN j<i
invarians tulajdonsag miatt 2i—j5 € 0..2n.

Az els6 iteracio el6tt 2i—j = 0, ami mindegyik iteracioval (mind a négy
programagon) szigorian monoton né, és végig 2i—j < 2n, igy legfeljebb
2n iteracid utan megéll a ciklus.

1.3.2. A 7 prefix tomb inicializalasa
A kovetkezd, a 7 prefix fiiggvényre vonatkoz6é lemma hasznos lesz.
1.19. Lemma. P; O P;AN0<i<j<mAn(j+1) <i=n(j+1) <m(i)+1

Bizonyitas. Ha7(j+1) = 0, akkor 7(j+1) < 0+1 < 7(i)+1, mert definicio
szerint 7(i) > 0. Masrészt, amennyiben 7(j +1) > 0, k:==7(j + 1) — 1. Igy
E>0é k+1=mn(j+1). A fiiggvény definicioja szerint Py 3 Pjiq.
Kovetkezésképpen P, 3 P;. Figyelembe véve, hogy P; 3 P és k < i, a
Py O P, allitast kapjuk. Kovetkezéleg k < 7(i). Innét pedig n(j + 1) =
k+1<m(i)+1 adodik. O

Gnit(ﬂ/l :N[m] ; P: Z[m]D

J < mn : Invariant of the loop:
Pli] = P[j] P; 3 P; A
i+ + i=0 [VEel..j:nlk] =mn(k)]
j++ j++ i) |G /\Ofi;j%"z/\, )
5 5 X L= <m — 7+ 1+
mhl=17 | 7l]:=0 ’ =

Az init(m, P) eljaras elemzése a kodja mellett, és az alabbi, 1.20. tételben
talalhato ciklusinvariansan alapszik.
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1.20. Tétel. Az (inv) dllitds az init(w, P) eljdrds ciklusdnak invaridnsa.
(inv) P, 3P;AN(Vkel..j:nk]=n(k))A
0<z<j<m/\(j<m—>7r(j—|—1)<z—|—1)

Bizonyitas.Kozvetleniil az elsé ciklusiteracio el6tt a n[l] ;=i :=0; j:=1
inicializalasok miatt (inv) a kovetkezo allitasnak felel meg: Py O Py A(VEk €
1..1:7fk]=nk)=7(1)=0) A0<0<1<mA(l<m—mn(2)<1). Ez
utobbi tényezéi igazak, sorban, mert a P iires sztring barmely nem nemdiires
sztringnek valodi szuffixe, tovabba az 1.12. tulajdonsag szerint 7(1) = 0,
valamint a P minta m mérete nem nulla, és végiil a 1.13. lemma alapjan
7(1+1) <m(1) +1=1, feltéve, hogy m > 1.

Belatjuk még, hogy a ciklusiteraciok tartjak az (inv) tulajdonsagot, azaz,
ha tetszéleges ciklusiteracio el6tt (inv) és a ciklusfeltétel igaz, akkor a ciklus-
mag barmelyik aganak a végére jutva ugyancsak igaz lesz. Amikor belépiink
a ciklusmagba, akkor (inv) és a ciklusfeltétel alapjan (invl) teljesiil:

(invl) P, aP,AN(Vkel..j:nlkl=mn(k))A
0<i<j<mAw(j+1)<i+1

1. Ha P[i] = PJj], akkor a az 1.9. lemma és (inv1)-b6l P, J P, alapjan
P71 3 Pjiq. Innét a m prefix fiiggvény definicidja (1.11) szerint 7(j +
1) > i+ 1, (invl) alapjan pedig 7(j + 1) < i 4+ 1. Kovetkezésképpen
7(j+1) =i+ 1. Az i+ +;j+ +;7[j] := i értékadasok utan pedig
P,aP;N(Vkel..j:mlkl=nk)) NO<i<j<mAmn(j)=1.
Amennyiben j < m, az 1.13. lemma és 7(j) = i szerint 7(j + 1) <
w(7)+1 =144 1. A ciklusmag els§ dganak végén tehat teljesiil az (inv)
allitas.

2-3. Ha P[i| # P[j], akkor az 1.9. lemma alapjan P, AP, ;. Innét a 7
prefix fiiggvény definicioja (1.11) szerint w(j+1) # i+1, (invl) alapjan
pedig m(j + 1) < i+ 1, tehat n(j + 1) <.

Ezt (invl)-gyel Osszevetve, a bels6 elagazas el6tt (inv2) teljesiil:
(inv2) P, aP,AN(Vkel..j:alkl=mn(k))A
0<i<j<mA7n(j+1)<i

2. Amennyiben i = 0, akkor (inv2)-bél a 7(j + 1) < i allitast figye-
lembe véve 7(j + 1) = 0 adodik, mivel a 7 fiiggvény nemnegativ.
Ezt (inv2)-vel osszevetve, a j+ +; 7[j] ;=0 értékadasok utan
P,aP;N(Vkel..j:mkl=n(k))AN0=i<j<mAmn(j)=1i.
Amennyiben j < m, az 1.13. lemma és 7 (j) = i szerint 7(j+1) <
m(j) + 1 = i+ 1. Tehat a ciklusmag masodik aganak végén is
teljesiil az (inv) allitas.
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3. Amennyiben i # 0, akkor (inv2) szerint (inv3) teljesiil:

(inv3) P, OP;AN(Vkel..j:mlk]=m(k))A
O<i<j<mAxn(j+1)<i.

Mivel ¢ > 0, az 1.19. lemma feltételei teljesiilnek. Tehat m(j+1) <

(i) + 1. Masrészt, (inv3) 2. és 3. tényezdje figyelembevételével

P, adodik. Ebbdl az (inv3) a P; O P; allitasaval egyiitt, az 1.7.

tranzitivitasi lemma alapjan P, 3 P;.

Ezekbdl (inv3) alapjan, az i := m[i] értékadas utan

P,aP;N(Vkel..j:nlk]=n(k))A

0<i<j<mA7(j+1) <i+1.

Tehat a ciklusmag utol6 aganak a végén is teljesiil az (inv) allitas.

g

Az init(w, P) eljaras parcialis helyessége:

1.21. Kovetkezmény. Ha az init(w, P) eljards megdll, akkor a visszatéré-
sekor teljesiil az utdfeltétele:

Vkel..m:wk] =mn(k)

Bizonyitas. Az init(m, P) eljarasnak az 1.20. tételbdl ismerds (inv) invari-
ansa és a ciklusfeltétel tagadasa, azaz j > m alapjan j = m. Figyelembe
véve még az (inv) invaridns (Vk € 1..j : wlk] = m(k)) tényezGjét, az
init(m, P) eljaras fenti utofeltétele azonnal adodik. O

Az init(m, P) eljaras megallasa és hatékonysaga: A megallashoz az
alabbiakban igazoljuk, hogy az eljaras ciklusa legfeljebb 2m—2 iteraciot hajt
végre.

Mivel a ciklus minden egyes iteracidja ©(1) miveletigényt, a lineéris, pon-
tosabban ©(m) miiveletigény igazolasihoz elég belatni, hogy az init(r, P)
eljaras ciklusa legalabb m —1 és legfeljebb 2m — 2 iteraciot hajt végre. A
ciklus (inv) invaridnsa szerint 0 < i < j < m.

e Mivel az elsg iterdcio el6tt 7 = 1, tovabba mindegyik iteracio legfeljebb
eggyel noveli a j valtozot, és a ciklusfeltétel j < m, legaldbb m —1
iteracio sziikséges ahhoz, hogy 7 = m legyen, és az eljaras befejezédjék.

e Tekintsiik a 2j —i kifejezést! 0 <7 < 7 < m miatt 2j—i € 2..2m; ui.
J—t>1A5 > 1= 2j—i > 2; tovabba j < m = 2j < 2m = 25— < 2m,
mivel 7 > 0.
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Az els§ iteracio el6tt 2j —i = 2, ami mindegyik iterdcioval (mind a
harom programégon) szigortian monoton ng, és végig 2j—i < 2m, igy
legfeljebb 2m —2 iteracié utan megall a ciklus.

1.3.3. A KMP algoritmus 6sszegzése

A fentiekben egy wiszonylag egyszerid és rovid bizonyitast sikeriilt adnunk
a linearis miiveletigényi KMP algoritmus helyességére és hatékonysagara.
(Erdemes Gsszehasonlitani a [2]-ben olvashaté bizonyitassal. Kikeriiltiik a
mintaillesztd automatdk bevezetését, elemzését és szimulalasat.) Ehhez

e megvizsgaltuk a kérdéses sztringek megfelel§ tulajdonsagait,

e meghataroztuk a KMP(T, P, S) és az init(m, P) eljardsok ciklusainak
megfelel§ invarians tulajdonsagait, valamint

e a ciklusokhoz tartozé alkalmas terminator kifejezéseket.

Lattuk, hogy a KMP algoritmusnal legjobb és a legrosszabb eset absztrakt
miiveletigénye kozott kétszeres szorzé van, igy a futasi idé is nagyon stabil, és
a legrosszabb esetben is meglep&en hatékony, a széveg hosszanak kozelitGleg
linearis fiiggvénye. Online alkalmazasoknal a hatékonysag (a legrosszabb
esetben is) és a futédsi id§ stabilitasa egyiitt, hatérozott el6ny a masik két
algoritmusal szemben, bar a Quicksearch varhato futési ideje jobb, mint a
KMP algoritmusé, igy offline alkalmazasoknal ez lehet elényosebb.

A KMP(T, P,S) eljaras i valtozoja sohasem csokken. Mivel a T[0..n)
szovegre csak a T[i] kifejezésen keresztiil hivatkozunk, a szovegen sohasem
kell visszalépni. Ezért ez a KMP algoritmus kényelmesen, hatékonyan imp-
lementéalhaté abban az esetben is, ha a szoveg (amiben keressiik a mintat)
egy szekvencialis fajlban van. Mivel a Brute-force és a Quicksearch algorit-
musoknal a szévegen esetleg m—2 karakternyit is vissza kell 1épni, ezeknél —
feltéve, hogy a szoveg egy szekvencidlis input fajlban van — annak az utoljara
beolvasott m —1 karakterét folyamatosan nyilvan kell tartani egy atmeneti
taroloban.

1.3.4. A KMP algoritmus szemléltetése

Az init(m, P) algoritmus szemléltetése az ABABBABA mintan:
(A harom programég mindegyikének az elején kezdiink 1j sort.)
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Példa:

A P[0..8) = ABABBABA mintat keressiik

aTl0..17) = ABABABBABABBABABA szivegben.

A mintéhoz tartozo 7/1 : N[8] tombot fentebb méar kiszamoltuk.

A kereseés:
1=20 1 (234|516 |7 |89 |10|11|12| 13| 14| 15| 16
Til=|A|B|A|B|A/B|B|A/B|A|B/B|A|B|A|B|A
A|B|A|B|B
5=2 A|/B|/A|B|B|/A|B|lA
s=7 A|/B|A/B|B|/A|BlA
A|B|A|B| A
Al Bl A
S={27}=V
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2. Informaciotomorités ([4] 5)

2.1. Naiv modszer

A toméritendd szoveget karakterenként, fix hossziisagt bitsorozatokkal ko-
doljuk.

Y= <O'1,0'2, Ce ,O'd> az abécé.

Egy-egy karakter [lgd] bittel kodolhaté, ui. [lgd] biten 287 kiilénbozo
binaris kod abrazolhato, és 21841 > d > 2M18d1=1 4747 [1g d] biten dbrazolhato
d-féle kiilonbo6z6 kod, de eggyel kevesebb biten méar nem.

In : () a tomoritends szoveg. n = |In| jeloléssel n * [lgd| bittel kodolhato.

Pl. az ABRAKADABRA szévegre d = 5 és n = 11, ahonnét a tomoritett
kod hossza 11 * [lgh] = 11 %3 = 33 bit. (A 3-bites kodok koziil tetszbleges b
kioszthato az 5 betiinek.) A tomoritett fajl a kodtablazatot is tartalmazza.

A fenti ABRAKADABRA szoveg kodtablazata lehet pl. a kovetkezd:

karakter | kod
A 000
B 001
D 010
K 011
R 100

A fenti kédtablazattal a tomoritett kod a kovetkezs lesz:
000001100000011000010000001100000.

Ez a tomoritett fajlba foglalt kodtablazat alapjan konnyedén 3 bites szaka-
szokra bonthat6 és kitomorithet6. A kodtablazat mérete miatt a gyakorlat-
ban csak hosszabb szévegeket érdemes igy tomoriteni.

2.2. Huffman-kod

A tomoritendd szoveget karakterenként, valtozd hosszusigu bitsorozatokkal
kodoljuk. A gyakrabban el6forduld karakterek kodja révidebb, a ritkdbban
el6forduloké hosszabb.

Prefix-mentes kéd: Egyetlen karakter kodja sem prefixe semelyik méasik
karakter kodjanak sem.
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A karakterenként kddold tomoritések kozott a Huffman-kod hossza mini-
malis. Ugyanahhoz a széveghez tobbféle kodfa és hozzatartozd kodtablazat
épithetd, de mindegyik segitségével az input szévegnek ugyanolyan hosszi t6-
moritett kodjat kapjuk. Betomorités a kodtablaval, kitomorités a kodfaval.
Ezért a tomoritett fajl a kodfat is tartalmazza.

A tomoritendd fajlt, illetve szoveget kétszer olvassa végig.

- El6szor meghatarozza a szévegben el6fordulé karakterek halmazat és az
egyes karakterek gyakorisdgat, majd ennek alapjan kodfat, abbol pedig kod-
tablazatot épit.

- Mésodszorra a kodtabla alapjan kiirja az output fajlba sorban a karakterek
binaris koédjat.

A kédfa szigorian binaris fa. Mindegyik karakterhez tartozik egy-egy le-
vele, amit a karakteren kiviil annak gyakorisidga, azaz el6fordulasainak szé-
ma is cimkéz. A bels6 csticsokat a csicshoz tartozo részfa leveleit cimkézé
karakterck gyakorisagainak dsszegével cimkézziik. (Igy a kédfa gyokerét a
tomoritendd szoveg hossza cimkeézi.)

A kodfat ugyépitjiik fel, hogy el6szor egycsicsi fak egy minimum-
prioritasos sorat hatarozzuk meg, amelyben mindegyik karakter pontosan egy
csticsot cimkéz. A csticsot a karakteren kiviil annak gyakorisaga is cimkézi.
A minimum-prioritasos sort a benne tarolt fak gyokerét cimkézd gyakoriség-
értékek szerint épitjiik fel. Ezutédn a kovetkezGt csinaljuk ciklusban, amig a
kupac még legalabb ketts fabol all.

Kivesziink a kupacbol egy olyan fat, amelyeknek gyokerét a legkisebb
gyakorisig cimkézi. Fzutan a maradék kupacra ezt még egyszer megismétel-
jiik. Osszeadjuk a két gyakorisagot. Az osszeggel cimkéziink egy 4j cstcsot,
amelynek bal és jobb részfaja az el6bb kivalasztott két fa lesz. A bal adgat a
0, a jobb 4dgat az 1 cimkézi. Az igy képzett Gj fat visszatessziik a minimum-
prioritasos sorba.

A fenti ciklus utan a minimum-prioritasos sorban maradé egyetlen binaris
fa a Huffman-féle kodfa.

A kodfabol ezutan kodtablazatot készitiink. Mindegyik karakterekhez
tartoz6 kodot tgy kapjuk meg, hogy a kodfa gyodkerétsl elindulva és a ka-
rakterhez tartozo levélig lefelé haladva a kodfa éleit cimkézs biteket 0sszeol-
vassuk. (Ezt hatékonyan kivitelezhetjiik pl. a kodfa preorder bejarasaval, az
aktualis csticshoz vezetd bitsorozat folyamatos nyilvantartéasaval, és levélhez
érve, a kodtablazatba irasaval.)

Befejezésiil tjra végigolvassuk a témoritendd szdveget, és a kodtablazat
segitségével sorban mindegyik karakter binaris kodjat a (kezdetben iires) t6-
moritett bitsorozat végéhez fiizziik. A tomoritett fajl a kodfat is tartalmazza,
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igy a gyakorlatban Huffman-kodoléssal is csak hosszabb szivegeket érdemes
tomoriteni.

A kitomoritést is karakterenként végezziik. Mindegyik karakter kinyeré-
séhez a kodfa gyokerétsl indulunk, majd a tomoritett kod sorban olvasott
bitjeinek hatasara 0 esetén balra, 1 esetén jobbra lépiink lefelé a faban, mig-
nem levélcsiicshoz ériink. Ekkor kiirjuk a levelet cimkézé karaktert, majd
a Huffman-kédban a kdvetkezs bittsl és djra a kodfa gydkerétél folytatjuk,
amig a tomoritett kodon végig nem ériink.

2.2.1. Huffman-kodolas szemléltetése

Pl. az ABRAKADABRA szioveget egyszer végigolvasva meghatarozhatjuk
milyen karakterek fordulnak el§ a szévegben, és milyen gyakorisaggal. Ugy
képzelhetjiik, hogy az alabbi tablazat az 4j betiikkel folyamatosan bé&viil,
ahogy haladunk el6re a szévegben.

szoveg: | A|B/R|A|K|A|D|A|B|R|A
1 2 3 4 5

I U B N I
S I N
o 2

=yl Ee Rl flue] 5

A fenti szamolast (betii/gyakorisag) alakban Gsszegezve:

((D/1), (K/1),[B/2],{R/2},(A/5))

A fenti 6t kifejezést 6t egycsucsu binéris fanak tekinthetjiik. (A jobb olvasha-
tosag kedvéért tobbféle zarojelpart alkalmaztunk.) Mindegyik csics egyben
levél és gyokér. A levelekhez tartozo két cimkeét karakter/gyakorisdg alakban
irtuk le. A tomorités algoritmusa szerint ezeket egy minimum-prioritdsos
sorba tessziik. A konnyebb érthetéség kedvéért ezt a minimum-prioritésos
sort a szokasos minimum-kupacos reprezentacié helyett most a fak gyokeré-
ben 1év6 gyakorisag-értékek (roviden fa-gyakorisdg-értékek) szerint rendezett
fa-sorozattal szemléltetjiik. (Azonos gyakorisagok esetén a bettik alfabetikus
sorrendje szerint rendeziink. Ez ugyan onkényes, de az algoritmus bemuta-
tasa szempontjabol hasznos egyértelmisités. A fak agait is hasonloképpen
rendezziik sorba.)

Ezutan kivessziik a két legkisebb gyakorisag-értéki fat, egy uj gyokércsics
ala tessziik 6ket bal- és jobboldali részfanak, a 1j gydkércsicsot pedig a két
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fa-gyakorisag-érték Osszegével cimkézziik. Végiil visszatessziik az 0j fat a
minimum-prioritasos sorba.

((B/2], [(D/D)2(K/1)], {R/2},(A/5))

A fenti eljarast addig ismételjiik, amig mar csak egy fank marad. Ezt végiil
kivessziik a minimum-prioritasos sorbol: ez a Huffman-féle kodfa.

({R/2},{[B/214[(D/1)2(K/1)]}, (A/5))

((A/5), ({R/2}6{[B/2]4[(D/1)2(K/1)]}))
[(A/5)11({R/2}6{[B/2]4[(D/1)2(K/1)]})]

A fent kapott kodfat az 1. dbran is lathatjuk.

1. abra. Az ABRAK ADABRA szovegnek az alfabetikus konvencioval adédo
Huffman-féle kodféja

Tekintsiink az 1. dbran lathato kodfiban egy tetszéleges egyszert, azaz
kérmentes utat, amely a fa gyokerétdl lefelé valamelyik leveléig halad! Az 1t
éleit cimkézé biteket Gsszeolvasva adodik a levelet cimkézé karakter Huffman-
kodja. Igy a karaktarekre a kovetkezd kodtablazatot kapjuk.

karakter | kod
0
110
1110
1111
10

= x| O] | e
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A fentiek alapjan az ABRAKADABRA szoveg Huffman kodja 23 bit, ami
lényegesen rovidebb, mint a fenti naiv tomorités esetén. A koédtablazat bi-
naris kodjait az ABRAKADABRA sziéveg karakterei szerint sorban egymas
utan flzve kapjuk a szoveg Huffman-kodjat.

01101001111011100110100

A kitomoritéshez az el6bbi Huffman-kod és a kodfa alapjan a kezd6 nulla
rogton az ,A” cimkéji levélhez visz. Ezutan sorban olvasva a maradékbol a
biteket, a 110 a B-hez visz, majd a 10 az R-hez, a 0 az A-hoz, a 1111 a K-hoz,
a 0 az A-hoz, az 1110 a D-hez, a 0 az A-hoz, a 110 a B-hez, a 10 az R-hez,
és végiil a 0 az A-hoz. Igy visszakaptuk az eredeti, toméritetelen szoveget.

2.1. Feladat. Probdljuk ki, hogy ha a Huffman-kodoldsban lévd indetermi-
nizmusokat a fenti alfabetikus sorrendtdl eltérden oldjuk fel, ugyanarra a to-
moritendd szovegre mégis mindig ugyanolyan hosszi Huffman-kodot kapunk!
(Ha példdul a minimum-prioritdsos sorbdl azonos fa-gyakorisag-értekek ese-
tén az alacsonyabb fdt vesszik ki eldbb — ezt az ad-hoc szabdlyt az alfabetikus
konvenciondl erdsebbnek véve —, akkor a fenti példdban a kodfdt felépitd ciklus
masodik iterdcidjaban a [B/2] és az {R/2} fdt fogjuk osszevonni.)

2.3. Lempel-Ziv—Welch (LZW) modszer

Az input sz6veget ismétl6ds mintakra (sztringekre) bontja. Mindegyik min-
tat ugyanolyan hosszu binaris koddal helyettesiti. Ezek a mintdk kodjai. A
tomoritett fajl a kodtablazatot nem tartalmazza. Részletes magyarazat ol-
vashato Ivanyos Gabor, Ronyai Lajos és Szab6 Réka: Algoritmusok c. kony-
vében [4]. (Online elérhetésége az irodalomjegyzékiinkben.)

Jeldlések az absztrakt struktogramokhoz:

- Ha a koédok b bitesek, akkor MAXCODE = 2° — 1 globalis kons-
tans a kodként hasznalhaté legnagyobb szamérték. Ha pl. b = 12, akkor
MAXCODE = 2'2 — 1 = 4095.

- A XY = {(01,09,...,04) sorozat tartalmazza az abécé karaktereit.

- A tomoritésnél , In” a tomoritends széveg. ,,Out” a témorités eredménye:
kodok sorozata. A kitémoritésnél forditva.

- D a szbtar, ami (string, code) rendezett parok, azaz Item-ek halmaza. A
szotarat a tomoritett kod nem tartalmazza. Ehelyett a kitomorités rekonst-
rualja az abécé és a tomoritett kod alapjan.

Item

+string : 3()
“+code : N
+item(s : X() ; k : N){string := s ; code := k}
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@ZWcompress(Inl: () ; Out : N<>D

D : Item{} // D is the dictionary, initially empty

i:=1to ||

x: Item((%;),1) ; D := D U{x}

code := |X|+1; Out := () ; s:3(Inq)

i:=2to |In|

c: X :=1In;

dictionaryContainsString(D, s + ¢)

Out := Out+code(D, s)

code < MAXCODE

s=s+c
x: Item(s + c,code + +) ; D := DU{z} | SKIP

s :=(c)

Out := Out+code(D, s)

CLZWdecompress(In :N() ; Out : E()D
[

D : Item{} // D is the dictionary, initially empty

i:=1to |X|

x: Item((¥;),1) ; D := DU {z}

code := |X| + 1 // code is the first unused code

Out := s := string(D, In;)

i:=2to |In|

k.= In;

k < code // D contains k

t := string(D, k) t:=s54+5

Out ;= Out +t Out := Out +t

x : Item(s + t1, code) x: Item(t, k) // k—=code
D :=DU{x} D :=DU{x}

s:=1t; code+ +
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