Legrovidebb utak minden csucsparra *

Vadasz Péter

1 Elméleti 6sszefoglalé [2]

Adott egy élstlyozott graf, keressiik minden csicspérra a két cstucs kozott 16vo legrovidebb
utat. Hasonlé feladatot lehet elképzelni egy autéstérkép készitésekor is. Iranyitott graf esetén
megengediink negativ éleket, negativ 0sszsilyu koroket azonban nem, irdnyitatlan esetben
negativ éleket sem engediink meg.

A feladatot megoldhatjuk a Dijkstra vagy a Bellman-Ford algoritmussal is, vizsgaljuk

meg, hogy ez milyen futasi id6 koltséggel jarna:

e Dijkstra algoritmus: futtassuk le a Dijkstra algoritmust, a graf 6sszes csicsara mint
start csucsra. Ha az algoritmus altal hasznalt prioritasos sort binaris kupac segitségével
reprezentaljuk, akkor a futdsidé ritka grafokra O(n(n + m)logn) = O(n*logn), stirti

grafokra O(n?®logn)

e Bellman-Ford algoritmus: futtassuk a Bellman-Ford algoritmust a graf Osszes
csticsara, mint start csticsra. Ritka grafok esetén a futdsi idé: O(n * n* m) = O(n?),

stirti grafokra O(n*)

Lathatjuk, hogy stirti grafok esetén a fenti modszerek egyike sem til hatékony, ezért egy

olyan moédszert is haszndlhatunk, ami minden gréf esetén ©(n?) koltséggel miikodik.

*Dr Asvéunyi Tibor jegyzete alapjan
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2 Floyd-Warshall algoritmus

Tegyiik fel, hogy G graf csicsmatrixos reprezentaciéval adott. Az egyes cstcsok kozotti
tavolsagok szdmitdsdhoz egy D-vel jelolt matrixot fogunk haszndlni, D;; az i és j cstcs
kozti optimadlis it hosszat tartalmazza. Egy m maéatrixban a kozvetlen megel6z6 cstucsokat
taroljuk, m;; az ¢ és j csucs kozott vezetd optimdlis dton j cstucs kozvetlen megel6z6jét

tartalmazza. Az optimalis utakat dgynevezett belsé csticsok mentén keressiik.

Definicié 2.1. Bels6 cstcs [3] Egy p =< v1,vs, ..., v, > 1t bels6 csicsa minden v-t6l és

vE-t6l kiilonbozé cstics. Tehat {vg, ..., vk_1}

Az algoritmus n 1épésben hatarozza meg a csicsparok kozti legrovidebb utakat. A k-adik
(k)

lépése utdn a D;;” az i és j csucsok kozott 1évo optimalis ut hosszat tartalmazza, gy, hogy,
a belsd csicsok cimkéje legfeljebb k, a k cimkéjii csics vagy szerepel az tton vagy nem,
attdl fiiggden, hogy az Ut ettdl optimalisabb lesz-e vagy sem.

A D™ ¢s 7(®) matrixok kiszamitasa [2]:
¢

0, hai=j

D =i, j), ha (i, j) € G.E A 4 j

oo, hai# jA(i,]) ¢ G.E
\

.

0, hai=j

T =4, ha (i,j) e GGENi#

0, hai#jA(i,j) ¢GE
\

DO mitrix lényegében megegyezik a csticsmatrixal.

DY 4+ ¥V ha ¥V 5 plh o plky

D — g i b
ij
DY kiilsnben
(k—1) (k—1) (k—1) (k—1)
7T(k) )y ha Dij > D, 7+ ij
g (k=1) 7 +oqae
T kilonben

j
Az algoritmus matrixparok sorozatat allitja el6 0-tél n-ig n+1 db matrix. Az algoritmus

miikodése sordn mégis elegendd egyetlen D és m métrixot fenntartani, mivel a k-adik sor és

k-adik oszlop a k — 1 és k-adik 1épés kozott nem valtozik meg, hiszen a k cimkéji csicsbél
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sajat magan keresztil nem talalhatunk rovidebb utat sehova, valamint a k cimkéjti csticsba

sem talalhatunk legrovidebb utat énmagan keresztiil semelyik masik csicsbol sem.

(FloydWarshall(A/1, D/1 :l]Ei.x [n,n] ; 7 : N[n,n]) : N)
i:=1ton

ji=1ton
D[i,j] := A[i, j]
i # jAA[i,j] < oo

SElE ] ‘ w[i,j] =0
k:=1ton
i:=1ton
ji=1ton
D[i,j| > D[i,k] + D[k, j]
DI[i, j] :== DJi, k] + DIk, j]
(i, j] :== w[k, j] o
i=jAD[,i <0 s
return ¢ // i 1s in negative cycle | SKIP

return 0 // shortest-path trees computed

Abra 1.: Floyd-Warshall algoritmus [1]

Floyd-Warshall algoritmus esetén, ha a graf tartalmaz negativ Osszsilyu kort, akkor a

foatloban negativ értékek jelennek meg, ezt az algoritmus is figyelembe veszi.

2.1 Példak

A feladatok megoldasa soran minden 1épésben felrajzoljuk a matrixokat, iranyitatlan esetben
a matrixok szimmetrikusak. A k-adik lépésben végigmegyiink D maétrix cellain, k-adik sor
és k-adik oszlop kivételével és megnézziik, hogy az (i,j) cella esetén (i, k) és (k,j) celldk

Osszege, optimélisabb-e, mint (i, 7), ha igen, akkor médositjuk az értéket (r métrixban is).
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1. példa: Szemléltessiik a Floyd-Warshall algoritmus miikodését az alabbi grafon! Adjuk

meg D és m matrixokat minden iteracioban. Adjuk meg a csicsparok kozti optimaélis utakat

<%b1 (2)
3
1

is!

DO 12|34 7011234
1 |01 ]w]|3 1 [0/1]0]1
2 o |0|oo|1 2 01002
3 |1]2/0]w 3 [3[3/0]0
4 w|low| 2|0 4 |0/0(4|0

Lathatjuk, hogy D) métrix megegyezik a graf csicsmatrixos reprezentéciéjaval.

DM 11234 D 1]2|3|4
1 |01 ]|o]|3 1 loff1]0] 1
2 o | 0wl 2 00|01 2
3 12]0]4 3 I33(0] 1
4 o || 2|0 4 01f0]4]0

D és (1) matrixokan dupla szegéllyel jelsltiik azokat a sorokat, melyek nem véltoznak
az els6 iteracioban. Nézziik meg, hogyan hatarozhatjuk meg a kék szinti cella értékét a piros
szinl cellak segitségévell A cella a matrix 3. soraban és 4. oszlopdban van, a fenti rekurziv
képlet alapjén, ha DY > DY + D9 akkor DY = DX + DO, DY + DY = 4, ami
hatérozottan kisebb, mint oo (Dég) értéke), tehdt 4 lesz a cella 14j értéke. A ﬂéi) értékét Wig)

értéke hatarozza meg.

D® 1234 7@ 11{2|3]4
1 0|12 1 |of[1]0]2
2 ol 0fo|l 2 0110 0]2
3 [1]2)0/3 3 /33|02
4 |oo|loo| 2|0 4 (001410



Algoritmusok és adatszerkezetek II. Legrovidebb utak egy forrasbél

D® 1]23]|4 7@ 12|34
1 [0]1]o]2 1 |0[1]0/2
2 |0 |oo] 1 2 0101 0] 2
3 1203 3 |3/3(0]2
4 |34 2]0 4 (331410

DWl1|2|3]|4 7@ 12|34
1 [0]1 /412 1 |0]1/4]2
2 4031 2 (30412
3 [1/2]0]3 3 [3(3]0]2
4 [314]2]0 4 (33410

Az egyes csticsok kozotti legrovidebb utakat a 7(* matrix alapjan tudjuk meghatérozni:

o 1~2:1— 2 [Osszsily: 1], D%) érték alapjan

o 131243 [osszstly: 4] (73 értéke 4, azaz az l-es és 3-as cstics kozott

vezetO optimadlis dton 3-as csucs kozvetlen megel6zdje a 4-es csiics. Most meg kell

nézniink, hogy hogyan jutunk a 4-es csicsba, azaz mi a 4-es megelézoje, ezt a 7Tﬁ)

érték mutatja, ami 2, végiil pedig a 2-es csucs megeldzoje kell, amit a WEAQ) értéke ad

meg, ez mar 1, tehdt megtaldltuk az 1 ~~ 3 titon szerepld Osszes csticsot. )

o 1~ 4:1—2— 4 [0sszsily: 2]

© 2~ 1:2—4—3— 1 [0sszstly: 4]

® 2~ 32— 4 — 3 [0sszsuly: 3]

o 2~ 4: 2 — 4 [Osszsuly: 1]

e 3~ 1:3— 1 [6sszsuly: 1]

® 3~ 2:2— 3 — 2 [bsszsuly: 2]

o 3~ 4:3— 2 — 4 [bsszsuly: 3]

o 4~ 1:4—3— 1 [bsszsuly: 3]

o 4~ 2:4—3— 2 [0sszsuly: 4]
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o 4~ 3: 4 — 3 [Osszsuly: 2]

3 Graf tranzitiv lezartja

Definicié 3.1. Tranzitiv lezart: Egy G(V, E) graf tranzitiv lezartja egy G'(V, E’) graf, ahol
(u,v) € G'.E" akkor és csak akkor, ha G-ben vezet it u-bdl v-be.

A tranzitiv lezart kiszamitasahoz hasznalhatjuk a Warshall algoritmust, amely a
Floyd-Warshall algoritmus egy moddositott valtozata. Egy T n X n-es logikai matrixot
hasznalunk, az élsilyok most nem szamitanak, a graf lehet irdnyitott, iranyitatlan.

A Floyd-Warshall algoritmushoz hasonléan a Warshall algoritmus métrixok sorozatét
allitja el6 (n iterdcidval), de a korabbi indoklds miatt itt is elég egy matrixot hasznélni. A

)

k-adik iteracié utan Tl(Jk értéke igaz, ha az i és j cimkéjll csicsok kozott vezet olyan tit,

amelyben a belso csicsok cimkéje legfeljebb k.

A T™® métrixok kiszdmitdsa (1 jelentése "igaz”, 0 jelentése "hamis”):

O _ 1, hai=jV(i,j) € G.E

ij
0, kiilonben

T»(k) _ T‘('k’*l) v/ (Ti(lfil) A Tk(;'fil))

v v

{Tmnﬁili\'a-(.'lu.k:urs-{Ajl_.T;’l : E[n.._nm
| 8

i=1ton

j=1tomn

T[i, 5] == A[2, ]

T =1
k:=1ton

i:=1ton

ji=1ton
T[i,j] =T[5 v (T, k] A Tk, 5])

Abra 2.: Warshall algoritmus [1]

Futési id6: ©(n?)
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3.1 Példak

2. példa: Szemléltessiik a Warshall algoritmus miikodését az alabbi grafon! Adjuk meg T

matrixot az inicializaldsa és a fo ciklus mindegyik iteracidja utan is!

7O | 11234 TO {1234
1 (11100 1 1111(0/0
2 |0(1]01 2 oll1l1011
3 (0]1]110 3 oll1l1lo0
4 (00|11 4 ollol1l]1
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