Dr. Hunyadvari Laszlé
Manhertz Tamas

Automatak és formalis
nyelvek

Jegyzet programtervezd matematikus és informatika tanari
szakos hallgatok szamara

Technikai kivitelezés:
Tichler Krisztidn



Jelen dokumentdcié a Hunyadvari Laszlé egyetemi docens &ltal a programtervezé matematikus és infor-
matika tandri szakos hallgaték szdméra tartott bevezetd formaélis nyelvek kurzus el6addssorozata alapjan
késziilt. Az anyag terjesztése, mésoldsa engedélyezett, de a forrdsdllomény barminemi véltoztatasdnak joga

kizardlagosan a szerz6ket illeti meg.

Harmadik kiadds, utolsé javitds datuma: 2006. januér 13.

Késziilt Donald E. Knuth TEX szévegszedd rendszerével.
Budapest, E6tvos Lordand Tudoményegyetem, Informatikai Kar, 2006.



Tartalomjegyzék

I

1

2

3

Formalis nyelvtanok

Alapfogalmak
1.1. Abécé, szavak, nyelv. . . . . ..o
1.2. Miuveletek szavakkal . . . . . . . . ... . .. ...
1.2.1. Konkatendcid. . . . . . . . . . .o
1.2.2. Megforditds. . . . . . . . . . e
1.2.3. Szé hossza. . . . . . ...
1.2.4. Homomorfizmus (dtkédolds). . . . . . . . ... ... ... ...
1.3. Miveletek nyelvekkel . . . . . . . .. o oo
1.3.1. Halmazmiveletek. . . . . .. . .. ... ... .. .. ... .. .....
1.3.2. Konkatendcid. . . . . . . . . . .
1.3.3. Helyettesités (nemdeterminisztikus atkédolds). . . . . ... .. .. ..
1.3.4. Lezarés, iteracid. . . . . . . . . . .o
1.4. Nyelvek definidlasanak médszerei . . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ...,
1.5. Nyelvek megadasa produkciés rendszerrel . . . . . . . . ...
1.5.1. AlIl&ltal lefrt nyelv . . . .. ... . o
1.5.2. Generativ nyelvtanok . . . . . . .. . . ... ...
1.6. Nyelvtanok osztdlyozasa . . . . . . . .. . .. .. Lo
1.7. Nyelvtanok kiterjesztett tipusai . . . . . . . . .. ... oL
1.7.1. Kiterjesztett nyelvtani tipusok . . . . . . .. .. ... L.
1.8. Normalformak . . . . . . . . . . . . . e
1.8.1. Kuroda normalforma . . . . . . . . . .. .. ... .. ... .. ...,
1.8.2. Chomsky normaélforma . . . . . . . . . . ... ... .. ... ...
1.8.3. Greibach normalforma . . . . . . . ... . ... oL
1.8.4. 3-asnormélforma . . . . . . . ... L
1.9. Zéartsagi tételek . . . . ..o

A Chomsky-osztalyok és az algoritmussal definialt nyelvek kapcsolata

Veremautomatakkal jellemezhet6 nyelvek

3.1. O-vermek . . . . . . . .
3.1.1. Determinisztikus O-vermek (Lpoy) - « « v v v v v oo i
3.1.2. A 3. tipusi nyelvek néhany tulajdonsdga . . . . . . .. ... ... ...
3.1.3. Minimalis automata eléallitasa . . . . . . .. . .. ... ... .....
3.1.4. Allapotok ekvivalencidjanak algoritmikus eldontése . . . . . . . . . ..

1



TARTALOMJEGYZEK 1
3.1.5. Reguldrisnyelvek . . . . . . .. oL o 45

3.1.6. A 3-as tipusi nyelvek néhany tovabbi zartsagi tulajdonsiga . . . . . . 47

4 Algoritmikusan eldontheté problémak 3-as tipusu nyelveken 49
5 2-es tipusu nyelvek 51
5.1. Algoritmikusan eldontheté problémék 2-es tipusi nyelvekre . . . . . .. . .. 57
5.2. A veremautomatdk és 2-es tipusi nyelvek kapcsolata . . . . . . ... ... .. 58
5.3. Determinisztikus 1-vermek . . . . . . . . ..o 63
5.3.1. Veremautomatdk normalformai . . . . . ... .. ... ... ... ... 64

6 Elemzési mddszerek 69
6.1. Az elemzési médszerek célja . . . . . . ... Lo 69
6.2. A szintaxiselemzési médszerek osztalyozdsai . . . . . . ... ... 69
6.3. Feliilr6l-lefelé elemzések . . . . . . . . .. .. 70
6.4. LL(k)nyelvtanok . . . . . . . . . .. ... 73
6.5. Alulrdl-folfelé médszerek . . . . . . . . .. 74
6.6. LR(k)nyelvtanok . . . . . . . . .. . 75
6.7. Kapcsolat Lpyiqy és az LR(k) nyelvek kozott . . . . . . .. ... 76



TARTALOMJEGYZEK




I. FORMALIS NYELVTANOK



1. Alapfogalmak

1.1. Abécé, szavak, nyelv.

1.1. definicié. Abécének nevezink eqy tetszdleges véges szimbolumhalmazt. Az dbécé ele-
meit betiknek hivjuk.

Konvencié: az abécék jelolésére az X,Y jeleket fogjuk haszndlni, mig 7" az Ggynevezett
termindlis abécét fogja jelenteni. Egy tetszbleges dbécé betiiit az a, b, ¢ szimbdlumok jelolik.

1.2. definicié. Az X dbécé elemeinek eqy tetszdleges véges sorozatdat az X dbécé feletti
szonak nevezzik. Ha X mnem lényeges vagy egyértelmi, akkor szordl beszéliink.

Vilagos, hogy egy X abécé feletti szd tekintheté minden X-nél bévebb abécé feletti szonak
is. Konvencid: szavak jelolésére az u, v, w szimbdlumokat, illetve ezek megjelolt valtozatait
fogjuk haszndlni (uy,v’,w).

Azt a legsziikebb dbécét, mely felett u még szé X (u)-val jeldljik.

Az X abécé feletti Gsszes szavak halmazat jelolje X*. Az e jelentse az iires szdt és legyen
Xt = X*\{e}.

1.3. definicié. Az X* valamely részhalmazdt (azaz 2X" valamely elemét) az X dbécé feletti

nyelvnek nevezzik.

Konvencié: nyelvek jelolésére az L betiit, illetve ennek megjelolt valtozatait fogjuk
haszndlni. Ha X nem lényeges vagy egyértelmii, akkor nyelvrél beszélink. X (L) jeloli
a legsziikebb olyan abécét, mely felett L nyelv. Megegyezés szerint az u szét azonositjuk az
{u} nyelvvel.

1.4. definicié. Nyelvek valamely dsszességét nyelvosztalynak, nyelvcsalddnak hivjuk.

Konvencié: nyelvosztalyok jelolésére az L betiit, illetve ennek megjelolt valtozatait fogjuk
hasznalni.

1.2. Miuveletek szavakkal

1.2.1. Konkatenacio.

Legyenek u, v szavak egy adott L nyelvbdl. Ekkor a két sz6 konkatendcidja uv. (A két sz6
egymas utdni lefrdsdval kapott sz6.) Ez egy asszociativ miivelet, melynek ¢ az egységeleme,
igy

<X * konkatenécio, 5>

egységelemes félcsoportot képez.
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1.2.2. Megforditas.

Legyen u egy sz6, ekkor a megforditdsara az u’, illetve u~! jeloléseket hasznaljuk.

1.2.3. Sz6 hossza.

Egy adott u sz6 hossza a benne 1év§, 4bécébeli jelek szdma. Jelolése: [(u). Egy adott y € X
jel eléforduldsainak szdma egy adott u széban: l,(u). Legyen H C X. Jelolje ly(u) az u
szoban eléfordulé H-beli szimbélumok szamét. Példaul Iy, 5 (abcac) = 3.

1.2.4. Homomorfizmus (dtkédolas).

1.5. definicié. Legyenek X,Y tetszéleges dbécék. Egy h : X* —— Y™ leképezést konkate-
ndcidtartonak hivunk, ha tetszéleges u,v € X* szavak esetén h(uv) = h(u)h(v).

Vildgos, hogy egy h konkatendcidtarté leképezés esetén h(e) = € és elég h-t megadni az X
elemein. A h: X* — Y™ konkatendaciétarto leképezéseket homomorfizmusoknak nevezziik.
Nyelvekre vonatkozo kiterjesztése:

h(L) = | h(u).

u€L

1.3. Miiveletek nyelvekkel

1.3.1. Halmazmiiveletek.

Mivel a nyelvek halmazok, ezért a halmazmiiveletek alkalmazhatéak a nyelvekre is. Véges
sok, nyelveken végzett halmazelméleti miivelet eredményéhez mindig adhaté abécé, amely
folotti nyelv az eredmény. Legyenek Lq,Ls,..., L, nyelvek. Az ezekkel végzett miivelet
eredményének megfelel6 egy abécé:

Végtelen sok miivelet esetén ez nem feltétlentil teljesiil, mint ezt az aldbbi, gyakorlati
szempontbdl is érdekes példa mutatja:
Legyen
An = {(1, (27 ey (n, )1, )2, ey )n} egy Zibé(?é, és

D, := HE(A,),

azaz a A, feletti helyes zardjelezések halmaza. Ekkor

o0
D= U D;,
=1

a helyes zardjelezések 0sszessége mar nem lesz nyelv, mert nincsen véges dbécéje.
Végtelen sok miivelet esetén tehat tigyelni kell arra, hogy az eredménytl kapott halmaz
nyelv legyen, vagyis 1étezzen hozza abécé.
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1.3.2. Konkatenacio.

Legyenek Li, Lo nyelvek. Ekkor az L; és Lo nyelvek konkatendciéjdn az LiLo := {uv | u €
L1 ANv € Ly} nyelvet értjiik.

A konkatenacié rendelkezik az asszociativitas tulajdonsigéaval. Erre vonatkozé egység-
eleme {€}. Az unié és a konkatendci6 kozott mindemellett kétoldald disztributivitds 4ll fenn,
azaz

L(L1 U LQ) = LL1 ] LL27 valamint
(L1 U Ly)L = L1 LU Lo L.
Ezekkel a tulajdonsigokkal a

<2X* ,{U, konkatenécié, 0, {e}})

struktura egységelemes félgytrd.

1.3.3. Helyettesités (nemdeterminisztikus atkédolas).

Legyenck X,Y abécék, és @ : 25— 2Y7. A ® leképezést helyettesitésnek nevezziik, ha
unié- és konkatendcidtarté és megtartja a zérus elemet, valamint az egységelemet (®(()) =
0, ®({c}) = {e}). (® tehdt a 2% és a 2¥" félgyliriik kozotti algebrai homomorfizmus.)

Megjegyzés: A miivelettartds miatt ®-t elegenddé X elemein megadni. TetszOleges,
nyelvekre kiterjesztett homomorfizmus tekintheté helyettesitésnek.

1.3.4. Lezaras, iteracié.

Legyen L egy nyelv. Ekkor L iteraltjan vagy lezartjan a kovetkezé nyelvet értjiik:

L* = G L,
1=0

ahol L? := LL...L (pontosan i darab L nyelv konkatencdciéja), és L° := {e}. Példa:
12 4

{ab,ba}" = {e, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ababab, . . .}.

Pozitiv lezérés (e nélkiil):

o
L=
=1

1.4. Nyelvek definidlasanak maddszerei

Nyelvek definialasara tobbféle eszkoz 1étezik, de mindegyik esetében kovetelmény, hogy a
leirds véges legyen. A kovetkezékben néhany alapvetd mdédszert vazolunk fel:

(1) Véges nyelvek esetén felsorolhatjuk a nyelv elemeit.
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(2)

(3)

Logikai formuldval.
Példdul legyen X := {a,b} és L := {u | u=a"b" An € N}.

Strukturalis rekurzidval. A mddszer lényege, hogy adott egy — legfeljebb megszam-
lalhatéan végtelen — leirdssal mar rendelkezd nyelvekbél 4116 nyelvkészlet (az elemi
nyelvek) és adott egy véges miiveletkészlet. Ugy adjuk meg a nyelvet, hogy meg-
mondjuk, mely elemi nyelvekbdl és milyen megengedett miiveletekkel all el (véges
sok nyelvbél véges sok miivelettel).

Legyen U egy megszamlalhatéan végtelen szimbdélumhalmaz. A tovabbiakban fel-
tessziik, hogy minden dbécé ennek részhalmaza (minden nyelv dtkédolhaté ilyenné
betiik dtkédolasaval).

Példa strukturalis rekurzioras:

1.6. definicié. Reguldris nyelveknek nevezzik azokat a L nyelveket, melyek megfelel-
nek az aldbbi két feltételnek:

(a) L az {a},{e},D nyelvek valamelyike (ezek az elemi nyelvek), ahol a € U,

(b) L az elemi nyelvekbdl az unid, konkatendcid és lezdrds miuveletek véges szdmai
alkalmazdsdval dll eld.

Az X = {a,b} C U 4bécé mellett példdul {{a}{b} U {b}{a}}* reguldris nyelv, melyet
az elébb latott, ugynevezett reguldris kifejezéssel irtunk le.

Algoritmus segitségével.

1.7. definicié. Az L nyelv rekurzivan felsorolhaté <= ha létezik A algoritmus, mely
az elemeit felsorolja.

Rekurziv felsorolds: Az A algoritmus outputjara szavakat allit elé, s igy a nyelv 0sszes
szavat (és csak azokat) felsorolja.

1.8. definicié. Az L nyelv parcidlisan rekurziv <= létezik olyan A parcidlisan el-
dontd algoritmus, melynek inputjdra tetszdleges szot helyezve eldonti, benne van-e a
nyelvben (u € L sz6 esetén igen vdlasszal dll le, mig u € L esetén nem termindl, vagy
ha termindl, akkor nem vdlaszt ad).

1.9. definicié. Az L nyelv rekurziv <= létezik olyan A eldontd algoritmus, melynek
inputjdra egy tetszdleges u szdt helyezve elddnti, benne van-e az L nyelvben (igen a
vdlasz, ha eleme a nyelvnek, és nem a vdlasz ellenkezd esetben).

Megjegyzés: Az algoritmus fogalom pontositasival matematikai szigorisdggal bizo-
nyithatd, hogy a rekurzivan felsorolhaté nyelvek Osszessége megegyezik a parcidlisan
rekurziv nyelvekkel, mig a rekurziv nyelvek az elébbiek valddi részét képezik.
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(5) Matematikai gépekkel:

Az absztrakt matematikai gépek felépitése a kovetkez6: Adott egy potencidlisan vég-
telen input szalag, amelyre fel van irva az elolvasdsra megadott sz6. A gép ezt az
input szalagot egy olvaséfejjel olvassa végig. Adott tovabba n darab listaszerkezetként
(specidlisan veremként, sorként) haszndlt munkaszalag, melyek mindegyikéhez tartozik
egy iré/olvaséfej. A fejeket az igynevezett kozponti egység vezérli, ami véges sok &l-
lapottal rendelkezik. Ez az allapot hatdrozza meg a gép tovabbi miikddését.

Példa matematikai gépre az n-verem.

.

CPU

I

Matemaikai gépek miikodése:
Adott egy diszkrét idéskala, melynek minden iitemére a gép végrehajt egy 1épést. Egy
ilyen 1épés két alapveto részbol all:
(a) Felderités: Milyen jelet olvastunk, a CPU milyen dllapotban van, és mi van a
munkaszalagok olvaséfeje alatt.

(b) Tényleges miikddés: A CPU 1j dllapotba keriil(het), a munkaszalagokra 1j jeleket
ir(hat)unk, az olvaséfejet, illetve a munkaszalagok iré- és olvaséfejeit mozgatjuk.

Ha létezik olyan miikodéssorozat, amelyre az inputot elolvassa a gép, és a CPU
valamely kitiintetettallapotok (dgynevezett végallapotok) egyikébe keriil, akkor a szé
a gép altal felismert nyelvbe tartozik, kiilonben nem.

(6) Produkciés rendszerrel.

Itt axiomak és kovetkeztetési szabdlyok segitségével adjuk meg a nyelvet. A produkcids
rendszer olyan szavakbol 4ll6 nyelvet ir le, amelyek az axiémakbdl levezethetok, illetve
az axiémékra visszavezetheték. Specidlis produkciés rendszer az ugynevezett gen-
erat{v grammatika (formalis nyelvtan). A produkcids rendszerekkel és a generativ
grammatikakkal a kévetkezékben részletesebbel foglalkozunk.

1.5. Nyelvek megadasa produkcios rendszerrel
1.10. definicié. A 1I produkcidos rendszer alatt a kévetkezd hdrmast értjik:

= (X,PA,),



1.5. Nyelvek megadadsa produkciés rendszerrel 9

ahol X az dbécé, P C X* x X* a produkcids szabalyok véges halmaza, és A, C X* véges
aziomahalmaz.

Megallapodds szerint (p, q) € P esetén az {rdsmdd: p — q.

1.11. definicié. Kozvetlen levezetés I1-ben: Az a € X* sz0bdl kézvetlentl levezethetd a
b € X* s20 a1l produkcios rendszerben <= létezik g1,90 € X* és p — q € P szabadly,
hogy a = g1pg2, és b= g1qga.

Jelolésben: a—b.
1

1.12. definicié. Kozvetett levezetés 11-ben: Az a € X* sz0bol kézvetett mddon levezet-
heté a b € X* sz6 a II produkcids rendszerben <= wvan olyan k € N és vannak olyan
60,01, ...,0k € X™ szavak, hogy a = &g, b = 0y, €s minden i € [O, k— 1] esetén §;— ;1.

II

Jelolésben: a——b.
1

1.13. definicié. Az el6bbi definicicban szerepld k szdmot a levezetés hosszdnak nevezzik.

Megjegyzés: Amennyiben k = 0, akkor a = dg = b, azaz a definicié kozvetlen kovetkez-
ménye, hogy minden sz6 levezetheto sajat magabol, tehat a levezetés reflexiv. Jeloljik a

pontosan k hosszu levezetéseket a kovetkezdképpen: a0,
II

Pozitiv levezetésrol beszéliink, ha k > 1. Jelolésben: a—b.
11

1.5.1. A II altal leirt nyelv

1.14. definicié. A II produkcids rendszer dltal (a T dbécére relativ) generdlt nyelv:
Li(M) ={ueT"|Jac A, : a%u}.

1.15. definicié. A II produkcids rendszer dltal (a T dbécére relativ) elfogadott nyelv (ak-
ceptalt nyelv):

L) ={ueT"|Jac A, : u—sa}.
II

Néhany példa:

Legyen II; := ({(,)},{() — €}, {e}), ekkor a II; &ltal elfogadott nyelv a helyes zaréje-
lezések halmaza, azaz L‘f(J}(Hl) =HE.

Legyen IT5 := ({S, (,)}, P, {S}), ahol P:= {S— (S),S—8SS,S— ¢}. A {(,)}-re relativ
generalt nyelv itt is a helyes zardjelezések halmaza, tehat Lg())}(ﬂl) = HE.

Megjegyzés: Az utdbbi példdban szereplé P halmazt — a révidebb irdsmdd kedvéért —
a kovetkez8 médon szoktdk megadni: P := {S— (S) |SS| e}
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1.5.2. Generativ nyelvtanok

A generativ nyelvtanok specidlis produkcids rendszerek az alabbi négy feltétellel:
(a) X=TUN é TNN =0, ahol T a termindlis jelek, N a nyelvtani jelek halmaza.
(b) p — q € P esetén p-ben van legaldbb egy nyelvtani jel.
(c) A, ={S}, ahol S € N a kezd8szimb6lum.
(d) Csak a T-re relativ generdlds megengedett.

Ezeket a feltétleket figyelembe véve az aldbbi kozvetlen definiciét adhatjuk a formalis
nyelvtan fogalmara.

1.16. definicié. Generativ nyelvtannak (formdlis nyelvtannak) nevezziik az aldbbi négyest:
G=(T,N,P,S),

ahol T a termindlis jelek dbécéje, N a nyelvtani jelek dbécéje, P véges szabdlyhalmaz,
melynek bdrmely szabdlya bal oldaldn van legaldbb egy nyelvtani jel, és S € N a kezdo-
szimbolum.

A levezetés fogalom a formalis nyelvtanok esetében megegyezik a produkciés rendszerek-
nél definialt levezetés fogalommal. Mivel most kitiintetett szerepiik van a terminélis jeleknek,
ezért kiilon elnevezést haszndlunk azokra a szavakre, melyek vegyesen tartalmazhatnak ter-
minélis jeleket és nyelvtani jeleket, és kiilon a csak termindlis jelekbél dllékra. Az el6bbieket
mondatformdnak hivjuk és konvencié szerint a gorog abécé els6 betiiinek kisbetiis forméival
(a, B,7y) jeloljiik, mig az utébbiakat termindlis szavaknak és a latin dbécé végérél vett kis
betiikkel (u,v,w, z) jeloljiik.

Az S kezddszimbolumbdl G-ben levezetheté mondatformékat, termindlis szavakat G-
ben elérhetd mondatformdknak, termindlis szavaknak nevezziikk (Ha G rogzitett vagy nem
lényeges, akkor egyszeriien csak elérhet&ségrdl beszéliink).

1.17. definicié. A G nyelvtan dltal generdlt L(G) nyelv a G-ben elérhetd termindlis szavak
dsszessége, azaz:
LG)={ueT"

Példak

1-2. Legyen G; = <{a,b},{S},{S—> aSh | bSa | ab | ba |SS},S>. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a generélt nyelv:

L(G1) = {u € {a,b}*

lo(u) = lp(u) > 0}.

Bizonyitas.
” 2” :

Eldszor legyen u € {x € {a,b}* | lo(x) = lp(x) > 0}. Bizonyitani kell, hogy ekkor
u € L(G1). Meg kell mutatni, hogy létezik olyan S-b6l indulé levezetés G1-ben, mely ezt az
u sz6t adja. Ezt az n := [, (u) = ly(u)-ra vonatkozé teljes indukciéval igazoljuk:
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n = 1: Ekkor u = ab vagy u = ba, mely S kezd6szimbolumbdl az S— ab vagy az S— ba
szabalyok alkalmazasaval megkaphato.
n+ 1: Most 1,2,...,n-re elfogadjuk és bizonyitjuk n 4+ 1-re. Kénnyen latszik, hogy u
felépitése alapjan harom eset lehetséges:
u=1ujuz (u1,us € L) esetén indukcids feltevésiink alapjin SGLml és SGL)UQ, ezért
1 1
S—SS—u  S—uquy = u,
G1 Gl
u = awb esetén S— aSbG%awb = u, illetve
1
u = bwa esetén S— bSaGLJ)wa = u.
1
(-
Most legyen u € L(Gy) és meg kell mutatni, hogy u € {z € {a,b}* | lo(x) = ly(x) > 0}.
Ehhez nyilvan elég belatni azt, hogy a szabélyok tetszdleges alkalmazédsaval csak olyan w
szavak vezethet6k le, melyekben az a és b szimbdlumok szdma megegyezik. Ez viszont

teljestil, mert P-ben csak olyan szabalyok vannak, melyek jobboldala azonos szamu a és b
jelet tartalmaz, és a legrovidebb levezethet6 sz6 is legalabb 2 hosszu.

b2

O

1.6. Nyelvtanok osztalyozasa

A generativ nyelvtanok osztdlyozasédt a szabdlyok alakja alapjdn tehetjiik meg. Egy megko-
tést mar ismertink: a szabalyok bal oldalan mindenképpen szerepelnie kell nyelvtani jelnek.
A szabalyok alakja szerint a kovetkezO osztalyozas lehetséges:

0. tipus: Nincs tovabbi megkotés, azaz minden nyelvtan egyben 0-as tipust.
1. tipus: Két szabalyforma megengedett:

(a) a1Aay — aiqasg, ahol aj,az € (T'U N)* a kornyezet, A € N, és q € (TUN)™
(azaz q # €). Ez a kornyezetfiiggd szabdlyforma.

(b) S — ¢, ahol S a kezdd nyelvtani jel, s ha van ilyen szabdly, akkor S nem
fordulhat el6 szabaly jobboldalan.

2. tipus: Itt is két szabalyforma lehetséges:

(a) A — g, ahol A€ N, és qe (TUN)T. Ez a kornyezetfiiggetlen szabalyforma.

(b) hasonléan, mint az 1. tipus b) pontja.
Megjegyzés: Ez a tipus az 1. tipus tovabbi megszoritisa: a1, as mindig e-nal egyenlé.
3. tipus: Itt harom szabdlyforma megengedett:

(a) A— aB,ahol A/ B€ N,ésacT.
(b) A—a,ahol Ac NésaeT.
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(¢) hasonlbéan, mint az 1. tipus b) pontja.
Megjegyzés: Ez a 2. tipus tovabbi megszoritasa, g csak specidlis alaku lehet.

Vilagos, hogy az 1., 2., 3. tipust nyelvtanok esetén az S — ¢ szabdlyalak csak az egyéb
szabalyokkal nem szarmaztathaté e levezetésére hasznalhaté.

A kilonbo6z6 tipusu nyelvtanok Osszességét nyelvtani osztdlyoknak hivjuk és rendre G;-vel
jelolink. Tehat:

G; := {i. tipusi nyelvtanok}.

A definiciék alapjan vilagos, hogy Gz C Ga € Gy C Go.
A nyelvtani osztalyozést felhasznédlva a nyelveket is osztdlyozhatjuk:

L; :={L | L nyelv, és van olyan G € G;, amelyre L(G) = L}.

Az eléz6 nyelvtanhierarchia alapjan £3 C Lo C L1 € Ly. Ez az in. Chomsky-féle
hierarchia.

Igaz a hierarchia er6sebb véltozata, ahol mindeniitt a szigora tartalmazéas jele all. Erre
kés6bb még kitériink.

Legyen T véges, nemiires abécé. Jelolje EOT azokat a T feletti nyelveket, melyek nyelv-
tannal leirhatok. Kérdés: Vajon minden nyelvhez megadhaté-e olyan nyelvtan, ami azt a
nyelvet generalja? Erre ad valaszt a kovetkezo tétel.

1.18. tétel. Nem minden nyelv irhato le nyelvtannal.

Bizonyitas.

Elég ehhez beldtnunk, hogy tetszoleges nemtires T abécé esetén Eg c 27", Mivel T*
megszamlalhaté szdmossagl, ezért hatvényhalmaza, 27 biztosan megszdmlalhaténal na-
gyobb szdmossdgi. Emiatt elég belatni, hogy £§ legfeljebb megszamlilhaté szamossagu.

Legyen N a potencialis nyelvtani jelek megszamldlhaté szamossdgu halmaza, melyre
NNT =0. Legyen Ny := {G ’ G nyelvtani jelei N-bél, terminélis jelei pedig T-bél valdk}.

Allités: Minden L € L1 esetén 1étezik olyan G € Ny, amelyre L(G) = L.

Ez az allitas konnyen beldthatd, hiszen minden ilyen L-hez létezik egy G’ nyelvtan, melyre
L(G') = L. Ha a G nyelvtan minden nyelvtani jele N-b8l van, akkor készen vagyunk. Ha
nem, akkor G’ nyelvtani jeleit szisztematikusan dtcseréljilk N-beliekre. (N megszamlalhaté
volta miatt rendelkezésiinkre all megfelelé mennyiségli nyelvtani jel). Vildgos, hogy az igy
kapott nyelvtan Ny-ben van és L-et generalja.

Legyen ® : Ny — L{, melyre ®(G) := L(G). Ez a ® az elébbi 4llitds miatt rdképezés,
tehat a képtere a teljes £0. Emiatt nyilvan fennall, hogy |Ny| > |£L|. Ennek alapjén
elegendo belatni, hogy Ny megszamlalhaté szamossagu.

Egy G € Ny nyelvtant a kovetkezéképp irhatunk fel:

G:<{t1,...,tk},{Al,...,An},{l'l...(El —>y1...ys,...},S>,

ezért G-t tekinthetjitkk az X := NUT U {(,),—{/}}U{,} megszdmldlhaté halmazbol
vett jelek véges sorozatdnak. Tehdt Ny C X*, amibél mar kovetkezik, hogy [Ny| < |X*|.
X*-rél viszont tudjuk, hogy maga is megszamlalhaté szamossagu. a
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Bar az el6bb bizonyitott tétel és annak bizonyitisa alapjan a nyelvek tEbbsége nem
irhato le nyelvtan segitségével, a gyakorlatban hasznalt, konstruktiv nyelvdefiniciés eszk6zok
mindegyikérdl kideriilt, hogy az altaluk leirt nyelvek nyelvtannal is leirhaték. Ennek alapjan
altaldnosan elfogadott, hogy a jovében sem fogunk olyan, altalunk konstruktivnak tekintett
nyelvdefiniciékat talalni, melyek a nyelvtanoknél tobbet tudnak. Ezt mondja ki a Church-
tézis.

Church-tézis: Minden valamilyen konstruktiv médon megadhaté nyelv leirhaté nyelv-
tannal.

1.7. Nyelvtanok kiterjesztett tipusai

Vizsgaljuk meg, mit mondhatunk akkor, ha a megengedett szabdlyok alakjat kicsit altala-
nosabban adjuk meg.

1.7.1. Kiterjesztett nyelvtani tipusok

1.19. definicié. A G nyelvtan kiterjesztett 1-es tipusi nyelvtan, ha szabdlyai a kévetkezd
alakiak lehetnek.

i)p — q € P esetén l(p) < l(q), azaz a szabdly nem csokkenti a hosszt.

i1)S — € alakd, ahol S a kezddszimbdlum és ha van ilyen szabdly, akkor S nem fordul eld
szabdly jobboldaldn.

Jelolés: Gyt -

Jelolés: Ha G = (T,N,P,S) € Gi és u € T*, akkor K(G,u) legyen a legfeljebb I(u)
hossziisagi G-beli mondatformak szdma. K(G,u) = |(T U N)Sl(“)‘.

1.20. allitds. FEgy G € Gyt nyelvtan bdrmely u € L(G) szavdnak van legfeljebd K (G, u)
hosszu levezetése is G-ben.

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztetiink meg.
u = ¢ : Ekkor K(G,e) =1 (hiszen csak egyetlen nulla hosszt sz6 1étezik), és ez illeszkedik
az ¢ egyetlen S — ¢ levezetésének 1 hosszahoz.

u # ¢ : Ha u € L(G), akkor létezik S = QI s = U levezetés. Ekkor

természetesen van olyan S = ﬂo? . ?ﬁs/ = u levezetése is, ahol mindegyik 3; kiilon-

b6z6. (Ugyanis, ha i < j esetén o; = «, akkor az i és j kozotti 1épéseket egyszertien
elhagyjuk.)
A hosszisdg nem csokkentése miatt I(Gy) < I(61) < ... < I(Bs) = l(u). Ebbél pedig

maér kovetkezik, hogy 8o, 31, ..., B € (TUN)="" | és mivel ezek mind kiilonbozok, ezért
(TuN)=""| = K(G,u).

biztosan igaz, hogy s’ <
O

1.21. definicié. A G nyelvtan kiterjesztett 2-es tipusi, ha a szabdlyok alakja A — q € P,
ahol A€ N,qg € (TUN)*.
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Jelolés: Gyiio-

A kiterjesztett 2-es tipus a kornyezetfiiggetlenség legtagabb megfogalmazasa. Egy kiter-
jesztett 2-es tipusu nyelvtanban a mondatforma tetszéleges részét a tovabbi részeitol flig-
getlentil alakithatjuk tovabb a végeredmény eléréséig. Ezt fejezi ki az aldbbi, kiterjesztett
kornyezetfiiggetlen nyelvtanokra érvényes fiiggetlenségi lemma.

1.22. lemma. Legyen G = <T, N, P, S> kiterjesztett 2-es tipusu nyelvtan és a%ﬂ vala-

mely levezetés G-ben. Ekkor a eqy tetszéleges o = ay ...y felbontdsa esetén a (B szénak
létezik olyan B = (1 ...0 felbontdsa, melyre alﬁﬂl,...,ak%ﬂk, gy, hogy ezeknek a

levezetéseknek az 0sszhossza megegyezik a%ﬂ hosszdval.
Bizonyitas.
Az allitast a levezetés hossza szerinti indukcidval végezziik. h = 0 hosszisdg esetén a
reflexivitas alapjan @ = 8 és 8 szdméra a 8 = «; ...« felbontds nyilvdn megfeleld.
Tegyiik fel, hogy a legfeljebb h hoszisigi levezetésekre (h > 0) az &llitds mdr igaz, s
bizonyitsuk h+1 hosszra. Legyen tehat a%ﬂ egy h+1 hosszusagi levezetés és a = oy ... ag
tetszoOleges felbontas. frjuk ki ennek utolsd 1épését részletesebben: a%ﬂ’ %»ﬂ. Indukcids
feltevésiink alapjan létezik a 3’ = 3} ... 3, felbontas, melyre oq%ﬂ;, . ,ak%ﬁ,g, és ezen
levezetések osszhossza h. A 3/ = 1 ... 62%% 1épésben alkalmazott szabaly legyen A — ~,

ahol A egyetlen nyelvtani jel (nyelvtanunk kiterjesztett 2-es tipusi). Kell legyen tehét olyan
j index, hogy az alkalmazott szabdly baloldala ( mely maga ez az A nyelvtani jel) ﬂ;—nek

eleme. Legyen () = y1Avs. A B =01... ﬁ,’g%ﬁ helyettesitési 16pés ezt a részt viyvye-vé
alakitja at. A B; := B i # j és B; = y1yy2 vélasztas mellett nyilvan 5 = ;... 0,. Az
ai%ﬁi levezetések i # j esetén az indukcids feltevés kozvetlen kovetkezményei. A j indexre

a ﬂ; = 'ylAvQ%ww'yg = (3;, ahonnan felhasznalva az indukcids feltevést is megkapjuk az
o %ﬁ; %ﬁj levezetést, s az is vildgos, hogy a kapott levezetések osszhossza h + 1. O

1.23. definicié. A G nyelvtan kiterjesztett 3-as tipusiu, ha a szabdlyok alakja A — uB
vagy A — u, ahol A,B € N, ésu € T*.

Jelolés: gkit?’ .

Ezekkel a jelolésekkel nyilvan G; C Gyi,, hiszen latszik, hogy csak gyengitettiink a
szabélyok alakjanak megkotésein. Ha hasonld jeloléseket a nyelveken is bevezetiink, akkor
az el6bbiek alapjdn L£; C Ly, is igaz lesz.

1.24. tétel. Kiterjesztési tétel
,Ci = Ekitm ahol i = 1,2,3

Bizonyitas. Csak Ly; C L£;-t kell beldtni, mert a mésik irdny nyilvanval6. Ehhez viszont
elég a kovetkez6 lemmat belatni:
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1.25. lemma. Tetszbleges G € Gyt nyelvtanhoz taldlhatd olyan G' € G;, melyre L(G') =
L(G).

Ezt mindharom kiterjesztésre be kell 1atni.
1=1:

Feltehetd, hogy G-ben termindlis jel csak A — a  (a € T, A € N) alaku szabdlyokban
fordul els. (Ha ez nem igy lenne, akkor G-t a kovetkez6képpen alakitjuk 4t: minden ¢t € T-
hez bevezetjitkk az x;-vel jelolt altermindalisokat, melyek 1j nyelvtani jelek lesznek. Ezek
kiilonbozzenek mind egymastol, mind pedig N jeleitol. P-ben minden szabdlyban a ter-
minalis jeleket kicseréljiik a megfelel§ altermindlis jelekre. Végiil felvessziikk az z; — ¢
4j szabalyokat. Az igy &atalakitott nyelvtan nyilvan ugyanazt tudja, mint az eredeti, és
termindlis jel csak az x; — t alak szabdlyokban van, ami pontosan a kivant alakd.)

Cél olyan G’ nyelvtan konstrukcidja, mely 1-es tipust, és L(G’) = L(G). Ha torténetesen
G minden szabdlya 1-es tipusd, akkor készen vagyunk (G’ = ). Ha nem, akkor vegyiik ki G
olyan szabdlyait, melyek nem 1-es tipustak (,rossz” szabdlyok). Milyen ezeknek az alakja?

Rossz szabdly a kovetkez6 formdju lehet: X7 X5 ... X,, — Y1Y5...Y,, (m > n). Ennek
hatésat csupa 1-es tipusu szabdllyal szimuldljuk. Ehhez bevezetiink 1j nyelvtani jeleket,
7, Loy . ..y Zn-et. A szabalyok:

X1X2...Xn — ZlXQ...Xn,
Z1X2 Xn e Z1Z2X3...Xn,

ZlZQZn_an —>21Z2Z7,Yn+1ym (ngm),
leg N ZnYn+1 .. Ym — Y1Z2 N ZnYn+1 .. .Ym,

Yl .. .YnflannJrl .. Ym — YiYg .. Ym

Z1,...,2Z, 0 volta miatt a szabdlyokat csak ebben a sorrendben lehet és kell végrehajtani,
ezért az 1j nyelvtan is ugyanazt a nyelvet generalja. Csindljuk meg ezt a szabalytranszfor-
maciét az Osszes ,rossz” szabdlyra. Az igy kapott G’ nyelvtan mér 1-es tipusi és L(G)-t
generdlja.

1=2:

Itt a problémaét az jelenti, hogy a kiterjesztett 2-es tipusi nyelvtanok esetén megengedett,
hogy tires sz6 alljon a szabdlyok jobb oldalan. Legyen G ilyen kiterjesztett 2-es tipusu
nyelvtan. A gond tehdt az A — ¢ alakid, dgynevezett e-szabdlyokkal van. Hogyan
szimulalhatjuk hatasukat 2-es tipusu szabélyokkal?

Példa: Legyen G = <T,N,73, S>, ahol T = {a,b,c}, N = {A,B,C,S}, P pedig a
kovetkezd szabalyokbol all:

S—ABCc|AA,
B—CC,

A— ¢la,
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C— ¢lb.

Vegyiik itt a kovetkezo, e-szabalyokat tartamazé levezetést:

S—ABc—Bc—CCc—bCc—bec.
G G G G G

Az e-szabéllyal elhagyott nyelvtani jeleket a mondatformdba mér ne is hozzuk be, tehat
ilyen levezetést varunk:
S—Bc—Cc—bc.
G’ G’ G’

Azt az algoritmust, mely megoldja a szabdalyok el6bb kit{iz6tt irdnyd mddositasat, e-mente-
sitési eljarasnak hivjuk.
Legyen H := {A € N | A%E}. Mivel G’ konstrukciéjdban hasznédlni fogjuk a H

halmazt, fontos kérdés, hogyan lehet H-t megtaldlni? Fokozatos kozelitéssel allitjuk eld:
H :={AeN|A—cecP}
Hi+1 :HZU{AEN|3A—>QE’PQEH;}

Ekkor nyilvan teljesiil a kovetkezO Osszefiiggés: H1 C Ho C ... C H; C .... Mivel
minden i-re H; C N, és az N halmaz véges, ezért egy ig indext6l kezd6dben biztosan
azonosak lesznek ezek a halmazok. Legyen iy a legkisebb ilyen index.

Ekkor Hy C Hy C ... C H;, = H;,4+1. Belatjuk, hogy H = H,,. Ehhez elég bizonyitani,
hogy H; = Hjy esetén H;, 1 = Hjyo, hiszen ebbdl kévetkezik, hogy H;,-tél kezdve a
halmazok ugyanazok lesznek. Tegyiik fel, hogy H; = H,1. Ekkor nyilvan HY = HY 4, és
a definicié alapjan:

Hjpo =HjnU{AeN|3A—QeP:QeH;, }=

=H;UfAeN|3A—QeP:QeH;} =Hj.

Tehat a H halmaz megkonstrualhato.

Kovetkezmény: S € H <= ¢ € L(G).

A G’ nyelvtan konstrukciéja legyen a kdvetkezé: G’ := (T, N, P,S), ahol A — g € P
akkor és csak akkor, ha § #e A JA— g € P, hogy G-t ¢-bdl néhdny (esetleg nulla) H-beli
jel elhagyéasaval kapjuk.

Az el6bbi példéat tekintve az e-mentesitett nyelvtan konstrukcidja:

Hy ={A,C},

H, = {A,C,B,S},

Hs = H, = H = {A,B,C,S}.
P elemei:

S—ABc |Bc |Ac | ¢ |AAA,

B—>CC]C,

A—a,

C—b.
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1.26. allitds. L(G') = L(G) \ {e}
Bizonyitas.
L(G') € L(G) \ {e}:

Mivel G’-ben nincs € jobboldali szabély, ezért nyilvan u # €. Legyen u € L(G’) egy
tetszbleges sz6. Vizsgdljuk valamely G'-beli levezetését:

S—a; Aa a1Jon——u.
oA e
A kiemelt szabaly helyettesitheté a G nyelvtan kovetkezd levezetésével:
A .4,
R

ahol a g-bdl elhagyott H-beli elemekbdl levezetjik e-t. Ha ezt minden G’-beli szabdlyra
elvégezziik, akkor u egy G-beli levezetését kapjuk. Tehat S%u, igy u € L(G). Nyilvdn

u # € miatt teljesiil uw € L(G) \ {e} is.
L(G") 2 L(G) \ {e}:

Ehhez elég bebizonyitani, hogy ha S %u # ¢, akkor S %u Ehhez belatjuk a kovetkezo

lemmat:

1.27. lemma. Ha A%a # ¢, akkor A%a, bdrmely A € N esetén.

Bizonyitas.

A lemma allitdsat a levezetés hossza szerinti indukcidval 1atjuk be. Legyen i a levezetés
hossza.

1 = O-ra az allitas nyilvan teljesiil, mert A%a — A=a = A%a.

Most tegytik fel, hogy minden i-nél rovidebb levezetésre az allitds igaz. Legyen A%a,

(i > 1), és tekintsiik a levezetés legelsd 1épését:
ALz 2 a4
G 1...4% = .
A fiiggetlenségi lemma miatt « felbonthaté az a = ajas ... ayp alakra gy, hogy

<i <1
Z1—2>011, ,Zk—zﬂlk.
G G

Az a;-k kozdtt még lehetnek iires szavak, ezeket vegyiik ki. Igy kapunk Qiyyevy O, F €
részszavakat, melyekre igaz, hogy o = oy, ... ;,. Ezekre az indexekre vagy Z;, € T, vagy
alkalmazhat6 az indukcids feltétel, s mindkét esetben

* *
Zil‘)G’ Oéil, e ’Zik‘)G’ Otik.

Ebbél kévetkezik, hogy Z;, Zi, . . . Zip%ailaiz ..oy, Viszont A — Z;,Z;, ... Z; € P,

ugyanis lattuk, hogy A — 2125 ... 2 € P, mig Z;, Z;, ... Z; -t Z1Z> ... Zj-bol néhany H-
beli elem elhagyasédval kaptuk.
O
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Ha € nem eleme L(G)-nek, akkor készen vagyunk, L(G) = L(G’). Ha viszont ¢ € L(G),
akkor természetesen gondoskodni kell € levezethetoségérdl. Ennek megoldasara vegyiink fel
egy S’ 1j kezdszimbdlumot, és vegyiik fel a kovetkezd két szabdlyt:

S — S | €.

Igy mér tényleg L(G) = L(G'), és G’ tipusa is megfeleld.

1=3:
Itt azt kell belatnunk, hogy tetszbleges G € Gyiis esetén van olyan G’ € Gs, melyre
L(G) = L(G"). Ehhez a kovetkez6 hdrom transzformdciét kell elvégezni:

a) e-mentesités:

— Ez a kiterjesztett 2-es nyelvtanok e-mentesité eljardsa. Ha ezt kiterjesztett 3-as
nyelvtanra alkalmazzuk, az eredmény is kiterjesztett 3-as tipusu lesz.

b) Lancmentesités:

— Ezt is mentesitd algoritmussal végezziik. (1-es tipusd nyelvtanra alkalmazhaté
algoritmust adunk.)

¢) Hosszredukcio.

Lancmentesités:

Legyen G egy l-es tipusi nyelvtan. Lancszabélyoknak nevezzik az A — B (A, B €
N) alaku szabélyokat. Ezeket fogjuk szimuldlni nem lancszabélyokkal, hogy ne legyenek
,,folosleges” 1épések a levezetés soran.

Tegyiik fel, hogy G-ben a koévetkezd lancszabalyokat tartalmazo levezetést tudjuk elvé-
gezni:

Bro Aaa 3o ?5104101012527 e ?51041Cka2527&@13&252751@1(1&252,

C,Csy,...,Cyx,A,B € N, A?Cl, 01?02, ceey CkTB lancszabalyok és alBag?@lqag
nem lancszabaly. Ezt a levezetést tudjuk szimuldlni az a; Aas—aiqas Uj szabéllyal a
G/
kovetkezd médon:
ﬁ10411404252?51041q042ﬂ2-
A megvaldsitdshoz meg kell hatdrozni az 1 szabdlyokat. Legyen A € N esetén H(A) :=
{BeN | A%»B}. Ezt a halmazt — mivel szabdly jobboldalan szerepl6é nyelvtani jelekre
nincsenek e-szabalyok — a kovetkezd médon hatarozhatjuk meg:
Hy(A) = {4}

Az e-mentesitésnél latottakhoz hasonléan ezek a halmazok is egy i indextél kezdve azonosak
lesznek és megegyeznek H(A)-val.
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Ha G = <T, N, P, S>, akkor G’ = <T, N, P, S> lesz az 1j nyelvtan, ahol

P ={aAas — a1qan ’ g€ NANIB € H(A) : a1Bag — a1qas € P}.

Ekkor L(G) = L(G’), melynek bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.

Ha G kiterjesztett, e-szabdlyoktdl mentes 3-as tipusu nyelvtan volt, akkor az eredmény
is kiterjesztett, e-szabdlyoktdl mentes 3-as tipusu lesz, melyben természetesen lancszabalyok
sincsenek.

Hosszredukcié:
Az €l6z6 1épés miatt a nem megfeleld alakd szabdlyok mar csak a kovetkez6 forméjuak
lehetnek:

A — uB,
A— u,

ahol I(u) > 2. w-t betlinként kifrva az A — tity...1B-t konnyen szimuldlhatjuk a

kovetkez6 3-as tipusu szabdalyrendszerrel, ahol Z3, Zs, ..., Zx_1 1j nyelvtani jelek:
A— tlZla
Zy — taZs,
Zk,1 — th.

Az A — u szabdly esetén hasonldan jarunk el, csak az utolsé szabdly Z, 1 — t; lesz.

Ezzel bebizonyitottuk a kiterjesztési tételt.

1.8. Normalformak

A normélformdak tovabbi megszoritasokat jelentenek az egyes nyelvtani osztdlyokra. A to-
vabbiakban az 1, 2, 3-as osztdlyokra adunk tjabb megszoritasokat.

1.8.1. Kuroda normalforma

1= 1:

1.28. definicié. Legyen G = <T7 N, P, S> egy nyelvtan. A G nyelvtan Kuroda-féle normdl-
formdju, ha szabdlyai a kévetkezd alakiak:

(i) S — ¢, ilyenkor S a kezddszimbdlum, és S szabdly jobboldalan nem szerepelhet,
(ii) A —t,
(iii) A — BC,
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(iv) AB — AC,
(vi) BA — CA,

ahol A,B,C € N, ésteT.

1.29. tétel. (Kuroda-normalforma tétel.) Tetszdleges L € L1 nyelv esetén létezik
olyan G nyelvtan, amely Kuroda-normdlformdji, és L(G) = L.

Bizonyitas.

Elegendd beldtni, hogy tetszdleges G kiterjesztett 1-es nyelvtanhoz létezik olyan G’
Kuroda-normélformajui nyelvtan, melyre L(G) = L(G’'). Legyen G = <T7 N, P, S>. Fel-
tehetd, hogy G-ben termindlis jel csak A — a alaki szabalyban fordul elé, ahol A € N, és
acT.

A normaélformanak nem megfelelé szabalyokat szimulaljuk j6 szabalyokkal. Hogyan
néznek ki ezek a ,,rossz” szabalyok? Egyrészt csak nyelvtani jelek vannak benntik, masrészt
ha a bal oldal hossza 1, akkor alakjuk:

A— X1X5... Xy, ahol k =1 vagy k& > 3.

Az A — X alaku ldncszabalyok esetén a kiterjesztett 1-es tipusu nyelvtanokra bevezetett

lancmentesités algoritmusat alkalmazhatjuk. Ha k > 3, akkor vezessiik be a Z1, ..., Z;_2 Gj
nyelvtani jeleket, és kovetkez6 szabdlyokat:

A— Xl Zlv

Zy — XoZs,

Zy—g — Xp_1Xp.

Ha a bal oldal hossza legalabb 2, akkor a ,rossz” szabdly a kdvetkezSképpen irhato le:

azaz hosszusagot nem csokkentd szabdly. Szimulacidja a 21, Zs, ..., Z,_o Uj nyelvtani jelek
bevezetésével:

X1Xo — Y124,

Z1 X3 — YaZs,

me?)mel I Ym72Zm727

Zm72 — melszla

Zn—2 — Yu 1Yy,
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Ezek kézott még vannak nem Kuroda-normalforméjtiak, séméajuk AB — CD. Atalaki-
tasokkal egy W 11j nyelvtani jelet vezetiink be, melyek segitségével a ,,rossz” szabdly hatdsat
,,jO” szabalyokkal szimuldaljuk:

AB — AW,
AW — CW,
CW — CD.

1.8.2. Chomsky normalforma

1.30. definicié. Legyen G = <T, N, P,S> egy nyelvtan. A G nyelvtan Chomsky-féle nor-
malformadgi, ha szabdlyai o kivetkezd alakiak:

(i) S — €, ahol S a kezddszimbdlum, és ha van ilyen szabdly, akkor S szabdly jobboldaldn
nem szerepelhet,

(ii)) A—t, teT,AeN,
(isi) A — BC, ahol A,B,C € N.

1.31. tétel. (Chomsky-normalforma tétel.) Tetszbleges L € Lo esetén van olyan G
Chomsky-normalformdji nyelvtan, amelyre L(G) = L.

Bizonyitas.
Azt bizonyitjuk be, hogy tetszbleges G € Gyito esetén van olyan G’ Chomsky-normélfor-
m&jd nyelvtan, melyre L(G) = L(G"). A konstrukcié 1épései:

a) e-mentesités,

b) &lterminélisok bevezetése,

)
c¢) ldnc-mentesités,
)

d

hosszredukeié.

Az e-, és a ldnc-mentesités algoritmusat mar ldttuk. Az altermindlisok bevezetésének
célja, hogy az A — q € P (l(q) > 2) szabdlyokban a terminalis jeleket &lterminalis
(nyelvtani) jelekre cseréljik. Ezért a P’ szabédlyrendszerhez hozzé kell venni az X; — ¢
szabélyokat. fgy ezen lépések utdn a kovetkezo szabalyformak lesznek:

S — €, ahol S a kezdGszimbdélum, és ha van ilyen szabdly, akkor S szabdly jobbol-
dalan nem fordulhat el6,

A—t,ahol Ae N, ésteT,
A —Q, ahol Qe N* és 1(Q) > 2.

A hosszredukcié az A — @ alaki szabdlyokra [(Q) > 3 esetén hasonléan végezhetd el,

mint a Kuroda-normalforma esetében.
Od



22 1. Alapfogalmak

1.8.3. Greibach normalforma

1.32. definicié. Legyen G = <T, N, P,S> egy nyelvtan. A G nyelvtan Greibach-féle nor-
malformaji, ha szabdlyai a kévetkezd alakuak:

S — ¢, ahol S kezddszimbolum és ha van ilyen szabdly, akkor S nem fordul eld
szabdly jobboldaldn,

A—aQ, ahol Ae N, a€T, ésQ € N*.

1.33. tétel. Greibach-féle normalforma tétel Tetszdleges L € Lo nyelvhez [étezik
olyan G Greibach normdlformdji nyelvtan, melyre L(G) = L.

A tétel bizonyitdsa el6tt sziikségiink lesz még néhany olyan el6készité fogalomra, mint a
rekurziv nyelvtani jel, a rekurziv nyelvtan, a rendezett nyelvtan és a kviazi-Greibach nyelvtan
fogalma.

1.34. definicié. FEgy A nyelvtani jel rekurziv (6nbedgyazott), ha indul beldle A%alAaQ
alakid levezetés, ahol ay,an € (T UN)* ési > 0.

1.35. definicié. Egy A € N nyelvtani jel balrekurziv, illetve jobbrekurziv, ha rekurziv és
ay = g, illetve ag = €.

Vegytik észre, hogy ha egy nyelvtani jel nem balrekurziv és nem jobbrekurziv, akkor attol
még lehet rekurziv.

A Greibach normalforma lényege, hogy kizarja a nyelvtanbdl a balrekurzié lehetdségét.
Kérdés: Csokken-e a masodik tipusi nyelvtanok hatéereje, ha nem csak a bal, hanem min-
denféle rekurziét kizarjunk?

1.36. tétel. Ha a G 2-es tipust nyelvtanban nincs rekurziv nyelvtani jel, akkor L(Q)
véges (és igy 3-as tipusi).

Bizonyitds. A nyelvtani jelek szdméra vonatkozd indukcidval. A részleteket az olvaséra
bizzuk.
O

2-es tipusu nyelvtanok redukaldsa

Legyen kiindulé nyelvtanunk egy kiterjesztett 2-es tipusu nyelvtan. A nyelvtan redukélasa
felesleges nyelvtani jelei, illetve szabalyai elhagyésat jelenti. Milyenek ezek a felesleges nyelv-
tani jelek? Az els6 csoportot az olyan nyelvtani jelek képezik, melyek a levezetés soran
zsdkutcaba visznek, azaz beldliik nem vezethetd le T*-beli sz6. A maésodik csoportba pedig
a kezd6szimbdélumbdl nem elérhet6 nyelvtani jelek tartoznak.

Zsakutcak megkeresése, zsdkutca-mentesités:

Legyen H :={A € N | JueT*: A%u} Ezen H halmaz konstrukcids 1épései:

Hy:={AeN|3geT*:A— qec P}
Hi :=H;U{A|3qe (H;UT)": A— q€ P}
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A H; halmazok monoton noévekvo, feltilrdl korldtos sorozatot alkotnak, ezért — mint
ahogy mar tobb hasonlé konstrukciénal 1lattuk — egy bizonyos iy indextdl kezdvédéen mind
azonosak lesznek, és erre az indexre H;y = H. Az N\ H-beli jelek lesznek a zsakutcdk, a
zsdkutcamentes nyelvtan nyelvtani jelei a H elemei, mig szabalyai a csak H UT-beli jeleket
tartalmazé eredeti szabdlyok.

Az elérhets nyelvtani jelek megkeresése, Osszefiigg6vé alakitas:
Legyen a K halmaz az S kezd6szimbolumbdl levezetéssel elérheté nyelvtani jelek
halmaza. Konstrukcids 1épései:

KO:{S}7
Ki+1:KiU{A€N|EBGKZ':B*)OélAOZQEP}.

A K, monoton novo, feliilrél korlatos sorozat itt is K-ban stabilizdlédik, ez lesz az
Osszefiiggd nyelvtan nyelvtani jeleinek halmaza, mig szabdlyai a csak K U T-beli elemeket
tartalmazé eredeti szabdlyok.

Felmeriilhet a kérdés, milyen sorrendben kell ezt a két 1épést végrehajtani, ha a kapott

nyelvtantdl azt varjuk el, hogy zsdkutcamentes és Gsszefliggd legyen.

1.37. allitas. Csak az el6bbi sorrend a megfeleld, azaz elészér a zsdkutcdkat kell kiszirni,
utdna pedig a nem elérhetd jeleket.
Bizonyitas. Miért nem j6 a masik sorrend? Ellenpélda:
S—a |AB,
A— a.
Ez 6sszefiiggd. Ha most kisziirjilk a zsakutcakat:
S— a,

A— a.

Ez pedig nem &sszefiiggé.
Az adott sorrend azért megfelel, mert ha egy G nyelvtan zsdkutcamentes, akkor Gssze-
fligg6vé alakitds utdn is zsdkutcamentes lesz. Ennek bizonyitasat az olvasora bizzuk. O

1.38. definicié. A zsdkutcamentes és dsszefiiggd 2-es tipusi nyelvtanokat redukdltnak ne-
vezziik.

1.39. definicié. A G nyelvtant rendezett nyelvtannak nevezzik, ha nyelvtani jelei megszd-
mozhatdak gy, hogy ha N = {A1, As, ..., A} és Ay — Ajq € P, akkori < j, g € (TUN)*.

Megjegyzés: Ha egy e-szabalyokat nem tartalmazd 2-es tipusi nyelvtan rendezett, akkor
biztosan nem balrekurziv. (Ugyanis mindig nénie kell a levezetés elején 1évé nyelvtani jel
indexének.)

1.40. definicié. A G nyelvtan kvdzi Greibach-normdlformdji, ha szabalyai A — aq ala-
kiak, aholq € (TUN)*,a €T, és A€ N.
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Térjiink ra most a Greibach-féle normalforma tétel bizonyitasara: Elegend6 bizonyitani,
hogy tetszbleges G € G, nyelvtan esetén létezik olyan G’ Greibach-normélforméji nyelvtan,
melyre L(G') = L(G). Feltehetd, hogy ¢ ¢ L(G), hisz a konstrukcié a mdsra igysem
hasznélhaté S — e elhagyésaval, illetve a végeredményhez valé hozzavételével kiterjeszt-
het6 az dltaldnos esetre. Ennek megfeleléen tehat G legyen e-szabdly mentes.

A Greibach-normalformara alakitas egymas utdn alkalmazandé 1épései a kovetkezok:

a) redukcid,
b) rendezetté alakitds,
c¢) kvézi Greibach-normalforméjivé alakitds, és

d) Greibach-normalformajuva alakités.

A redukcié a mar megismert algoritmus, a b) és c) lépéseket a kovetkezOkben megadjuk.
A d) 1épés altermindlisok bevezetésével egyszerlien megvaldsithato.

Elemi transzformacidok

A) tipusi transzformaécio:
Legyen G 2-es tipusi nyelvtan. Tegyiik fel, hogy

s:A— a1Bag € P, és
B — [ | o | | B a B-re vonatkozd Osszes szabaly.
Ez a transzformécié az s szabdlyt a kovetkezokkel helyettesiti:

A — a1B1az | a1 Sz

. | alﬂkag.

Ha B ezzel az atalakitassal elérhetetlenné valik, akkor 6t és a ra vonatkozd szabalyokat
elhagyjuk. A tobbi szabaly véltozatlan marad. A kapott G’ nyelvtanra nyilvan fennall,
hogy L(G") = L(QG).
Jelolés: Atrans(s,l) az az A tipusd transzformdacid, mely az s szabdly [-edik nyelvtani
jelére végzi el az el6bbi atalakitast. Ha nincs l-edik nyelvtani jel, akkor nem csinal semmit.
Megjegyzés: Ha G e-szabalymentes és redukélt volt, akkor G’ is az.

B) tipust transzformécio:
Legyen G 2-es tipusu e-szabdlymentes, redukalt nyelvtan. Tegyiik fel, hogy az A € N
nyelvtani jele kozvetleniil balrekurziv, azaz legyen az Osszes szabdly A-ra:

A—>AO[1|AO[2|...|Aak|/81|/82|...|ﬂl,

ahol a zsdkutcamentesség miatt [ > 1, tovdbba minden ¢ = 1,...,[-re §; els6 jele nem A, és
a; 7é€ (j:L,k)

Hogyan néz ki egy ilyen szabaly hatdsa? Az A nyelvtani jelbél a kovetkezd alakd szavak
vezethetdk le (mint kozbiils§ eredmény):

{Brs s BiH{an, s o}
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Az 1j szabélyok legyenek olyanok, hogy ugyancsak a {1, ..., 8 H{a1,...,ax}* elemeit vezet-
hetjiik le velitk A-bdl, de most mér jobbrekurziv médon. Ehhez vezessiik be a Z 1j nyelvtani
jelet és a kovetkezo szabdlyokat:

A—pBi|.. | B|BHZ]|... |52,

Z—»alZ}...|akZ|oz1|...|ak.

Az igy kapott G’ nyelvtanra itt is teljesiil, hogy L(G) = L(G").

Jelolés: Az elébb lefrt transzformécié eredménye legyen Btrans(A, Z), ahol ha az A € N
nyelvtani jel nem kozvetleniil balrekurziv, akkor az eljards nem csindl semmit és Z-t sem
vezetjilk be. Megjegyzés: A G’ eredménynyelvtan ugyancsak e-szabdlymentes és redukdlt
lesz.

Rendezetté alakitas

Legyen a G nyelvtanunk e-szabalymentes, redukalt és rendezetlen. Szamozzuk meg G nyelv-
tani jeleit: N = {A1,..., An} és legyen A; a kezd&szimbdlum. Legyen a rendezetté alakitd
algoritmus el6-, illetve utéfeltétele:

Q@ : A G nyelvtan e-szabaly mentes, redukélt
R:QA(Viel,n]: (A — Ajae P=1i<}j)).

Ezt nyilvan egy ciklussal oldjuk meg, melynek i-edik fazisdban a kovetkezd invarians teljestl:
P:QANNVke[ld:(s: Ay — Ajae P=k < j)).

Ez ¢ = 0-ra nyilvan teljesiil. Az algoritmus a ciklusokra vonatkozé altaldnos megoldd
sémat hasznalva:

1:=0
1<n
=1+ 1

(EIs:Ai—>Aja€”P) A ]<Z
’ Atrans(s, 1)
Btrans(A;, Z;)

A belsé ciklus azt éri el, hogy az A; nyelvtani jelre vonatkozé szabélyok jobboldalanak elsé
jele vagy termindlis vagy i-nél nagyobb egyenld index(i nyelvtani jel legyen. A Btrans(A;, Z;)
ezek koziil eltlinteti az A;-vel kezd6déket. Az e-szabalymentességet és redukaltsdgot minden
1épés megtartja.

Mar csak egy dologra kell vigydznunk. Az ujonnan bevezetett Z; nyelvtani jelekre
még ellendrizni kell, hogy teljesiil-e a rendezettség. Ezt egyszerli médon biztosithatjuk,
atszamozzuk a nyelvtani jeleket a kovetkez6 sorrend szerint:

Z’nvanlw '~aZhA17A27"'7An‘

A Z;-k keletkezésének sorrendje garantalja, hogy az Gj G’ nyelvtan rendezett lesz.
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Kvazi Greibach-normalforméajiva alakitas

Legyen a G nyelvtan e-szabédlymentes, redukélt és rendezett. Vezessiik be az lh(«) jellést
az « sz0 legels6 jelére. (Az lh az angol lefthead szé roviditése.)

Legyen az algoritmus el6-, illetve utéfeltétele:
Q@ : G e-szabalymentes, redukélt és rendezett,

R:QAVie[l,n]:(s: A; — a € P=lh(a) € N).
Ezt ismét ciklussal oldjuk meg, melynek invaridnsa:

P:QAVEk€[i,n]:(s: Ay — a € P=lh(a) € N).

Az algoritmus struktogramja (ismét a ciklusokra vonatkozé éltaldnos megold6 sémat hasz-
nalva):

1:=n
1>1
1:=1—1

ds: Ay — aePAlh(a) eN
Atrans(s, 1)

A ciklus minden egyes lépése egy ujabb nyelvtani jelre éri el azt, hogy jobboldalai ter-
mindlissal kezd6djenek, mig az e-szabalymentességet és a redukaltsdgot minden transzfor-
maécié megtartja.

1.8.4. 3-as normalforma

1.41. definicié. Legyen G = <T7 N, P, S> egy nyelvtan. A G nyelvtan 3-as normdlformdji,
ha szabdlyai a kévetkezd alakiak:

A— ¢,

A — aB.

Kiindulas egy tetsz6leges 3-as tipusi G nyelvtan. Ebben a rossz alaki szabédlyok A — a
alakiak. Konnyen lathatd, hogy ezt egy 1j nyelvtani jel és a kovetkez6 szabélyok segitségével
szimulalhatjuk:

A — aF,

F — ¢,
ahol F' egy 1j nyelvtani jel.
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1.9. Zartsagi tételek

Legyen ® n-véltozds nyelvi operédtor, azaz ha Lq,..., L, nyelvek, akkor ®(Lq,...,L,) is
legyen nyelv.

1.42. definicié. Az L nyelvcsalad zart a ® nyelvi operdtorra, ha Lq,...,L, € L esetén
O(Ly,...,Ly) € L.

1.43. tétel. Zartsagi tétel Az L; (i = 0,1,2,3) nyelvosztdlyok zdrtak az unid, konkate-
nacio €s a lezdards miveletekre.

Bizonyitas. Elég bizonyitani, hogy ha G1, Gy € Gy, akkor léteznek olyan Gy, Gionk,
G* € Gyit; nyelvtanok, melyekre

L(Gy) = L(G1) U L(G9),
L(Gyonk) = L(G1)L(G2),
L(G") = (L(Gh))".
Legyenek G = <T1,N1,731, Sl> és Gy = <T2,N2,772, Sg). Felteheto, hogy Ny, No, T1 UT5
paronként diszjunktak. (Kilénben Np, Na elemeit atnevezziik.) Tovdbba feltehetd, hogy

i = 0,1,2-re termindlis jel csak A — t(t € T) alakd szabdlyokban fordul elé. Legyen
S & Ny U Ny 4j nyelvtani jel. Az alapkonstrukcio:

Gy = <T1 UTs, Ny UNy U {S},Pl UPy U {S — 5 ’ Sg},S>,
Gronk = <T1 UTQ,Nl U Ny U {S},Pl UPy U {S — 5152},S>,
G* = (Ty, Ny U{S}, Py U{S — ¢ | 5,5}, 5).

A konstrukcié alapjan a ,,O” tartalmazds nyilvan fennall. Bizonyitani kell, hogy a ,,C”
irdnyu tartalmazas is teljesiil, és hogy a fent definialt nyelvtanok kiterjesztett i-tipust nyelv-
tanok.

1) Unié:
Bizonyitani kell, hogy S*m - Sl? u Vv Sg?»u Ez nyilvan teljesiil, hiszen

kezdésként csak két szabdly kozul alkalmazhatunk egyet, azaz S — S; vagy S — Sy
valamelyikét.
Tegyiik f6l, hogy az S — S; szabdlyt alkalmaztuk. Ekkor nyilvén Slgim, mert a
1

levezetés soran csak Ni-beli nyelvtani jelek kertilnek be, és N; N Ny = () miatt csak P;-beli
szabalyok alkalmazhaték. Ugyanez az S — Sy szabélyra is igaz. Tehat uniéra a ,C” irdny
is teljestil.

Kérdés, hogy megmarad-e a tipus? Vildgos, hogy ¢ = 0,2, 3-ra igen, de az i = 1 esetnél
az alapkonstrukcién mdédositani kell az esetleges S1 — ¢, 52 — ¢ szabdlyok miatt:

e € L(G1) U L(G2) = nincs mddosités,
€ € L(Gl)UL(GQ) = Py = Pl\{Sl — €}UP2\{SQ — E}U{S — 51 | Ss | E}.
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2) Konkatenicio:

A ,C” irdnyu tartalmazés bizonyitdsahoz be kell 14tni, hogy S —— u esetén 1étezik az u
konk

szonak olyan u = vw felbontdsa, amelyre S; GLW, és SQGLVUJ teljestl.
1 2

Tekintsiink egy tetszdleges u € L(Gyonk) $z0t. Erre létezik levezetés Gyonk-ban, azaz

S —5u. Mivel Ny N Ny = 0, és szabélyok baloldaldn csak nyelvtani jelek vannak, ez a
konk

levezetés elvégezheto a kovetkezd médon is:

S — 8155 — v.55 L>vw=u,
konk konk konk
ahol S1-bél Pi-beli szabalyokkal vezettiik le a v szdt, So-bOl pedig a Pa-beli szabalyokat
alkalmaztuk w levezetésére. Tehat a v és w szavaknak rendre létezik levezetése az eredeti
G1, G2 nyelvtanokban, Sy le és Sy Glnu Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy L(Gyonk) C
1 2
L(G1)L(Ga).

Tovabbi kérdés, hogy milyen az igy kapott nyelvtan tipusa? Vilagos, hogy az ¢ = 0,2
esetekben Gyonk tipusa megfeleld. Viszont ¢ = 3 esetén csak az A — u és az A — uB(u €
T*) alaki szabédlyok vannak megengedve, az S — 5153 szabély mar nem. Ezt a konstrukcié
modositasdval szimulalni fogjuk. Tegyiik fel, hogy az A — a € P, szabéllyal fejez6dik be
a G1-beli levezetés. Ekkor ettdl az a jeltdl kell folytatnunk a masodik (Ga-beli) levezetést a
kovetkezd szaballyal:

A— aSQ.

Innen mar valtozatlan a levezetés, mint Go-ben. Jeldljiik ezt a P; szabdlyokra vonatkozo
transzforméciét ¥(Py, Sy)-vel. Igy a médositott nyelvtan:

Gronk = (T1 UTa, N1 U No, U(Py, S5) U Py, S1).

Ekkor mar ¢ = 3-ra is megfeleld a tipus.

Az i =1 esetben ismét az e-levezetését szolgdld szabalyokkal van probléma. Itt négy eset
lehetséges. Ha sem a (G; nyelvtanban, sem a G nyelvtanban nem lehet e-t levezetni, akkor
nincs probléma, az eredeti konstrukcié is 1-es tipusu lesz. Ha viszont vagy a Gy, vagy a
G5 nyelvtanban levezethet6 e, akkor nyilvan valtoztatnunk kell Gyoni szabalyrendszerének
definiciéjan az alabbi moédon:

(7)1 UPy U {S — 5152 | SQ}) \ {Sl — E}, ha e € L(Gl),E ¢ L(Gg),

Pronk i= (Pl U Py U {S — 5159 | Sl}) \ {SQ — 6}, ha e & L(Gl),€ S L(Gg),

(P1 UPQ U {S — & | Sng | Sl | SQ})\
{S1 —&,5 — ¢}, haee L(Gy),e € L(G2).

fgy Gronk mar nyilvan 1-es tipusu lesz.
3) Lezaras:
Bizonyitani kell, hogy S Glm esetén létezik olyan k konstans, hogy u = ujus ... ug, ahol

. . *
minden i-re Sy ?uz
1

Ezt az aldbbi allitas teljes indukcids bizonyitasaval probalhatjuk meg belatni:
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1.44. allitas. Ha S%a, akkor 3k > 1 és a = ay...ax felbontdas, hogy minden h =

1,...,k—1:5 —ap és vagy oy, = S vagy S1—ay,.
G1 Gl

Az indukciés 1épés akkor miikddik, ha az a = g . .. ag-ra valamely G*-beli szabélyt csak tgy
lehet alkalmazni, ha annak baloldala valamely o részszava. Ez i = 0 és 1 esetben altaldban
nem igaz, adhatoé ellenpélda. i = 2-re viszont nyilvanvald, a részleteket az olvaséra bizzuk.

Tehdt ¢ = 2-re és i = 3-ra L(G*) = (L(G1))*. Ha G; tipusa 2-es, akkor G* is az.

Ha i = 3, akkor az elézdéek miatt ugyan L(G*) = L(G)*, de az S — 515 szabély nem
3-as tipustu. Ezért ennek hatasat a konkatenacidéndl latottakhoz hasonléan szimulalni kell.
A szabdlyrendszer ezért Py U U(Py, S1) U{S — ¢ | S1}-re médosul.

Ugyanakkor az i = 0,1 esetekben L(G*) = L(G1)* altaldban nem is igaz, az eredeti
konstrukcién véltoztatni kell gy, hogy ne fordulhasson elé a fenti allitds bizonyitdsaban
oj-ken ativeld szabalyalkalmazas. Ezt gy tessziik meg, hogy a kovetkezd o példanyt csak
akkor kezdjiik el generdlni, amikor az el6z6 végén megjelent mar egy terminélis jel.

P* = Pl @] {S — & | Sl | SlS/} U {tS/ I tSl ‘ VYt € Tl} U {tSI o tSlS’ | Vt € Tl}.

A KkotelezOen behozandé termindlis jelek megakaddlyozzdk az «; szavak hatdrain ativeld
szabdlyalkalmazast, az indukcids bizonyitas ¢ = 2-h6z hasonléan befejezheto.

Tehdt ¢ = 0,1 esetén is elértiik, hogy a médositott G*-ra L(G*) = L(G)*. A tipusok
megfelelésében még annyit kell tenniink, hogy i = 1 esetén az esetleges S1 — ¢ szabdlyt
kihagyjuk.

O



2. A Chomsky-osztalyok és az
algoritmussal definialt nyelvek
kapcsolata

Legyen LRekrel @ rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztalya, LparcRrek @ parcidlisan rekurziv
nyelvek osztéilya, Lrek pedig a rekurziv nyelvek osztdlya. A kovetkezd tétel azt bizonyitja,
hogy a Chomsky-osztalyokba tartozo nyelvek algoritmusok segitségével is megadhatok.

2.1. tétel. Lo C LRekpel » Lo € LparcRek L1 C LRek -

Bizonyitas. Megfelel6 algoritmusok konstrukcidjaval bizonyitjuk. Legyen G = <T, N,P,S >
tetszoleges 0-as tipusu nyelvtan. Konstrudljuk meg a G-beli Osszes levezetések tg grafjat.

A tg graf definicidja: pontjai (T'U N)* elemeivel, élei N x N elemeivel vannak cimkézve.

Egy a pontbdl kiindulé, 8 végponti és (i, j)-vel cimkézett él akkor és csak akkor lesz
éle a tg grafnak, ha a?ﬂ és a levezetés soran G-nek a j-edik szabalyat hasznaljuk,

mig a helyettesités elsd jele a-nak az i-edik pozicidjan van. (El6zéleg szdmozzuk meg a
szabalyokat.)

Nyilvan ez a graf G Osszes levezetését tartalmazni fogja. Példaul legyen a G nyelvtan
szabélyrendszere a kévetkezo:

1) S—SS,
2) S— aSh,
3)S— e

Ekkor ennek az S csticsbdl elérhetd részgrafja a kovetkezoképpen néz ki:
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S

(1’1) l( (173)
1 2)

aSbh

‘ / o @
/ 7T\

9

ab

Az S-bél kiindulé levezetések grafjanak egy része

Kérdés, hogy mikor vezethetd le S-bdl egy adott u szé. Nyilvan akkor, ha a tg graf S-bol
elérhetd részének van olyan pontja, ami u-val van cimkézve. L(G) felsoroldsdhoz tehdt elég
az elébbi tg grafot S-bol kiinduld szélességi bejardssal bejarni.

Ha a bejarasi algoritmus csucsfeldolgozé eljarasa:

cimke(c) € T*

kilonben

kifr(cimke(c))

SKIP

akkor pontosan L(G)-t felsorold algoritmust kapunk. Ha a bejarasi algoritmus csicsfeldol-

gozd eljardsa:

cimke(c) = u

kiilonben

Exit(+, bejaras)

SKIP

ahol u az input sz6, akkor pontosan egy L(G)-t parcidlisan eldénté algoritmust kapunk. Ha

a parcialisan eldonté algoritmus cstcsfeldolgozé eljarasa:

szintszam(c) > K(G,u)

szintszam(c) < K(G,u)
A cimke(c) = u

kiilonben

Exit(—, bejarés)

Exit(+, bejaras)

SKIP

akkor G € G; esetben L(G)-t rekurzivan eldonté algoritmust kapunk, hiszen u € L(G) esetén
ilyenkor van legfeljebb K (G, u) hosszi levezetés.
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Az Exit(+, bejaras)” és az ,Exit(—, bejards)” az jelentik, hogy a szélességi bejarast
befejezziik, és pozitiv, illetve negativ véalaszt adunk vissza.
O

Ha a Church-tézist elfogadjuk, akkor Lo=LparcRek =LRekFel -



3. Veremautomatakkal jellemezheto
nyelvek

Ebben a fejezetben a matematikai gépek egy specidlis valtozataval, a veremautomatakkal
foglalkozunk. Azt vizséljuk, hogy az éltaluk felismert nyelveknek mi a viszony a Chomsky
nyelvosztilyokhoz.

3.1. definicié. n-verem alatt a kévetkezd (2n + 5)-dst értjik:
V= <A,T,El ooy B, 0,a0,08 ..., 08 ,F>,

ahol

A az dllapotok halmaza (ez legyen véges halmaz),

T egy dbécé, a bemend dbécé,

Y az i-edik verem dbécéje,

& az dllapotdtmeneti fligguény,

ag € A kezdddllapot,

ol azi. verem kezd8szimbdluma, ahol of € %;,

F C A a végadllapotok halmaza.
Az dllapotdtmeneti figguény 6 : A x (TU{e}) x 81 X ... x %, — 24T X3 qlgk
fiigguény, melyre megkoveteljik, hogy értékkészlete véges halmazokbdl dlljon.

A V, mint matematikai gép miikodése iitemekben torténik. Egy iitemben kiolvassa a
kozponti egység allapotat, az input szimbolumot és a vermek tetéelemeit. Ezek fliggvényében
4j allapotba kertil, s a vermek eddigi tet6elemeit feliilirja 0 vagy tobb jellel. Az olvasé fej
egyet jobbra 1ép (kivéve az Gn. e-mozgds esetén), a tetémutatdk az 4j tetdelemekre dllnak
rd. A ¢ allapotdtmeneti fliggvény egy ilyen, egy litemben torténd miikodés leirdsara szolgél.
Formalisan a konfigurdcié fogalméval lehet definidlni a veremautomatdk miikodését.

3.2. definicié. Konfigurdcionak nevezzik azoknak az adatoknak az dsszességét, melyektdl
a gép elkovetkezendd mikodése figyg.

A konfigurdcidk a kovetkez6 alaki (n + 2)-esek:
[a,v,01,..., 4],

ahol:

33
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a az aktudlis allapot,

v az input sz6 még elolvasatlan része,

«o; az i-edik verem tartalma.
3.3. definicié. Kozvetlen konfigurdciodtmenetrdl beszélink, ha V egy lépésben vdlt dt egyik
konfigurdciébdl a mdsikba, azaz [a,u, aq,. .., op] j [b,v,01,...,0n] akkor és csak akkor,
ha van olyan t € T U {e}, hogy u = tv, tovdbbd minden i € [1,n] esetén van olyan o; € ¥;

és v, 7 € XF, amelyekre oy = 04vi, 3 = Ti7vi, valamint (b, 71,...,7,) € 0(a,t,01,...,05).

Ha itt t = e, akkor e-mozgdsrol beszélink.

3.4. definicié. A kézvetett konfigurdciodtmenet a kozvetlen dtmenet reflexiv, tranzitiv le-

zdrtja. Jelolése: j

3.5. definicié. Az u széhoz tartozé kezdbkonfigurdcié: [ag,u, 0} ..., 08 ].

3.6. definicié. Egy K konfigurdcio termindlo konfigurdcid, ha nincs rdkovetkezdje, azaz
AK' konfigurdcid, hogy K j K'.

3.7. definicié. Végdllapottal illetve tires veremmel elfogadd egy [f, €, 1, - - ., Bn] konfigurd-
cid, ha f € F illetve 5, = €.

AV n-verem végéllapottal illetve iires veremmel elfogadja az u szdt, ha létezik atmenet
az u szohoz tartozo kezd6konfiguraciébol végallapottal illetve tires veremmel elfogadd kon-
figuracioba. A V altal végallapottal illetve iires veremmel elfogadott nyelv:

LF(V)Z{uET* ‘ [ag,u, 08 ... 08 ] %[f,&‘,ﬁl,ﬁg,...,ﬁn] valamely f EF-re},

Lf(V)={ueT" | [ag,u,08 ... 08 ] %[f,&‘,&‘,ﬁg,...,ﬁn] }-

3.8. definicié. Egy adott V n-verem determinisztikus, ha minden konfigurdcionak legfel-
jebb eqy rakovetkezdje van. Ez a kévetkezd két feltétel teljesiilése esetén dll fenn:

1) Minden (a,t,01,...,0,) € Ds esetén ’ d(a,t,o1,...,00) ’S 1és
2) §(a,e,01,...,0n,) # 0 esetén minden t € T-re | d(a,t,o1,...,00) }: 0.

A masodik feltétel szerint ha valamely konfiguraciéban lehetséges e-mozgas, ott ,, valédi”
olvasdssal tortén6 miikodés nem lehetséges.
Jelolések:

L lletve L2, jelentse az n-vermek éltal végallapottal illetve iires veremmel elfo-

gadott nyelvek osztalyat,

Egﬁv illetve £5,,,, jelentse a determinisztikus n-vermek édltal végéllapottal illetve ires
veremmel elfogadott nyelvek osztalyat.
A veremautomatdk miikodésének néhény érdekes tulajdonsdgit fogalmazzdk meg az
alabbi allitdsok:
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3.9. allitas. A j reldcio fiuggetlen a sz6 elolvasatlan részétdl, azaz

[a,u, a1,y ...y a] j [bye,B1,...,0n] = [a,uw, a1, ..., ap] j [b,w, B1,.. ., Bn]
3.10. allitas. A konfigurdciodtmenetek folytathatok, az0z

[a,uvalw"aan]j[bvg,ﬁla"'vﬂn] és [b7vvﬂla"'aﬂn]j[cvga'yla"'a’)/n] esetén
*
[a,uv, aq, ..., o) j (€, 8,71y« Yn)-

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy

*

[aauaalv"'7an]j[baaaﬁlw")ﬁn} és

[bava617"'aﬂn] j[ca&’Yl;---a’Yn]-

* *
Ekkor az €l6z6 allitds szerint [a, uv, a1, ..., ] —1[b,v, B1,..., 0], és a — reldcié tran-
v v
zitivitdsabol adédik az &llités.
O

3.1. O-vermek

Milyen egy 0-verem? Mivel itt nincsenek kiegészitd tarak, ezért a miikodés csak az elolvasott
input jeltol és az aktualis allapottol fiigg. A szavak elfogadasa is nyilvan csak végallapottal
torténhet, ezért elegend6 csak elfogadasrol beszélni. 0-vermeket dltaldban dllapotatmeneti
diagrammal dbrdzoljuk, melynek pontjai dllapotokkal vannak cimkézve, élei pedig T'U {e}-
beli elemekkel. Ez igy egy irdnyitott graf, ahol egy adott a € A-val cimkézett pontbdl
a b € B cimkéjli pontba pontosan akkor vezet egy t € T'|J{ec} elemmel cimkézett él, ha
be d(a,t).

0-vermek osztalyozasa:

— Nincs megkotés (szokdsos elnevezése véges, e-dtmenetes, nemdeterminisztikus auto-
mata), az elfogadott nyelvek osztélyét jelolje LeNDA -

— e-dtmenet megtiltdsa (véges, nemdeterminisztikus automata), az elfogadott nyelvek
osztalya: LNDA -

— A nemdeterminisztikussdg és az e-dtmenetek megtiltdsa (véges, parcidlisan determi-
nisztikus automata), az elfogadott nyelvek osztélya: Lppa.

— A nemdeterminisztikussdg és az e-dtmenetek megtiltdsa, mindeniitt definidltsdg (Va €
AésteT esetén | 6(a,t) |=1, és | 6(a,e) |=0) (véges, determinisztikus automata),
az elfogadott nyelvek osztilya: Lpa.

Ezen osztdlyozas alapjén nyilvanvald, hogy Loy = LenDA 2 LNDA 2 L£pDA 2 Lpa- A
0-vermek jelolésére tradiciondlisan az A szimbdélumot fogjuk hasznalni.
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3.11. tétel. Loy, = L3. A kétiranyu tartalmazdst latjuk be.

Bizonyitas.
.
n= -

Minden 3-as tipusi nyelvhez létezik 3-as normalformaja nyelvtan, igy tehat elég belatni,
hogy tetszdleges, 3-as normélforméban adott nyelvtanhoz létezik A 0-verem, hogy L(A) =
L(G).

Legyen G = (T, N, P,S). Ennek a nyelvtannak a szabalyai a kovetkezd alaktiak:

A—tB
A—c¢ ahol A BeNésteT.
Legyen az s levezetés a kovetkezo:
B t1B ti1to B tito ...tk B tita ... ty.
0?1 1?12 2? ?12 kk?12 n
A kérdés az, hogyan tudjuk ezt automataval szimuldlni? A ¢; jel generdlasanak feleljen

meg a t; jel olvasasa és B;-k legyenek az dllapotok. Ha A — ¢ szabélyt alkalmazunk, akkor
A legyen végallapot. Ekkor a kévetkezd konfigurdciédtmeneteket varjuk:

[Bo,tl...tk]H[Bl,tg...tk]H H[Bk,&‘].
% % %

Konstrukcié: Legyen A = <N, T,6,S, F>, ahol
CedB,t) <= B—tCeP,aholteT,és
BeF < B—eccP.

Konnyen beldthaté az u szd hosszara vonatkozé indukcié alapjan, hogy
*

[A,u] —[B,¢] <= A——uB.
A G
Ekkor mér valéban L(A) = L(G), ugyanis v € L(A) <= 3B € F : ([S,u] j [B,¢]) <
B : (B?E,S%MB) — S%u <~ ue L(Q).
Milyen az igy kapott automata? e-atmenet nélkiili, ezért egy kicsit tobbet lattunk be,
nevezetesen L3 C LNpA-t.

(-
Itt elég beldtni, hogy tetszéleges A 0-veremhez létezik olyan G € Gz, hogy L(G) =
L(A). Az el6zd konstrukeié megforditdsat alkalmazzuk.
Legyen A = <A, T,6, a0, F>, és legyen G = <T, A, P, a0> a hozza konstrualandé nyelvtan.
Milyenek legyenek P szabdlyai?

7

a—theP < bed(a,t), ahol t € T U {e},
f—eeP << feF.

Ez kiterjesztett 3-as nyelvtan lesz, mert ¢ lehet € is, ugyanis A-ban nem volt megtiltva
az e-atmenet. Ekkor a levezetés hossza szerinti indukciéval belathaté, hogy

*

a——ub <= [a,u] —[b,e].
e] A
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Ebbél mér kovetkezik, hogy L(G) = L(A).
Kovetkezmény: az el6zo tétel bizonyitdsabdl az is adodik, hogy L3 = LNDA .-

3.1.1. Determinisztikus 0-vermek (£poy)

3.12. tétel. Lpa= LNDA-
Bizonyitas. Mivel a C irdny nyilvanvald, elég bebizonyitani, hogy Lnpa € Lpa-

Beldtjuk, hogy tetszileges A = <A, T,96,a9, F > véges, nemdeterminisztikus automatahoz
konstrualhaté olyan A’ véges, determinisztikus automata, amelyre az elfogadott nyelvek
azonosak, azaz L(A) = L(A’) (determinisztikussa tétel).

Tekintsiink egy A-beli dtmenetet. Legyen qg az dllapotatmeneti graf egy csicsa, és egy
adott t € T jel hatdsara az Osszes atmenet vezessen qi,...,q,-be. Ha Oket parhuzamos
miikddésként fogjuk fel, akkor készithetiink olyan gépet, melynek ezen parhuzamos miiko-
dések egyiittesei az alapmiikddései.

. \t

Nemdeterminisztikus dtmenetek atalakitasa

Legyen tehat A = <2A, T,0",{ao}, f>. Definiéljuk ¢’-t a kovetkez6 médon:

S

5/({b17 ceey bs}vt) = U 5(bl,t)a

i=1

mig az A’ végallapotaira
BeF < BNF#I.

*

3.13. allitas. [B,u] —1[C,¢] akkor és csak akkor teljesil, ha egyrészt minden b € B és
A/

*

a € A esetén [b,u] j [a,€]-b6l kovetkezik a € C, mdsrészt minden ¢ € C-re van olyan
A

*

b € B, amelyre [b,u] —[c, €.
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Ezt az allitast a konfiguraciéatmenetek hosszara vonatkozé teljes indukcidval lathatjuk be,
melynek részletezését az olvaséra bizzuk.

Az A automata ugyanazt tudja, mint az eredeti, hiszen: u € L(A') <= 3B € F:
({ao}, ] 1[B,e]) <= 3IB: (BNF #0AVbe B : [ao,u]j[b,s]) <~ Jb e F:

[ag, u] j [b7 g] <= ue L(A).

Ezért tényleg L(A") = L(A), és A" egy véges, determinisztikus automata.
(Gyakorlatban altaldban A’-nek csak az Osszefiiggd részét konstrualjak meg.)

Kovetkezmény:

Loy = LenpA = £8DA = LppA = LpA = Lpoy-

A definiciék alapjan vilagos ugyanis, hogy ezen nyelvosztalyok koziil Loy, a legtagabb, Lpa
a legsziikebb. A mar bizonyitott Loy, = L3 C Lypa = Lpa miatt viszont 8k — s igy az
Osszes kozottiik elhelyezkedd nyelvosztalyok is — egyenloek.

3.1.2. A 3. tipusu nyelvek néhany tulajdonsaga

3.14. tétel. Kis Bar-Hillel lemma: Minden L € L3 nyelvhez van olyan n = n(L) € N
nyelvfiiggd konstans, hogy minden u € L sz6 esetén ha tekintjink egy tetszbleges u = ayu’ao
olyan felbontdsdt, ahol l(u') > n, akkor van u'-nek olyan v részszava (u' = B1v532), hogy
0 <lI(v) <n, és minden i > 0 esetén a1 B1v'Bacra € L.

Kevésbé formalisan a lényeget a kévetkezdképpen fejezhetjik ki: L minden szavanak elég
hosszt részszavdaban létezik elég rovid, nemiires, beiterdlhato részszo.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy minden L € L3 nyelvhez van olyan A Véges determinisztikus
automata, melyre L(A) = L. Legyen A = (A, T,6,a9,F), ésn : |A|( (L)). Vizsgdljunk
meg egy megfelel6 tulajdonsdgi szét, azaz legyen u € L(A),u = aju/a, és l(u') > n = |A|

Tegyiik fel, hogy v/ = tita...tym, és m > n. Az u-t elfogadé konfigurdciéatmenetet
részletezve:

*
[ao, Oéltltg mag] j [C()7 tltg mag] j [Cl, t2 e tmag} j T

- —Hem ca] ZH[f.e] (f € P).

Tekintsiik a (cg,c1,...,¢n) sorozatot. Ez m 4+ 1 > n+ 1 elemli. A skatulyaelv alapjin
biztosan léteznek k, j szamok, melyekre 0 < j < k < n és ¢; = ¢, ugyanis n = ’A’

Az o' sz6 felbontdsa legyen [y :=t1...t;,v :=tjq1...tk, és B2 1= tgy1 ... ty,. Vildgos,
hogy j, k vdlasztdsa miatt: 0 < I(v) < n.

Tovéabba az is igaz, hogy

[co, B1] — [Cja el

*

[ejs o] —Hlew, ] = [eji el
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*

[k, B2] j [cm, €]

De ezekbdl mar nyilvan kovetkezik, hogy tetszoleges i > 0 esetén

*

[ej,07] el

Osszegezve az eddigieket:

* * * * *

[ag, a1 B1v° Bacxs] j [co, B1v° Bacxa] j [cj, v Bacxa] j [cj, Baara] j [Cm, 2] j [f, €],

és ebbdl mar kovetkezik, hogy ayB81viB2an € L(A) = L.
O

Most nézziink egy példat a Kis Bar-Hillel lemma alkalmazdsdra. Jelolje HE a {(,)}
abécé feletti helyes zardjelezések halmazat. Erre fogalmazzuk meg a kovetkezo allitast:

3.15. allitas. HE & L.

Bizonyitas. Indirekt modon. Tegyiik fel, hogy HE € L3. A Kis Bar-Hillel lemma alapjin
ekkor létezik n = n(L). Vegyik a kovetkezd szét: u := (™)", és legyen u' = (™. Mivel
l(u") > n, {gy alkalmazhatjuk a Kis Bar-Hillel lemmét.

Ezek szerint u'-ben létezik v nemiires, beiteralhat6 részsz6. Legyen v := (¢, ahold > 0. A
lemma szerint ("~4F{ (1} (k)" = ("D eleme a HE halmaznak. (Az el6z6 képletben
»{}”7 metazardjelek!) Ez viszont ¢ # 1 esetén HE definiciéja miatt nem teljesiil, tehdt
ellentmondésra jutottunk. |

Kovetkezmény:

A programozasi nyelvek szintaxisa nem irhaté le tisztan 3-as tipust nyelvtannal. Viszont
a programozdsi nyelvek alapszimbdlumainak (azonositdk, konstansok, alapszavak, elhatdrolé
jelek) feldolgozédséra mér haszndlhaté automata, a forditéprogramokban ez a lexikalis elemz8
(scanner).

Véges, determinisztikus automata esetén kiterjeszthetjiikk a § fiiggvényt nemcsak egy
jelbél allé w széra, hiszen minden a € A és u € T™ esetén 1étezik pontosan egy b € A,

amelyre [a, u] j [b,€].

3.16. definicié. A kiterjesztett ) fiiggvényt a kovetkezé modon definidljuk:

~ *

0(a,u) := b <= la,ul j [b, g].

Definicié alapjan nyilvanvalé Gsszefiiggések az alabbiak:
5(a,e) = a,
5(a,uwv) = 6(5(a,u),v),
[a,t] j [0(a,t),e], ac AésteT.
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A konfiguréciéatmenet fogalmat felhasznélva az utébbibdl d(a,t) = d(a,t). Tehdt a &
tényleg valodi kiterjesztése ¢ fiiggvénynek, igy tehat a = jel elhagyhato.

3.17. definicié. Adott L nyelv p € T*-ra vonatkozo maradéknyelve Ly, ahol
L, :={v|pveL}
Tulajdonségai:
(Lp)q = Lyg,
L.=1L,
e€l, < peclL.
3.18. definicié. Az A determinisztikus automata a € A dllapotra vonatkozé maradékadt

jelolje L. Ennek jelentése:
L} ={v|d(a,v) € F}.

Az L' tehdt azokat a v szavakat tartalmazza, melyek hatdsdra az automata a-bdl
végallapotba kertil. Az automata maradéknyelvének tulajdonsdgai:

(Ly)q = LZsA(a,q) (qeT),

LaAO = L<A)7

g€ l? < ackF.

3.19. tétel. Myhill—Nerode tétel: L € L3 akkor és csak akkor, ha |{Lp}p€T* < 00,

ahol T =T(L) az L nyelv dbécéje.

Bizonyitas.

7 <:”

Konstrudlunk egy véges, determinisztikus automatat, melynek az allapothalmaza
{Lp}tper-. Ez a feltétel szerint véges halmaz. Az L, éllapottdl azt vérjuk, hogy a kez-
doéallapotbdl p input elolvasdsa utan 6 legyen az aktualis allapot.

Legyen AX = ({L,}per=,T,6, Lo, F), ahol F := {L, | e € L,}, és 6(Ly,t) := L. Ekkor
AL tulajdonsigai:

1) 0 jél definidlt, azaz L, = L, esetén §(L,,t) = 6(Lgy,1).

— Ugyanis L, = L, = (Lp)t = (Lg)t = Ly =Ly = §(Lyp,t) = 0(Ly,1).
2) Minden u € T* esetén §(L,, u) = Ly,.

— A ¢ definiciéja segitségével az u szd hosszéara vonatkozé indukciéval beldthato.
3) Lye F <= pelL.

Mar csak azt kell belatni, hogy L(ALX) = L. Ez pedig kénnyen igazolhat6, hiszen u €
LAY < §(L.,u)eF < L.,,=L,eF < uclL.
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” ﬁ”

Legyen L € L3. Tudjuk, hogy létezik olyan A = <A,T7 d, ao,F> véges, determin-
isztikus automata, amely az L nyelvet fogadja el, azaz L = L(A). Ekkor biztos, hogy
H{LA}aeal < |A| < oo, mert A véges. Vegyiik tetszbleges u € T*-ra az L, maradéknyelvet.
Ekkor L, = (L )y = Lg‘(amu). Igy nyilvén fennall, hogy

{Lu}uET* c {Lg\}aEA7

amivel a tételt belattuk.

Mivel A% allapothalmaza {L,}yer+, ezért az aldbbi kovetkezményt kapjuk:
Kovetkezmény:

Az A*L automata allapotszama kisebb vagy egyenld, mint tetszéleges, az L nyelvhez adott
véges, determinisztikus automata allapotszama.

3.20. definicié. Valamely L € L3-hoz adott minimdlis dllapotszami véges, determiniszti-
kus automatdt L minimdlis automatdjinak nevezzik.

Vildgos, hogy AL minimélis automatéja L-nek. A tovabbiakban algoritmust adunk egy
L € L3 nyelvet elfogad6 véges, determinisztikus automata allapotszaménak csokkentésére
és kimutatjuk, hogy igy az izomorfia erejéig egyetlen L-et felismerd minimélis automatihoz
jutunk.

Megjegyzés: A scanner programokhoz célszerii minimalis automatat hasznédlni, mert ezaltal
jelentOsen csokkenthetd a lexikdlis elemzés tarigénye.

3.1.3. Minimadalis automata eldallitasa

Ebben a pontban automata alatt mindig véges, determinisztikus automatédt fogunk érteni.

Adott egy L € L3 nyelv, mely automatdval van megadva. Prébaljunk ebbél megkonst-
rudlni egy minimélis, L-et felismerd automatat. Egyelore allapotszam-csokkentd transz-
formacidkat adunk.

1) Osszefiiggdvé alakitds:
Nyilvéan el lehet hagyni az automata altal a felismerés soran nem hasznalt allapotokat.

3.21. definicié. Egy A automata dsszefiiggd, ha minden a € A esetén létezik u € T sz,
hogy d(ag,u) = a.

Ha egy automata nem 0Osszefiiggd, elhagyhatjuk a kezd&allapotbdl nem elérhetd dllapo-
tokat, hiszen ezeknek amugy sincs szerepiik a nyelv felismerésében. Legyen az igy kapott
automata Aggs,- Ennek allapothalmaza:

Assss ={a e A | Ju e T* : d(ag,u) = a}.

7 7

Agss, most is eléallithaté az aldbbi iteracidval:

HO = {CLQ}7
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Hiy1:=H;U{a|3be H; A3t € T:6(b,t) =a},

A H; halmazok itt is csak b&viilhetnek, ezért az A dllapothalmaz végessége miatt egy

1o indextél kezd6déen végig megegyeznek, és ekkor Ass, = Hi,. Legyen

Asssy = (Asssy, T 0 ’Aéss « 70, F' N Abssz), erre nyilvan teljesiil, hogy L(Asss,) = L(A).
Z

2) Redukcié:

Legyen A= <A, T,6,ag, F>. Két allapot nem megkiilonboztethetd a nyelvelfogadds szem-
pontjéabdl, ha ugyanazon szavak hatdsira keriilnek végéallapotba. Célunk az, hogy ezeket
eggyé Osszevonjuk gy, hogy az elfogadott nyelv valtozatlan maradjon.

3.22. definicié. Legyenek a,b € A dllapotok. a és b ekvivalensek, ha L = Li*. Jelolése:
a~b.

Tulajdonsagai:
— ekvivalenciarelacié,
— jobbkongruenciarelacio.

3.23. definicié. FEgy p: A x A reldcid jobbkongruencia, ha minden u € T™* esetén apb =
d(a,u)pd(b,u).

3.24. allitas. A ~ reldcio jobbkongruencia.

Bizonyitds. Ugyanis a ~ b = L7 = Lf = Vue T*ra (L}) = (L3),6 <~
Vu € T"ra Ly, . = Ly, < Yu€ T rad(a,u) ~d(bu).
O
3.25. definicié. Az ,~7” reldcid két automata dllapotaira vonatkozo kiterjesztése:
ay ~ ag, ha L?.i‘f = L*2. ghol

az ?

A1, Ay a két automata, és a1 € Ay, a9 € As.

3.26. definicié. Legyenek A;, As két automata a(()l) és a(()z) kezddallapotokkal. Ay ekvi-
valens Ag-vel, jelolésben:

A ~ Ay, = aél) ~ a[()z) (vagyis ha L(Ay) = L(A)).

Annak érdekében, hogy egyszerlibb automatahoz jussunk, vegyiik az A automata ~-re
vonatkozoé a faktorautomatdjat, jelolésben: .A/ -

A/ = {{Ca}taca,T,8,Cay, F ),
ahol
C, az a-val ekvivalens dllapotok osztalya, melynek reprezentansa a,
F={C4|acF},
8" (Cayt) = Cs(a,r), azaz 6'-t egy tetszbleges reprezentdnssal definialjuk.
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Az .A/ ., automata tulajdonsagai:
1) ¢ jol definidlt. Ez nyilvdnvals, mert ~ jobbkongruencia.
2) ¢'(Ca,u) = Cs(q,u), ahol u € T*.

3) ChLeF < beF.

3.27. definicié. FEgy adott A (véges, determinisztikus) automata redukdlt automata, ha
minden a,b € A esetén a ~b <= a =b, azaz nincsenek kiilonbozé ekvivalens dllapotai.

3.28. allitds. Az A/ automata redukdlt, és L(A/_) = L(A).

Bizonyitas. A/ automata tulajdonsdgai alapjén u € L) <= 6d(a,u) € F <=
Cstau) € F = §(Cayu) € F <= u € LC/N tehat belattuk, hogy tetszbleges a € A

allapotra L3 = Léa/ ~. Ebbdl egyrészt a = ag vélasztdsaval adédik L(A/ ) = L(A),
mésrészt ~ definiciéja alapjan fennall a ~ C,. Innen kdvetkezik, hogy A/ ., redukdlt,

ugyanis ha C, ~ Cy, akkor L = LA/N = Léb/N = L' miatt a ~ b, és emiatt ugyanazt az
osztalyt reprezentaljik, azaz C, C’b
O

Megjegyzés:

Ha az automata a redukcié el6tt mar Gsszefligg6 volt, akkor a redukcié utan is az lesz.
Tehat ha adott egy A automata, akkor abbdl mar tudunk késziteni egy 6sszefiiggd, redukalt
automatat, kisebb allapotszammal.

Kérdés, hogy ezzel mennyire kozelitettliink a minimalitas felé.

3.29. definicié. Legyenek A; = <AZ,T 5“(10 , >(z = 1,2) véges, determinisztikus au-
tomatdk. FEkkor Ay és Ag izomorfak, ha létezik ¢ : Ay — Ao kélesondsen egyértelmi
raképezés, melyre a kovetkezok teljestilnek:

1) gf)(a((]l)) = a(()Q)’
2) ¢(F1) = F»,

3) §-t meglrzi, azaz minden a1 € Ay és minden t € T esetén ([)((51 (a1, t)) =0y (¢)(a1),t).
(Konnyen beldthatd, hogy ekkor ez minden u € T*-ra is igaz.)

Jelolés: A1 = As.

3.30. tétel. Izomorfia tétel: Legyenek Ay és Ay dsszefliggd, redukalt és eqgymdssal ekuvi-
valens automatdk. Ekkor A1 = A,.

Bizonyitas. Az Osszefligg6ségbol adddik a kovetkezd két allitas:
A = {8i(ay).p) | p € T*},
F; = {8i(a’,p) | p € L(A)}.
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fgy mar konnyt a megfeleltetést megadni:
@0 (agl),p) — 0 (a(()z),p) minden p € T*-ra.

A ¢ értelmezési tartomanya nyilvan Aq, értékkészlete As. Mar csak annak ellendrzése van
hétra, hogy bijektiv fiiggvény.

d 1 1 s
(51(0’8 ap) 6 (aO 7(]) é 51(0’(() )vp) ~ 61(a(() )7Q) <~ L;ll(aél)w) = L51(a0 ,q)
A A ekv A A 7 A 2)
(L <11>) (L (11>) ( ))p (L <22>) A L522(a(<)2>7p) = L522(a[()2>7q) — 52(% D)~
d
52(a0 aQ) é 62(a0 ,p _62(a0 >q)

Tehat ¢ jol definidlt és bijektiv leképezés. Meg kell még vizsgalni, teljesiilnek-e az 1) — 3)
feltételek.

3(a8") = ¢ (01(al" €)) = 62(a ) = a?,

$(F)) = Fy, ez Fy, Fy eléallitasabol kovetkezik.
Legyen 6, (aél),p) € A; tetszbleges.

6(51(31(a5”,p), 1)) = é(d1(ag”, pt)) = da(al”, pt), és

52(¢(01 (a5, p)), 1) = 6a(da(ai”, p). ) = ds(as, pt).

Kovetkezmény:

Mivel egy adott L nyelvhez készitett minimalis automatak Osszefiiggdk és redukaltak
(kiilonben cstkkenthetd lenne az dllapotszamuk), ezért a tételbél kovetkezik, hogy egyméssal
izomorfak. Az is teljesiil tehat, hogy barmely L-hez készitett automatat Gsszefliggévé téve
és redukalva — az izomorfia erejéig — a minimalis automatat kapjuk meg.

3.1.4. Allapotok ekvivalencidjanak algoritmikus eldontése

Két allapot ekvivalencidjat egyelére nem tudjuk a definicié alapjan eldonteni, ugyanis
a~b <= LA=Lf < YueT":(§(a,u) € F <> §(bu) €F).

Itt T végtelen, a probléma a definicié alapjan nem megoldhaté. Megprobaljuk ~-t
approximalni végesen eldénthetd relacidkkal.

3.31. definicié. Legyen L, az i-edik ekvivalencia (i > 0) a kévetkezbképpen definidlva:

a’lh pontosan akkor, ha minden v € TS esetén (5(a,u) eF < §(bu) e F)

Sziikségiink lesz még a kovetkez6 fogalomra is:

3.32. definicié. Legyenek p1, p2 bindris reldacick. Ekkor p1 finomabb, mint ps, ha barmely
a,b € A esetén ap1b = apsb.
Jelolése: p1 > pa.
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Vildgos, hogy ha p1, po ekvivalenviarelacidkra p; = pa, akkor |p1| > |p2| (a |p1] és |p2| az

ekvivalenciaosztalyok szdma). Az ~ ekvivalencia tulajdonsagai:

1) ekvivalenciareldcid,
2) minden a,b € A esetén b = albn (VteT: 6(a,t)fé45(b, t)),
3) L <A <2< <~ tovibbda~b < Vi>0:alb.

A folyamatos finomoddas miatt az osztalyszdamokra fennéll, hogy
0 1 2
L < <BI< . <l ~ | < Al < oo,
Ekkor viszont létezik olyan | € N, melyre |L\ = \H@1|.
Tehat
. . ! I+1
ip := min{l ’ |~ =1~}

A rekurziv dsszefiiggés alapjan nyilvan minden j > ig esetén ~ = ~, ugyanis ha ~ =
j+1 j+2 j j+1 j+2 j+1
akkor '~ ="’ ! ! !
Jj+1

~7, mivel & =T esetén minden a,bre a’~b <= a~bA(Vt €T :

5(a,t) ' 5(b,t)) <= albA(VteT:6(a,t)ld(bt)) < d’'<b.
Tehat az is fennall, hogy minden j > O-ra 9 ,l’ amibdl adédik, hogy 9w Azaz X
és ~ kolcsonosen finomabbak egymasnal, ami csak gy lehetséges, hogy megegyeznek, tehat

Legyen a legkisebb ilyen szam 4.

Jj+1
~

% —~. Az ekvivalencia eldontését ezzel algoritmikusan végrehajthatova tettiik.

Milyen becslést tudunk adni ig-ra? Az nyilvanvald, hogy 1 < |r94|, 19 pedig akkor lesz a
legnagyobb, ha az osztdlyok szdma a lehet6 leglassabban nd, azaz egyesével. Tehat tegyiik

fol, hogy |£| >1, |,£| >2,..., |Z\OJ\ > o + 1, ahonnan ig + 1 < |A|. Tehdt ip < |A| — 1.
Ko6vetkezmény:
jA-1

3.1.5. Regularis nyelvek

3.33. definicié. Reguldris nyelveknek nevezzik az aldbbi hdrom tulajdonsdggal definidlt
Lria nyelvosztdly elemeit:

(i) LrEq tartalmazza az elemi nyelveket: 0,{e},{t}, aholt € U,
(1) LrREG zdrt az unid, konkatendcid és a lezdrds miveletekre,

(iii) LrEq a legszdkebb olyan nyelvosztdaly, mely az (i), (ii) feltételeknek megfelel.
3.34. tétel. Kleene tétele: LrEG = Ls.

Bizonyitas. Itt is a kétiranyu tartalmazést kell belatni:
7 g” :

Elég belédtni, hogy L3 rendelkezik az (i), (ii) tulajdonsdgokkal.

(i) Tudunk adni 3-as tipusi nyelvtant az elemi nyelvekhez:
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— P={S —t}, ha L = {t},
— P={S — ¢}, ha L ={e},
— P—{ haL—0.

(ii) kordbban madr ldttuk, hogy L3 zart a regularis miiveletekre.

7
”n =

Tudjuk, hogy L3= Lpa. Elegend§ tetszéleges A véges, determinisztikus automata esetén
beldtni, hogy L(A) € LRrq-
Szamozzuk meg az automata dllapotait a kovetkezéképpen:

A={{a1,...,an},T,6,a1,{a; };:1>.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést, ahol 1 <i,7 <nésk > 0:

Lf,j ={ueT* { [a;, u] j [aj, €], és a kozben érintett dllapotok indexe nem nagyobb
k-nél }.
A definicié alapjan vildgos, hogy L;'; = L?jl = ..., hiszen nincs valédi megkotés az érintett
allapotokra. A végallapotokra véve az unidt:

LAy =0 Ly, .
j=1

Ha minden 1, j, k-ra igaz lenne a regularitds (Lﬁj € Lrpa), akkor L(A) € Lrpg igaz
volna, hiszen Lrpg zart az inié miiveletére. Az Lf,j—k regularitasat kiilon lemmaként iga-
zoljuk, ezzel téve teljessé a tétel bizonyitasat. o

3.35. lemma. Minden i,j,k esetén Lﬁj € LREG-

Bizonyitas. Teljes indukcidval k-ra vonatkozdan, minden 14, j-re parhuzamosan.
k=0: Ekkor nyilvan LY, = {t € T | 8(a;,t) = a;} U Ay, ahol

~_J{e}, hai=yj,
A”_{(Z), ha i # j.

Kovetkezésképp L?’ ; reguldris, mert elemi nyelvek unidja.
k + 1: Tegylik fel, hogy k-ig igaz az allitds, tehat Lf,j reguldris barmely i, j-re.
Vizsgéljuk meg (k + 1)-re. Két eset lehetséges:

k> n:
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy Lf’;.rl = Lﬁj, tehat Lﬁ;‘l is regularis.
k<n:

Legyen u € ijl tetszdleges. Ekkor az automata a; allapotdbdl a; allapotaba
keriil az u sz6 hatdasara gy, hogy a koztesen érintett allapotok A-beli sorszama maxi-
mum k + 1. Két eset lehetséges:

a) Koztesen nem fordul el6 az ag1q dllapot. Ekkor nyilvdn u € Lﬁ ; 1s fenndll.
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b) I+1 > 1l-szer el6fordult koztesen az a1 dllapot. Ekkor osszuk 6l az u sz6t ugy, hogy
ezeknél az ar41 allapotokndl allapitjuk meg a részszavak hatarat. Tehat:

Uy U1 V2 Uy U2
(7RG 17 "H R N ) I RN N 17 NS R ‘CLJ‘.

]
Tudjuk, hogy minden kozbiils6é szakaszon az allapotok sorszama legfeljebb k,
vagyis
Uy € Lf,k—&-l’ Vd € LZ+17]€+1, U € Lllz+17j(d =1,2,... 7[)

Ebbdl mar kovetkezik, hogy
k k *rk
U = ULV1 ... VU2 € Li,k+1(Lk+1,k+l) Lk+1,j'
Az a) és b) eseteket Osszefoglalva azt kaptuk, hogy

k1 k k k * 1k
Ly € Li; ULi,k+1(Lk+1,k+1) Liiy ;-

A maésik irdnyi ,,O” tartalmazds mar nyilvanvald, tehat a két nyelv azonos.

k k k k *rk
Li; = L3 ULk (Ligaps1) Ligr -

Az indukciés feltétel szerint a jobb oldalon 4ll6 nyelvek regularisak, igy ijl a reguldris
miiveletekre valé zartsag miatt regularis. Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik.
O

3.1.6. A 3-as tipusi nyelvek néhany tovabbi zartsagi tulajdonsaga

Tegyiik fel, hogy adott egy A = <A7 T,0,a9, F > véges, determinisztikus automata. Ez kiter-
jeszthetd tetszbleges T' D T &bécére. Bévitsiik ki az dllapothalmazt egy 1j d zsdkutca
allapottal, és definidljuk erre -t a kovetkezdképp:

d(a,t’) :==d minden ' € T" \ T-re és a € A-ra,
§(d,t’') := d minden ¢’ € T'-re.
A kezd§- és végallapotokat valtozatlanul hagyva az igy kapott A’ automatara nyilvin

L(A) = L(A).

3.36. tétel. Az L3 nyelvosztdly zart a komplementer, a metszet, a kiilonbség és a szim-
metrikus differencia miveletekre.

Bizonyitas.
Elég belatni az allitast a véges, determinisztikus automatak altal felismert nyelvek osz-
talyara.
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Komplementer:

A standard jeloléssel adott A véges, determinisztikus automatahoz konstrudlunk egy
olyan A automatat, amelyre L(A) = L(A). Legyen A = (A, T,8, a0, A\ F), és erre teljesiil
az allitas.

Metszet, kiilonbség, szimmetrikus differencia:

Legyenek A; = <Ai,T, 5i,a(()z),Fi>, véges, determinisztikus automatdk, ¢ = 1,2, ahol
feltettiik, hogy az input dbécéik azonosak (hiszen kiilonben kiterjesztheték mindketten az
unié dbécére). Legyen @ tetszbleges miivelet a N, \, A miiveletek koziil. Konstrudlni kell
egy Ap automatat, melyre fenndll, hogy

L(Ag) = L(A;) © L(As).

Legyen Ag = (Ay x A3, T, 01 X 0o, (aél),aé2)),F@> tn. direkt szorzat automata. Ag
mitkddése egyszerli, komponensenként parhuzamosan torténik, amit a §; x o jeloléssel fe-
jeziink ki. Formalisan: (01 x 62)((a1,a2),t) = (61(a1,t),d2(az,t)). Definidlni kell még a
végallapotok halmazat:

Fﬁ = F1 X FQ,
F\ = Fl X (A2 \F’Q)7
FA = (Fl X (AQ\FQ)) U ((Al \Fl) X Fg)



4. Algoritmikusan eldontheto6
problémak 3-as tipusu nyelveken

Egy adott probléma algoritmikusan eldénthetd, ha létezik olyan algoritmus, mely igen
valasszal all le, ha a problémanak van megoldésa, kiilonben pedig nem valaszt ad.

Eldontési problémak:
I) we L?, ahol u input sz6, és L € L3.

Tegyiik fel, hogy L egy véges, determinisztikus 4 automatdjaval van megadva. (Ez L
egy lehetséges véges lefrdsa.) A dontési eljdras:

1) ha u € T(A)*, akkor ,nem” a vélasz,
2) hawu € T(A)*, akkor az u szét az A automata inputjara tessziik, és elinditjuk .A-t. Ha

az A automata elfogadja az u szot, akkor a dontési eljards is igent valaszol, egyébként
nemet.

Itt az automatat elegendé ,, fekete doboz”-ként megadni, ugyanis a dontési eljaras nem
hasznélja explicit médon az automata belso szerkezetét, hanem azt mintegy orakulumként
mitkodteti.

Az aldbbi hdrom feltétel teljesiilését viszont elvarjuk az automatdnktdl:

1) ismert legyen az abécéje,
2) ismert legyen az allapotainak szdma (n(A), ez a késébbiekben lesz sziikséges),
3) legyen egy RESET kapcsold, amivel alapédllapotba tudjuk hozni.

Ezekkel a feltételekkel jonéhany tovabbi eldontési feladat megoldhaté feketedoboz au-
tomatakkal.

In) L #07?

Egy kézenfekvd (direkt) moédszer, hogy minden T'(A)*-ban szerepld széra megoldjuk az
I) eldontési problémét. Ha valamikor igen vélaszt kapunk, akkor igen vélasszal jelezziik,
hogy a nyelv nem iires. Természetesen ez az it nem jarhatd, mert T'(A)* nem véges, s az
algoritmus nem véalasz helyett végtelen ideig miikodne.

4.1. allitds. L #0 <= LNT(A)<" £,

49
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Bizonyitas. ,<=" irany trividlis. ,,=" irany bizonyitdsa a kis Bar-Hillel-lemmaval
torténik. Legyen u az L nyelv egy minimélis hosszisdgu szava. Azt kellene beldtni, hogy
l(u) < n(A).

Indirekt médon tegyiik fel, hogy I(u) > n(A). Mivel L € L3, ezért igaz a kis Bar-Hillel-
lemma, ahol konstansként vélaszthatjuk n(A)-t, hiszen barmely L-et felismerd automata
allapotszdma megfelel. Mivel [(u) > n(A), ezért létezik v # e beiterdlhatd részszava.
Tterdljuk ezt i = 0-szor és jelolje az {gy kapott L-beli szt u/. Vildgos, hogy v’ € L és
I(w) =l(u) —(v) <l(u), ami ellentmond az v valasztasanak.

0O

Ezzel belattuk, hogy II) visszavezethet6 az I)-es eldontési problémara tigy, hogy az Osszes
u € T(A)<™A) széra dontjiik el, hogy u € L teljesiil-e. Ha valamely u-ra I) igen valaszt ad,
I)-ben is igen vdlaszt adunk, egyébként nemet.

III) |L| = oc0?
Ha ez eldénthetd, akkor nyilvdn |L| < oo is eldénthetd.

4.2. allitas. |L| = oo <« LNT(A)"ASI<2(A) £,

Bizonyitas. Az el6z0 allitashoz hasonléan a kis Bar-Hillel-lemmaval torténhet, amit az
olvaséra bizunk.
O

Ezzel 111)-t visszavezettiik I)-re tigy, hogy az 6sszes u € T'(A), ahol n(A) < i(u) < 2n(A)
széra dontjik el, u € L teljesiil-e. Ha valamely u-ra igen vélaszt ad, III)-ban is igen valaszt
adunk, egyébként nemet.

IV) Ly C Ly?

Vildgos, hogy L1 C Ly <= L;\ Ly = (). Ezzel a feladatot visszavezethetjiik II)-re. (A
zartsagi tételt felhaszndlva Ly \ Lo € L3.)

Probléma: Az A;, As automatak kiilon-kiilon adottak, most pedig a kiilonbségautoma-
tara van sziikségiink. Nyilvan az el6z0 zartsagi tételt felhasznalva megkonstrudlhaté a direkt
szorzat automata: A\. Ennek végallapotai: Fy x (Aa \ F2) és n(A\) = n(Ai)n(Az).

Kérdés: hogyan lehetne A\ -t mint fekete dobozt elédllitani az A;, A fekete dobozokbdl?
Szimulaldssal. Az Aj, As-t egyszerre inditjuk el ugyanazzal az input széval, és ha mindkettd
leallt, megvizsgaljuk az eredményt. Ha A; igent adott, Ay pedig nemet, akkor igent adjon
vissza a szimuldlt kiilonbség automata, egyébként nemet.

V) Ly = Ly?
Ez is visszavezethetd II)-re, ugyanis Ly = Ly <= L1ALy; = 0. Az Ap automata az
el6z6 feladathoz hasonlé médon szimuldlhatd.



5. 2-es tipusu nyelvek

5.1. definicié. Legyen G = <T, N, P, S> tetszdleges kiterjesztett 2-es tipusd nyelvtan. A t
nemdires fat G feletti szintazisfanak nevezziik, ha megfelel a kovetkezd tulajdonsdgoknak:

1) Pontjai TU N U {e} elemeivel vannak cimkézve.
2) Bels6 pontjai N elemeivel vannak cimkézve.

3) Ha egy belsd pont cimkéje X, a kozvetlen leszdrmazottjainak cimkéi pedig balrdl jobbra
olvasva X1, Xo,..., X}, akkor X — X1 X5 ... X € P.

4) Az e-nal cimkézett pontoknak nincs testvére.

Szintaxisfakkal a levezetések szerkezetét abrazoljuk. Jelolje egy adott ¢ szintaxisfa leveleinek
balrél jobbra valé Gsszeolvasdsét front(t), a fa gyokerét pedig gy(t).

5.2. lemma. Hat G feletti szintazisfa, akkor gy(t)%front(t).

Bizonyitas. A fa magassdgéra vonatkozé indukciéval.

h = 0 magassag:
Ekkor a ¢ szintaxisfa csak egy pontbdl dllhat, mely esetben gy(t) = front(¢), a levezetés
pedig reflexiv relacié.

h + 1 magassag:

Tegyiik fel, hogy legfeljebb h magassagra igaz az allitdas. Léassuk be, hogy h + 1
magassagra is igaz.

Legyen h(t) = h + 1. Ekkor biztosan van legaldbb két szintje. Legyen a gyokér
X € N-nel, mig kozvetlen leszarmazottai balrdl jobbra X, ..., X,-nel cimkézve. Ha
t G feletti szintaxisfa volt, akkor az X7, ..., X, cimkéji pontok, mint gyokérpontok
altal meghatarozott ti,to,...,t, részfak is G feletti szintaxisfak, melyekre
h(t1),...,h(t,) < h. Alkalmazzuk az indukciés feltételt a ¢; részfakra, tehdt
Xi%»front(tq;), minden i = 1,...,n esetén.

o1
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Tovabba tudjuk a G feletti szintaxisfa definiciéjdbdl, hogy X — X;...X,, € P,
s igy megkonstrualhatjuk a kovetkezd levezetést:

*

) =X—X;...X,—front(t1)Xs ... Xp— . ..
gY(> ? 1 ?ron(ﬁ 2 7

e %front(tl) ... front(t,) = front(t).

O

Az elobbiekben a t G feletti szintaxisfdhoz konstrualt levezetés specidlis tulajdonsagu.
Ha ugyanis a levezetés folyamdn valamely pozicién (a mondatforma i. bet{ijén) helyettesités
torténik, akkor a kordbbi pozicidkat (1, ...,i—1) a levezetés mar nem érinti, azok valtozatlanul
maradnak.

5.3. definicié. Az elébb leirt tulajdonsdgu levezetéseket legbal levezetésnek hivjuk. Analdg
mdodon adhatjuk meg a legjobb levezetés fogalmadt is.

Jelolés: A legbal, illetve legjobb levezetésekre a tovabbiakban a

A", illetve A—>a jeloléseket fogjuk hasznélni.
G,Ib G lj

Vilagos, hogy termindlis szét eredményez6 legbal, illetve legjobb levezetés esetében a
helyettesités helye minden mondatformaban csak annak elsé (legbal), illetve utolsé (legjobb)
nyelvtani jelénél lehet.

A termindlis szavakat eredményezd legbal, illetve a legjobb levezetésekhez kapcsolddva
bevezetjik az elérheté6 mondatformak két specidlis esetét, a legbal, illetve legjobb mondat-
format.

5.4. definicié. Valamely L(G)-beli sz6 legbal (legjobb) levezetése sordan eléforduld mondat-
formdkat legbal (legjobb) mondatformdnak nevezziik.

Az el6bb definialt fogalmakra az elemzési mddszerek targyaldsdnal lesz sziikségiink.
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Kovetkezmény:
Minden G feletti ¢ szintaxisfa esetén gy(t)%;front(t). (Természetesen legjobb levezetés

)

is létezik.)

5.5. lemma. Legyen X € TU N U {e} tetszbleges. Ha X%a, akkor létezik G feletti t

szintazisfa, amelyre gy (t) = X, és front(t) = a.

Bizonyitas. Levezetés hossza szerinti indukciéval.
h = 0 hosszu levezetésre:

0
Ekkor tehat X (—G)mz, s ez definicié szerint azt jelenti, hogy X = «, és ekkor az X-szel

cimkézett egyetlen pontbdl 4ll6 fa megfelels.
h + 1 hosszui levezetésre:
Tegyiik fel, hogy a legfeljebb h hosszi levezetésekre igaz az allitas és bizonyitsuk

be (h 4 1)-re. Legyen X(F%l)a. Ekkor természetesen létezik legels6 1épés (h > 0).
Irjuk ki ezt a legelss 1épést:

(h)
X—X1Xs... Xp—a.
e 142 kGOé

Mivel a G nyelvtan 2-es tipusu, ezért a fliggetlenségi lemma alapjan « felbonthato
<h
az o = o ...qy alakra gy, hogy Xi(’??ahi =1,...,k Alkalmazva az indukcids

feltételt ezekhez léteznek ¢; szintaxisfdk, amikre gy(¢;) = X; és front(¢;) = «;. Tehat
megkonstrudlhaté a kovetkezé fa:

a) k = 0 esetén az X — ¢ szabdlyt alkalmaztuk, tehdt a keresett szintaxisfa az X
nyelvtani jellel cimkézett gyokérbdl és egy e-nal cimkézett levélbol all.

b) k > 1 esetén létrehozunk egy X jellel cimkézett cstcsot, és ehhez kapcsoljuk hozzd
balrél jobbra a ti,...,%; szintaxisfak gyokereit. Ezt megtehetjik, mert
X*)XlXQ...Xk EP.

Vildgos,hogy mindkét esetben gy(t) = X és front(t) = a.
O
Kovetkezmény:
X%a — Xcﬁ;a — X-a <= létezik G feletti ¢ szintaxisfa, amelyre

Gl
gy(t) = X és front(t) = a.

Ezt felhasznélva az L(G)-re vonatkozd széproblémét gy is el lehet dénteni, hogy megpré-
balunk megkonstrudlni egy olyan G feletti ¢ szintaxisfat, melyre gy(t) = S, és front(t) =
u. Ezt a folyamatot nevezziik elemzésnek, mig t-t az u szintaxisfdjanak. A szoprobléma
eldontésének a szintaxisfa konstrukciéjan alapulé médszere jol hasznalhaté a programnyelvek
elemzéséhez, ugyanis az eljaras igy az elemzendd szd szerkezetét is megadja.

A gyakorlati probléméak sordn a szavaknak jelentést tulajdonitunk, amit a levezetés szer-
kezete alapjan adunk meg. Ehhez kapcsolddéan fontos kérdés azt vizsgalni, hogy egy adott
szonak hany lényegesen kiilonbo6z6 szerkezetli levezetése, szintaxisfaja lehet. Ha ugyanis
tobb, egymastdl kiilonboz6 szintaxisfat lehet konstrudlni egy adott széhoz, akkor esetleg tobb
kiilonbo6z6 jelentést is tulajdonithatnank neki, ami példdul egy program esetén dltalaban nem
kivanatos.
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5.6. definicié. Egy adott G € Gyja nyelvtan egyértelmd, ha minden u € L(G) szénak
pontosan egy szintaxisfdja létezik.

5.7. definicié. Az L € Lo nyelv egyértelmd, ha van hozzd olyan G € Gyira nyelvtan, mely
egyértelm.

5.8. definicié. Az L € Ly nyelv lényegesen nem egyértelmd, ha az adott nyelvhez nem
létezik egyértelmi; nyelvtan.

1. példa: Nem egyértelmi nyelvtanra: Legyen a az azonositokat jelolo termindlis jel, és
(G1 pedig az aldbbi nyelvtan:

T :={a,+,*},
N :={<kif >},
Pi={<kif >—<kif >+ <kif >|<kif > <kif >| a}.

Nézziik meg az u = a + a x a sz6t. Ehhez két kiilonbozé szintaxisfa is adhato:

< kif > < kif >
AN AN
< kif > * < kif > <kif > + < kif >
SN b N
<kif> + <kif> a a <kif > * <kif>
a a a a

a + a * a két kiilonbozé szintaxisfaja Gi-ben

Tehat a nyelvtan nem egyértelmii. Ugyanakkor az dltala generalt nyelv mégis egyértelmii,
mert tudunk adni hozza egyértelmii nyelvtant. Legyen Gy nyelvtan szabalyrendszere a
kovetkezd:

< kif >—<tag >|< tag >+ < kif >
<tag>—>a|a*<tag>

Ugyanezen u = a + a * a sz0hoz mar csak egy szintaxisfa létezik:
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< kif >
I
< tag > + < kif >
| |
a < tag >
RN
a «  <tag>
|
a

a + a * a egyértelmii Go feletti szintaxisfaja

2. példa: Lényegesen nem egyértelmii nyelvre:
L:={a"b"c™ | n,m >0} U {a™b"c" | n,m > 0}.

Konnyti 2-es tipusu egyértelmi nyelvtant adni az unié mindkét tagjara kiilon-kiilon, de
magara az uniéra mar nem, mert az a”b"c" alaku szavak tobbségének minden L-hez készitett
nyelvtanban bizony{thatéan lesz két kiillonboz6 szintaxisfdja. (A bizonyitds terjedelmi okok
miatt meghaladja a konyviink kereteit.)

5.9. tétel. Nagy Bar-Hillel-lemma: Minden L € Lo esetén léteznek p,q > 0 nyelufiiggd
egész konstansok (p = p(L),q = q(L)), amelyekre ha uw € L, és l(u) > p, akkor u-nak létezik
u = xyzvw felbontdsa, ahol I(yv) > 0, I(yzv) < q és minden i > 0 egészre xy'zviw € L.
Kevésbé formdlisan a lényeget a kévetkezdképpen fejezhetjik ki: L minden elég hosszi
szavdban van két, egqymdshoz kézel lévd, nem trividlis, pdrhuzamosan beiterdlhatd részszo.

Bizonyitas.

Mivel L € Lo, ezért 1étezik hozzd G Chomsky-normélforméaji nyelvtan, melyre L(G) = L.

Legyen G = <T, N, P, S> ez a Chomsky-nyelvtan. (Szabédlyai A — BC, A — a,S — ¢
alaktak.) A konstansokat definidljuk a kovetkezé médon: p := 2INI=1 és ¢ := 2Nl Egzek a
konstansok fiiggnek a nyelvtol, de a nyelv szavaitél mar nem.

Legyen u € L olyan, hogy l(u) > p. Tudjuk, hogy u-hoz létezik olyan G feletti ¢
szintaxisfa, melyre gy(t) = S és front(t) = u. Tudjuk tovabbd, hogy t bindris fa, mert G
Chomsky-normalforméju. Ha elhagyjuk leveleit, a maradék fanak ugyanannyi levele lesz.
(Az A — a alaku szabdlyok miatt.) Jeloljiik ezt a maradék fat red(t)-vel.

Becsiiljiik meg ¢ magassagat front(¢) hossza segitségével:

h(t) =1+ h(red(t)) > 1 + log, I(front(red(t))) = 1+ log, I(front(¢)) = 1 + log, I(u).
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De log, I(u) > log, 2IV1=1 = |N| — 1. Ebb6l az kovetkezik, hogy h(t) > |N].

x w

S
Yy z v
A szintaxisfa egyik leghosszabb ttja

Ezért t-ben a leghosszabb titon legaldbb |N| + 2 darab pont van. Ebbdl egy termindlis
jellel, a maradék |N| 4+ 1 pont nyelvtani jellel van cimkézve. Tehdt biztosan van legaldbb
egy ismétlédo nyelvtani jel. Valasszuk ki a leghosszabb tton alulrdl az el6szor ismétlédo
nyelvtani jel part. Legyen ez az ismétlédd nyelvtani jel A és vegyiik azt a két részfat,
melyekben az A nyelvtani jel a gyokér (az abran a fels§ A-hoz tartozé fat t1-gyel, az alsé A-
hoz tartozé részfat to-vel jeloltiik). Ezek front(t)-t, tehdt u-t, 6t részre osztjdk szét, melyeket
rendre x,y, z, v, w-vel jelolttink. Ekkor:

a) S%wa, a t — t1 szintaxisfadbdl,
b) A%yAv, a t; — to szintaxisfabdl,
c) A%z, a to szintaxisfabdl.

Alkalmazzuk egyszer az a) levezetést, majd i-szer a b) levezetést, végiil ismét egyszer a
c) levezetést:

S%wa%xyiAviw%xyizviw.

Ez pedig valéban azt jelenti, hogy xy‘zviw € L(G).

Be kell még latnunk, hogy I(yv) > 0. Nézziik meg a b) levezetést. Ha I(yv) = 0 lenne,
az azt jelentené, hogy a G nyelvtanban A(—2)>A teljesiilne valamely k£ > 0-ra. Ez viszont a

Chomsky-tulajdonsignak ellentmond, azaz I(yv) > 0.
Bizonyitani kell még, hogy (yzv) < q. Vildgos, hogy a t faban leghosszabb 1t t1-re esé
szakasza t1-ben a leghosszabb, ezért t; szintszdmara a kovetkez6 becslést adhatjuk:

sz(t1) < [N|+1+1,

ahol sz(t1) a t; fa szintjeinek szdma, |N| pedig a kiilonboz6 nyelvtani jelek szdma. (Az els§
+1 az A ismétlése miatt, a masodik +1 pedig az it végén levé terminalis jel miatt szerepel
a fels6 becslésben. Tehat
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h(t1) <|N|+1.
Ebbdl kovetkezik, hogy
IN| > h(t1) — 1 = h(red(t1)) > log, l(front(red(t1))) = log, l(front(t)) = log, I(y2v).
Tehat 6sszegezve megkaptuk, hogy
q =21 > 1(y2v).
O

Mivel a nagy Bar-Hillel-lemma csak egy sziikséges feltételt ad a 2. tipusu nyelvekre, ezért
arra hasznalhatjuk, hogy kimutassuk vele, hogy valamely adott nyelv nem 2-es tipusu.

Példa:

Legyen T olyan dbécé, amelyre |T| > 2, és két kiilonbozs jele legyen t1,ts. Legyen
D az tgynevezett dadogés szavak nyelve, tehdt D = {uu | u € T(A)*}. (Ez a nyelv
a programozasi nyelvek deklardcié fogalmanak modellje, ahol az elsé u a deklardciét, a
mésodik u a haszndlatot jelenti.)

5.10. allitds. D & Lo.

Bizonyitas. Indirekt médon. Tegyiik fel, hogy D € Lo. Ekkor a nagy Bar-Hillel lemma
alapjan léteznek a p, ¢ nyelvfiiggd konstansok. Legyen M := max{p, q}. Vizsgdljuk az o =
tMMMM ¢ D sz6t. Nyilvan I(a) > p, tehét 1éteznie kell két, parhuzamosan beiterdlhaté,
egylitt nemiires részszénak, amire a kapott 1j szavak ismét benne vannak a nyelvben.
Végezziik el az i = O-ra az iteraciot, azaz hagyjuk el a megfelel6 részszavakat. Legyen
az iterdcié eredménye t7"'¢5"2t7"*t5"* € D. De ekkor valamely 1 < j < 4-re m; < M, mert
nemiires részsz6t hagytunk el. Tegyiik fel, hogy ¢;-bdl hagytunk el (a bizonyitds hasonlé
médon torténik to-re is). Ekkor viszont, ¢7"'t52t7"*t5"* € D miatt mq = ms < M. Ebb6l
kovetkezik, hogy az yzv részszé mindenképpen lefedi az elsé to-es blokkot, és belemetsz
mindkét ¢1-be, legaldbb egy-egy jellel. Emiatt I(yzv) > M + 2 lenne, ami ellentmond a nagy
Bar-Hillel-lemma alapjan fennall6 I(yzv) < ¢ < M becslésnek.
O

Kovetkezmény:

A programozési nyelvek szintaxisa nem irhaté le tisztdn 2-es tipusu nyelvtanok segitsé-
gével, hiszen a deklaracidknak az el6bb adott, dadogds szavakat tartalmazé legegyszeriibb
modellje sem irhaté mar le 2-es tipusd nyelvtannal.

5.1. Algoritmikusan eldonthet6 problémak 2-es tipusu
nyelvekre

5.11. tétel. Legyen L egy 2-es tipusi nyelv. Az aldbbi problémdk algoritmikusan eldént-
hetdk:

IHDuel,
1)L #0,
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1) |L| = .

Bizonyitas.
I) Beldttuk 1-es tipust nyelvekre, hogy £1 C LRek és L2 C L.

IT) Ez visszavezethetd a nagy Bar-Hillel-lemméval konnyen beldthaté (L # @ <=
LNT(L)SP # () Osszefiiggés alapjan az I) probléméra, ahol p a nagy Bar-Hillel-lemma
megfelel6 konstansa.

III) Ez is visszavezethetd az (|L| = oo <= L NT(L)P<ISPHa o£ () Ssszefiiggés alapjén az
I) probléméra, ahol a p, g konstansok a nagy Bar-Hillel-lemma konstansai. O

Kérdés: Miért nem oldhaté meg a 3. tipusndl latott médon az L1 C Lo, illetve az
L1 = Ly probléma Lo-n? Erre ad véalaszt a kovetkezd tétel.

5.12. tétel. Lo nem zdrt a komplementer, a metszet, a kiilonbség és a szimmetrikus
differencia miveletekre.

Bizonyitas.
Metszet:
Vizsgdaljuk meg a kdvetkezd nyelveket:

Ly = {a"b"c™ | n,m > 0},
Ly = {a™b"c" | n,m > 0}.

Konnyen latszik, hogy L1, Lo € Lo, de ugyanakkor
LiN Ly = {a"b"c" ’ n>0} & Ls.

Ezt a nagy Bar-Hillel-lemma segitségével lathatjuk be, hasonléan ahhoz, ahogy azt a
dadogos szavak esetében tettiik.

Komplementer:

Indirekt médon. Tegyiik fel, hogy Lo zart a komplementerre. A De Morgan-azonossag
alapjan L1 N Ly = Ly U Ly. Mivel L9 az uniéra zért, ezért a komplementerre valé zartsagbdl
kovetkezne a metszetre valé zartsdga, amirdl az imént kimutattuk, hogy nem teljesiil.

Kiilonbség, szimmetrikus differencia:
Indirekt médon. Ha kiilonbségre, illetve szimmetrikus differencidra zéart lenne,
akkor tetszéleges L mellett tartalmaznd T'(L)* \ L-et, illetve T'(L)*AL-et, de ezek
mindegyike L, s ezért zért lenne a komplementerre is.

5.2. A veremautomatak és 2-es tipusu nyelvek kapcso-
lata

A tovabbiakban 1-vermekkel fogunk foglalkozni, ezért a vermek szamét mutatd elétagot
elhagyva csak veremautomatakrél beszéliink. Legyen V = <A,T, 3,0, a9,00, F > veremau-
tomata. Emlékeztetiink a végallapottal, illetve tires veremmel elfogadott nyelv definiciéjara.
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AV veremautomata altal végallapottal elfogadott nyelv:

*

LF™(V) = {u € T* | [ao, u, 09] j [f,e,a] valamely f € F-re}.

AV veremautomata altal tires veremmel elfogadott nyelv:

*

LFV)={ueT* ‘ [ag, u, o0] j [b, e, €] valamely b € A-re}.

Ures veremmel torténé elfogadasnal az automata definicijaban a végéllapotok halmazat
nem szokték jelolni.

Jelolések: Egin a végallapottal elfogadott nyelvek osztélya. L3, az iires veremmel elfogadott
nyelvek osztalya.

5.13. lemma. Tetszbleges V veremautomatdhoz létezik olyan V wveremautomata, melyre
LE(V) =LF (V).

Bizonyitas.

V-nek szimuldlnia kell V-t, tovabbé el kell keriilnie, hogy elutasitandé szavakra id6 el6tt
tiriiljon ki a verem, valamint V végéllapotba keriilése esetén (és csak akkor) ki kell iiritenie
a vermet.

Legyen

V= <A7 Ta 27 67 ao, 00, F>7
standard jel6léssel adott veremautomata. Az 8t szimuldld, iires veremmel elfogadé V verem-
automata formdlisan a kévetkezo alaku:

V= <AU {a},d}, T, X U {0y}, 8, ap, of), >, ahol

ag 4j kezdbéllapot, o) 4j veremkezdd szimb6lum, mely V utolsé 1épéséig a verem aljan marad,
d az iiritdallapot, 8" megegyezik d-val, az aldbbi kiegészits tevékenységekkel:

— & (ag, e, 04) = (ag, 000}),

— minden f € F,o € ¥ U {o(} esetén (d,e) € §'(f,e,0), és minden o € X U {g(}-re
d'(d,e,0) = (d,e).

Ekkor nyilvan L¢(V) = LFn(V).
O

5.14. lemma. Tetszbleges V veremhez létezik olyan V veremautomata, melyre LFi“(f/) =
(V).

Bizonyitas.

Ez el6z6 lemma megforditdsa, hasonldan is bizonyitjuk. Konstrudlunk egy Y veremau-
tomatat, mely alapvetéen V-t szimuldlja. Fel kell venni egy 1j veremkezdé jelet, hogy V
elfogadé mitkddése esetén V verme ki ne iiriiljon, tovabbé kell még két dj allapot, az tj
kezd&allapot, illetve az 4j végallapot. Amikor V elfogad egy szét (eredetileg kitiriilt a verem),
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akkor V-nek az 1ij veremkezdd jel hatéséra végallapotba kell mennie. &' tehdt itt is mege-
gyezik d-val az aldbbi kiegész ‘6 tevékenységekkel:

8 (ag, &, 00) = (ag, 000}),

8'(b,e,00) = (ayeg; 0p), minden b € A esetén.

A végallapotok halmaza F' = {ay¢g}-

Az el6z6 két lemmat Osszefoglalva az alabbi tételt kapjuk.
5.15. tétel.  L£h™ = LS.

Mivel az 1j elfogadasi mdéd nem bovitette a felismert nyelvek korét, ezért a tovabbiakban
Lyt fogunk hasznalni mindkettdjiikre.

5.16. definicié. Legyen G € Gyjio tetszdleges nyelvtan. Legbal, kezddszelet-egyeztetéses
elemzésnek hivjuk azt az elemzési modszert, mely sordn eqy u € T™ sz egy S-bdl induld legbal
levezetését konstrudljuk meg a levezetés sordn kialakult mondatforma termindlis jelekbdl dllo
kezddszeletének az eredeti u sz0 kezddszeleteivel vald egyeztetésével. (Természetesen ez csak
azu € L(G) szavak esetén vezethet sikerre.)

Példa:
S—>SS| aSb ‘ bSa | ab ’ ba.

Legyen u = abba. Ekkor egy levezetés példaul S—SS— abS. Itt az ab szd megegyezik
u sz6 kezdbszeletével, tehat ez egy legbal, kezddszelet-egyeztetéses elemzés kezdete lehet. Ha
a tovdbbiakban nincs egyezés, més alternativat kell keresni. Vildgos, hogy u € L(G) <—
ha u-nak van legbal, kezdGszelet egyeztetéses elemzése G-ben.

5.17. tétel. LV = EQ.

Bizonyitas. ,2O7:

Ehhez elég beldtni, hogy tetszdleges G = <T , N, P, S> € Gyita esetén létezik olyan V
verem, melyre L*(V) = L(G).

Olyan V veremautomatdt készitiink, mely a veremben egy legbal, kezdGszelet-egyeztetéses
elemzést végez. Legyen V = <{a0},T,T U N, 9, ao,S>. Kétféle szabalytipus lesz. Az elsd
tipus e-mozgast végzd szabdalyok Osszessége, melyek a legbal levezetést végzik:

(ag,p) € 6(ap,e,B) < B—peP (pE(TUN)*).

(A verem teteje a legbal levezetés els6 nyelvtani jele, ezt helyettesitjiik a szabdly jobb
oldaldval.)
A masik szabélytipus a kezddszelet-egyeztetést végzi:
0(ag,t,t) = (ag,€), minden ¢ € T-re.

Tulajdonképpen ez az az Osszehasonlitds, mely a levezetett termindlis jelet Gsszveti az
input sz6 kovetkezd, még nem egyeztetett jelével.
Erre a V-re nyilvdn L*(V) = L(G).

Példéankban:
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[ag, abba, S| ﬁ [ag, abba, SS] j [ag, abba, abS] j [ag, bba, bS] j [ao, ba, S] j
— [ag, ba, ba] — [ag, a,a] —[ag, €, €]
v v %
C”:

Azt kell belatni, hogy tetsz8leges V = (A, T, %, 6, a9, 00) veremautomatahoz létezik olyan
G € Gyita, melyre L(G) = L5 (V).

Tudjuk, hogy V akkor és csak akkor fogadja el az u sz6t, ha [ag, u, o¢] j [b, e, €] valamely

”

b € A-ra. Ez azt jelenti, hogy mikézben V elolvasta az inputot, és dtment az ag dllapotbdl
a b allapotba, a veremben , feldolgozta” a o jelet.

*

5.18. definicié. Az [a,u, 0] j [b,e,e] alaki konfigurdcid dtmeneteket, o feldolgozdsdinak

nevezzik. Egy feldolgozds adatai:
u input, a vezérlés,
a kindulo dllapot,

b befejezd dllapot.

G nyelvtani jelei feldolgozasok lesznek. Egy nyelvtani jel harom informéciot tartalmaz:
honnan indult V, hové érkezett, és mit dolgozott fel. Az [a,u, o] j [b, e, ] feldolgozdsnak

tehdt az (a, o, b) nyelvtani jelet feleltetjiik meg tigy, hogy a kovetkezdket varjuk téle:

*

(a, 0, b)%u = la,u,0] j [b,€,¢].

Kiegésziil még a nyelvtani jelek halmaza az S kezdészimbdélummal.
N :={(a,0,b) | a,b e A0 € S} U{S}.

Milyenek legyenek a nyelvtan szabalyai?

1) S — (ag, 00,b) minden b € A esetén, az elfogaddshoz tartozé feldolgozdsok megkez-
dését szimulalja.

2) Egylépéses feldolgozds esetén u = t,t € T U {e}, tehdt ¢ hatdsdra o-t a verembdl
kivessziik, amit az alabbi szabaly szimuldl:

(a,0,b) — t € P <= d(a,t,0) 3 (b,e),t € TU{e}.
3) Nem egylépéses feldolgozds esetén a kovetkezd szabdlyokat vessziik fel:

(a,0,b) — t(co,01,¢1)(c1,09,¢2) ... (Ck—1, 0k, k) € P, ahol ¢, = b,
(co,01...0k) € d(a,t,o), és c1,...,cp—1 € A tetszblegesek, melyek o feldol-
gozasat visszavezetik a verembe helyezett o1, ..., 0 elemeinek feldolgozasara.

Bizonyitanunk kell, hogy ez tényleg j6 nyelvtan lesz, azaz L(G) = L°(V), ahol G =
(N,T,P,S) és P az elsbb definidlt szabélyokbol 4ll.
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5.19. allitas. Tetszdleges uw € T* esetén (a,a,b)%u akkor és csak akkor, ha

*

[a, u, o] j [b,,€].
Bizonyitas. Teljes indukciéval latjuk be.

="

A levezetés hossza szerint mutatjuk meg, hogy minden levezetés megfelel egy feldol-
gozéasnak.

Mivel u € T*, ezért a legrovidebb levezetés 1 hosszisagi. Ekkor az alkalmazott szabaly
2) tipust és u € T U {e},

(1)
(a,a,b)(—;)meTU{e} — (b,e) € 6(a,u,0) = [a,u,0] i [be,e].

Most tegyiik fel, hogy a legfeljebb h hosszi levezetésekre (h < 1) az 4llitds igaz, és
vizsgaljuk meg az (a,o,b) (%H)u € T™ levezetést u € T™ esetén. Nyilvanvald, hogy van egy

legelsd 1épés. Ez a 1épés csak a 3) pontban definidlt valamely szabdllyal lehetséges, tehat:

(1)
(a,o, b)?t(co,al,cl)...(ck,l,ak,ck), (%)

ahol ¢ = b, tovdbbé (cg, 0102 ...0%) € §(a,t,0).
Mivel G 2-es tipust nyelvtan, ezért az u szé a fiiggetlenségi lemma alapjan felbonthatd
u = tvivsy ... v alakra Ugy, hogy

<h <h

(co, al,cl)?vl, cee (e, o, ck)?vk.
Ezekre alkalmazzuk az indukcios feltételt, azaz
* *
[007 U1, Ul] j [cla g, 5]1 ceey [Ckfh Vi, Uk] j [cka g, 5]'

Most ,,rakjuk Gssze” ezeket a miikodéseket, igy azt kapjuk, hogy
3

[co,v1 ...V, 0109 ...0k] j [ck, €, €]

A (*) 1épésnek megfelel miikodéssel kiegészitve ezt kapjuk, hogy

(€] *

[a,tvy ... vk j [co,v1 ... Uk, 01 ...0] j [ck, €, €],

és mivel ¢, = b, az allitast belattuk.

.
»< .

*

Most feltessziik, hogy [a, u, o] j [b, e, €], és a feldolgozds hossza szerinti indukeiGval bi-

zonyitjuk, hogy az (a,o,b) nyelvtani jelbdl levezethetd az u € T* sz6.
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Egy jel feldolgozasra keriilt, ezért vildgos, hogy a feldolgozas legaldbb 1 hosszi. Vizs-
1)
galjuk tehdt a h = 1 legrovidebb feldolgozési hosszt. Ekkor tehét [a,u, o] j [b,e,¢], és u €
T U {e}, amibél nyilvan kovetkezik, hogy (b,) € §(a,0,b). Viszont a 2)-es szabalydefinicié
alapjén (a,o0,b) — u € P és igy levezethetd w.
h 4+ 1 hossz: Most tegyiik fel, hogy a legfeljebb h hosszu feldolgozasokra van levezetés, és
(h+1)
lassuk be (h+1)-re. Legyen a feldolgozés [a, u, o] j [b, €, €]. Mivel h legaldbb 1 volt, ezért
ez nem egy kozvetlen konfigurdciéatmenet, tehdt létezik egy legelsd 1épése. Ezek alapjan
tehdt az u sz6 felbonthaté u = tv alakban, ahol t € T U {e}, és v € T*. Ekkor a legelsé
lépést kiilon kiirva:
() <h
[a,tv, o] ﬁ [co,v,07 ...0k] j b, e, €. ()

A 01 ...0% jelek teljesen feldolgozasra keriilnek, igy létezik egy legelsé id6pont, amikor oq
eltiinik. Legyen az automata ebben az id6pontban a ¢; éllapotban. (Ekkor nyilvdn o9 van
a verem tetején.) Folytassuk ezt a jelolést, és legyen az automata c,_1 dllapotban abban az
idépontban, amikor mar csak oy van a verem tetején. Végiil vezessiik be a ¢ = b jelolést is.
Jelolje vy, ...,v, azokat a részszavakat, amiket a cg,cq,...,c, allapotok kozott olvastunk.
Ezen jelolések alapjan nyilvan igaz, hogy

<h <h
[CO; Ulvo-l] j [61,6,5], cee [Ck—lvvkvak] i [c/wgvg]'
Ezekre mar alkalmazhatjuk az indukcids feltételt, miszerint
Vi = 1, ey k: (Ci—ly T3, Ci)%ﬂji.

Viszont a legelsd konfigurdciéatmeneti 1épés (**) miatt igaz, hogy
(a,0,b) — t(co,01,¢1) ... (Ck—1,0k, k) E P.

Innen nyilvan mar kévetkezik az allitas, mivel u = tvivs . . . vg. O
Most térjiink vissza a tétel bizonyitdsdhoz. Az elébbi &llitds és az 1)-es szabalydefinicié
alapjan konnyen latszik, hogy

*

S%u < JbeA: S%(ao,ao,b)%u <= 3JbeA : [ag,u, o0 j [b,e,e] <= ueLf(V).
AV veremautomatahoz tehat tényleg tudunk adni olyan G € G0 nyelvtant, melyre L(G) =

LE(V).
O

5.3. Determinisztikus 1-vermek

Lattuk, hogy a determinisztikus O-vermek ugyanazt tudjak, mint a nemdeterminisztikus
0-vermek. Kérdés az, hogy mit mondhatunk 1-vermek esetén.
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Emlékezteto:
Az 1-verem determinisztikus, ha minden konfiguraciéjanak legfeljebb egy rakovetkezéje
van. Az édllapotfiiggvannyel ez a kévetkez6 képpen irhaté le:

a) Vae A,oc e £t € TU{e}:|d(a,t,0)] <1.
b) Vae Ao € ¥:|0(a,e,0)| #0 = Vt €T :|6(a,t,0)] =0.

A kovetkezOkben kimutatjuk, hogy a determinisztikus 1 vermek kevesebbet tudnak, mint a
nemdeterminisztikusak. Ehhez sziikségilink lesz néhény 1j fogalomra.

5.3.1. Veremautomatak normalformai
5.20. definicié. A V I-verem l-es normdalformaja, ha (b,y) € 6(a,t,0) esetén v €

(e} U{o} UD{o}.

Megjegyzés: Ez a normalforma tulajdonképpen a klasszikus verem megvaldsitdja, ugyanis
v = ¢ a pop mivelet,
v = o a top miivelet,
v E (E{a}) a push miivelet.

5.21. definicié. A V I-verem 2-es normalformaja, ha 1-es normdlformdju, és barmely
[a,u, ] termindld konfigurdcid esetén u = e. (Azaz ha az automata megdll, akkor biztosan
végigolvasta az inputot.)

5.22. definicié. A V I-verem 3-as normélformaji, ha 2-es normdlformdji, és minden
bemenetre megdll.

A fejezet tovabbi részében csak a végallapottal torténé elfogadéssal foglalkozunk. A V 1-
vermet a standard jel6léssel adjuk meg.

5.23. lemma. Tetszbleges V 1-veremautomatdhoz létezik 1-es normdlformdji V 1-verem-

automata, amire L(V) = L(V).
Bizonyitas. ¢’ konstrukcigjdval célunk, hogy a normélforma szempontjdbol rossz dtmene-
teket megfelelckkel szimuldljuk. Hogy néznek ki ezek a rossz atmenetek? Nyilvan igy:
(b,0k0k—1...01) € d(a,t,0).
Ennek szimulaciéja 1-es normalformaji mitkodésekkel, ahol cg,cq, . .., cx—1 Uj allapotok:
o' (a,t,0) = (co, ),
0'(co,€,0") = (c1,010") minden o’ € XU {o(} esetén,

8'(c1,8,01) = (c2,0201),
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8 (ck—1,6,06-1) = (b, 0x0k—1).

Egy 4j o{, veremkezd$ jelet is bevesziink a ¢’(a,t,0) = (co, €) hatdséra torténd veremkiiirtilés
elleni védekezésiil a §'(ay, €, o)) = (ag, 0p0y) dtmenettel, ahol af, 1j kezddallapot.
O

5.24. lemma. Tetsz6leges V 1-veremautomatdhoz létezik V 2-es normdlformdji 1-verem-

automata, melyre L(V) = L(V).

Bizonyitas.

Az el6z6 lemma értelmében feltehetd, hogy V mar 1-es normalforméban adott. Ekkor a
gond az, hogy egy [a, u, a] konfigurdcié gy is lehet termindld, hogy u # €. Azt szeretnénk,
hogy ebbdl a helyzetbdl Y tovébb tudjon 1épni. Ha o = ¢, tehat a verem kitiriilt, akkor ezen
1j kezdoallapottal és veremkezdd jellel a mar korabban is latott mdédon tudunk segiteni.
Feltehetd tehdt, hogy « # e. Ilyenkor a V azért nem tud miikodni, mert v = tv és a = oo/
elsd jeleire d(a,t,0) és d(a,e,0) mindegyike iires.

Megoldasként bevezetiink egy 1j d dllapotot, és minden ilyen a € At € T és 0 € ¥
esetén felvessziik a kovetkez6 atmeneteket:

¥ (a,t,0) = (d, o).
A d 4j allapot arra szolgdl, hogy segitségével végig tudjuk olvasni az inputot.

0'(d,t,0') :=(d,0’) minden t € T-re és ¢’ € Y-ra.

Természetesen d-t a végallapotok kozé nem vessziik be. R
Tehét kaptunk egy V 2-es normélform4ji veremautomatat V-bél, melyre L(V) = L(V).
O

Megjegyzés: Mindkét lemma esetében nyilvanvald, hogy ha a V veremautomata determi-
nisztikus volt, akkor V is az lesz.

5.25. lemma. Tetszdleges V determinisztikus 1-veremautomatdhoz létezik V 3-as normdl-

formdji determinisztikus 1-veremautomata, melyre L(V) = L(V).

Bizonyitas.
Az el6z6 lemma értelmében feltehetd, hogy a V 1-verem 2-es normalforméban adott. Ha
VY nem 3-as normalforméji, akkor 1étezik V-ben végtelen konfiguraciédtmenet-lanc. Célunk

az, hogy az ilyen lancokat felismerjik és V - megel6zve &ket - alljon meg. A végtelen

konfigurdciédtmenet-lancokra vezessiik be a [a, u, « j oo jelolést.

Tegyiik fel, hogy [a,u, o] j oo. Ekkor tudunk taldlni a mi{ikddés soréan olyan dllapotot,
ahol mar vagy elolvasta az input szét, vagy méar nem olvas tobbet. A nem olvasott inputot

elhagyva igy egy [b, ¢, 0] j oo alaki konfiguraciéatmenetet kapunk. Tegyiik fel, hogy ekkor

B :=o01...0,. Mivel V 2-es normalforméaju, ezért 1-es is, tehat oy sose keriil ki a verembol.
(Ugyanis pop tudnd kivenni a verembél, de akkor az automata iires veremmel ledllna.)
Legyen jo a legkisebb indexfi olyan ¢, mely a miikodés soran végig a veremben van,
azaz jo := min{j ’ o; mindig a veremben van}. Ekkor nyilvén létezik egy olyan idépillanat,
amikor ez a oj, lesz a verem tetején. Legyen ennek az iddépillanatnak a konfigurdcidja
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[c0,€,0)40jo+41 - - - 0k). Tudjuk, hogy o, sose keriil ki a verembél, tehdt a veremben takart
Ojo+1,- -+, 0k jeleket el is hagyhatjuk, igy egy

*
[co,€,05,] j 00, végtelen konfiguriciédtmenetet kapunk.

Ha V-ben az ilyen tipust végtelen konfigurdciéatmenetek lehetéségét a § atdefinidlasaval
ki tudjuk zarni, készen vagyunk. Legyen
0(a,e,0), ha [a,e,0]-bdl indulva nem végtelen a konfiguracidédtmenetldnc,

§'(a,e,0) = (d,o), ha [a, ¢, o] j 00, és kozben nem érint végéllapotot,

(f,0), ha [a, e, 0] ﬁ 00, és kdzben érint végallapotot.

Itt d, f 4j dllapotok, és F' := FU{f}. Ekkor d ismét csak az input sz6 végigolvasdsat végzi
el.
0'(d,t,0") := (d,0’) minden o’ € X-ra.

Egyetlen probléma még az f végdllapotndl maradt, ugyanis lehet, hogy itt még nem
olvastuk végig az input szét. Ezért ha van még jel az inputon, azt a szot se fogadhatjuk el,
azaz

0'(f,t,0’) == (d,0’) minden o € X,t € T-re.

Az igy definialt V veremautomara tényleg L(V) = L(V), és ez a V is determinisztikus
lesz.
O

Bar a 3. normalforma létezését bizonyitottuk, de az egy tovabbi kérdés, hogy a kapott
konstrukcié algoritmikus-e, azaz megallapithaté-e algoritmikusan, hogy valamely a € A

és 0 € X* mellett [a,e,0] joo vagy sem. Ha az [a,¢, 0] konfigurdciébdl inditott deter-

minisztikus miik6dés sordn taldlunk két olyan [c1, €, o] j [ca, &, as] konfigurdcit, melyre
c1 = cg és
1) a3 = as vagy

2) ag és ag ugyanazzal a & jellel kezdddik és az dtmenet sordn oy végig a veremben
marad,

akkor az automata ettdl kezdve az ezen két konfiguracié kozotti mitkodést ismétli periddi-
kusan, tehédt az dtmenet biztosan végtelen. (A mdsodik esetben az oy = 63, as = 6750 és

a ¢y = ¢y = c jelolést alkalmazva a [c, ¢, 5] j [c,e,0v6] miikddés ismétlédik, egyre ujabb
d+-val hizlalva a vermet.)
Igaz-e, hogy az [a, €, 0] j oo atmenet az elobb emlitett két tipusi periddikussig valame-

*
lyike miatt végtelen? Ha [a, e, 0] j oo soran a verem mérete korldtos marad, akkor csak

véges szamu konfiguracié fordulhat el6 benne, tehdt valamelyik ismétlédni fog. Az ilyen
esetben az dtmenet az elsd tipus szerint periédikus.
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Ha [a,e, 0] j oo soran a verem mérete nem korlatos, akkor minden ¢ > 1-re léteznek
olyan [¢;, €, a;] kozbiils6 konfigurédcidk, melyektél kezdve a verem mérete mér mindig legaldbb
i hosszisdgi. Az els6 normélforma miatt ez csak gy lehetséges, hogy a [¢;, €, a;]-t kovetd
konfigurdcidk sordn «; mér mindig a veremben marad (hiszen példdul «; els6 elemét onnan
torolni csak a pop miivelettel lehetne az els6 normalforma tulajdonsiga miatt, de akkor a
pop utdn a verem mérete i — 1 lenne, ellentétben ¢; és «; védlasztdsdval). Ennek alapjin
léteznek o1, 09, ... jelek, hogy a; = ;0,1 ...01. De ekkor a (¢;, 0;) parok kézott biztosan
van ismétlédé, példaul az i1 < iy indexparhoz tartozd. De akkor [c;,, €, o] 68 [ciy, €, iy
pontosan megfelel a masodik tipusu periédikussagot eredményezo feltételnek.

Hény lépésen beliil talaljuk meg egy végtelen lancban a periédikussdgot bizonyité kon-
figurdcié-part? A [¢;, €, a;] konfigurdcié elétt, ha kozottik nem volt ismétlédds, legfeljebb
|A| - | 25| konfiguracié lehet. (Ha volt ismétlédés, mar az 1. tipust periédikussgot felis-
mertiik.) A kiilonb6z6 allapot és veremtet6 parok szdma |A||X], tehdt 7o = |A||X]+ 1 mellett
mar biztosan megtaldlunk egy 2. tipusu periédikussdgot garantald part. Ez el6tt tehat legfel-
jebb |A] - |4+ konfigurdci6 lehet, azaz legfeljebb ennyi 1épésen beliil megallapithatd,
hogy az [a,e,0]-bdl indulé miikodés véges-e vagy végtelen. Ha végtelen a lanc, akkor a
végallapot detektdldsa a periddus végéig terjed6é miikodés vizsgalataval, tehdt szintén véges
id6n beliil torténhet meg.

5.26. definicié. A V veremautomatdt inputtermindtoros veremautomatdnak nevezzik, ha
az inputja végén van egy vége jel (EOF), amit # jelol, és § erre a # jelre is definidlva van.
Ekkor

*

LF™(V) = {u € T* | [ao, u#, 00 j [f, e, a] valamely f € F-re}.
Jellése: Liry = {LF™(V) |V inputtermindtoros 1-verem }.
Megjegyzés: ha V determinisztikus, akkor jelolésben Lpri1,-et hasznalunk.

Konnyen belathatd, hogy Lii1,=L1y.

Tegyiik fel, hogy V egy inputtermindtoros veremautomata. A V 8t szimuldlé (nem input-
termindtoros) veremautomata a # olvasdsa helyett e-mozgdst végezzen, tehdt ha (b, ) €
8(a,#,0), akkor (b,a) € &'(a,e,0). V mér nem feltétleniil lesz determinisztikus még akkor
sem, ha a ) az volt.

Egy V végallapottal elfogadé veremautomatébél szintén konnyen készithetiink V input-
termindtoros veremautomatat a &' (f,#,0) := (f?), o) 1j dtmenetek segitségével (minden
f € F és 0 € ¥-ra), ahol f(?) iij végallapot. Determinisztikus V esetén Vis az lesz.

Azt is kimutattuk tehat, hogy Lp1y C Lprtiy- Osszefoglalva:

Lp1v € Loty € Ligy = L1y = Lo.
Célunk az, hogy kimutassuk, Lpii1y, zart a komplementer képzésre. Ugyanis amiatt, hogy

Lo nem zart a komplementer képzésre, kovetkezményként megkapnank az L£p1,C Ly valodi
tartalmazast.

5.27. lemma. Lppqy 2drt a komplementer miveletre.
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Bizonyitas. Legyen L € Lpyi1, tetszbleges nyelv. Be kell latni, hogy ekkor L € Lpi1y-
Legyen V = (A, T, %, 6, a9, 00, F, #) az L nyelvet elfogadé inputtermindtoros determiniszti-
kus 1-verem, melyre L(V) = L.

A korébbi lemmak alapjan feltehetd, hogy V' 3-as normalformaban adott, azaz tetszéleges
u# inputot végigolvas és megdll. Ez édltaldban tigy torténik, hogy a # olvasdsa utan még
kovetkezik néhany e-1épés.

Egy tetszOleges u & L(V) sz6 feldolgozasa sordn V a # elolvasdsit kovetd e-lépések sordn
nem érint végallapotot (legyen ez a ’ tulajdonsédg), mig u € L(V) esetén a # elolvasdsa utdn
az e-lépésekben érint végallapotot (legyen ez a ” tulajdonsig).

Most prébaljuk megkonstrudlni a V determinisztikus, inputterminatoros 1-vermet. Ez
lényegét tekintve V-vel azonos, eltérés csak a # jel elolvasdsa utan van.

Legyen V = <AU AuA’u {avég},T,E,é',ao,Uo,{avég},#>, ahol A" = {V/ | be A} és
A" ={V" | b € A}. Ekkor # elolvasdsara ¢’ definicidja:

, _ [ (W,q), had(a,#0)=(ba) ésbgF,
0'(a, #,0) = { (b",a), had(a,#,0)=(ba),ésbeF -

Valamint W 0) ( )= (b.a)
iy _JW,a), had(a,e,0)=(ba)ésbgF,
¥(d'e,0) '_{(b”,a), ha é(a,e,0) = (b,a) ésbe F °

Tehat ha megérkeziink V-ben az elsé végallapotba, akkor V ”-8s allapotba megy &t, amit
meg is tart:

d'(a",e,0) = (b, a), ha d(a,e,0) = (b, a).

Ha V ’-s éllapotban &ll meg, akkor nyilvan u ¢ L(V), és ha egy 7-s éllapotban, akkor
u € L(V). De a megéllds sordn kialakult eredeti (vesszOtlen) dllapotra az eredeti 0 a megéllds
miatt nincs definidlva, tehét §’-t definidlhatjuk igy:

8'(d’,e,0) := (ayeg,0), ha d(a,e,0) = 0.

Az igy megadott V 1-veremre nyilvan L(V) = L(V) = L. O

Foglalkozhatndnk még a 2-vermekkel, illetve az ezeknél nagyobb veremszamu automa-
takkal. Ezek mar minden Ly-beli nyelvet el tudnak fogadni, azaz az 1-vermekhez képest mar
két osztalynyi az ugrdas. Tovabba igaz, hogy az 1-vermekkel ellentétben a determinisztikus
2-vermek ugyanazt a nyelvosztilyt adjak, mint a nemdeterminisztikus 2-vermek.
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A most kovetkez6 fejezetben a forditoprogramok készitsének elméleti hétteréiil szolgdld e-
lemzési médszerekkel foglalkozunk. Nem célunk, hogy teljes részletességgel mutassuk be az
egyes algoritmusokat, hiszen ez mar tulmutatna egy bevezet6é automatdk és formalis nyelvek
kurzus keretein.

6.1. Az elemzési médszerek célja

A forditéprogramok az inputként kapott karaktersorozatot az adott programozdsi nyelv
szabalyai alapjan szintaktikusan ellendrzik és a helyesnek bizonyulé programokbdl elkészitik
a targykddot. A forditas altaldban tobb lépésben torténik, melyre mar volt néhdny utalds
az el6z0 fejezetekben. Az elsé 1épés, a lexikdlis elemzés soran a fordité felismeri a prog-
ramnyelv lexikélis egységeit (azonositdk, alapszavak, ...) és azokat tdbldzatban rogzitve a
fels6bb szintek szamédra érthetd kédjukkal helyettesiti. A lexikdlis analizis egy 3-as tipust
(reguldris) nyelv szavainak felismerésén alapszik, mely a nyelvet felismerd véges determinisz-
tikus automata programnyelvi eszkozokkel tortén6 szimulacidjaval viszonyleg konnyen meg-
valésithaté (ezzel a tovdbbiakban nem foglalkozunk). A szintaktikus elemz6 a lexikdlisan e-
lemzett, atkédolt szimbolumsorozatot szerkezetileg ellenorzi a nyelvet leird 2-es tipusi nyelv-
tan felhasznalasaval. Ennek az elemzési fazisnak egy szintaxisfa a kimenete. A szintaktikus
analizis utols6 1épésében a fordité szemantikusan ellenérzi a felépitett szintaxisfat, majd a
kédgeneralas fazisaban a fa alapjan elkésziti a targykddot. Ez utdbbi két 1épést sem tessziik
vizsgédlat targyava konyviink keretein beliil.

Nézziik tehat, mi a sziikebb értelemben vett szintaktikus elemzdk feladata. Legyen adva
egy G = <T, N, P, S> € Gyita masodik tipusi nyelvtan és egy u € T* sz6. Az elemzési
algoritmusok feladata azt eldonteni, hogy u sz6 eleme-e L(G)-nek és ha igen, akkor felépiteni
u egy G feletti szintaxisfajat.

6.2. A szintaxiselemzési médszerek osztalyozasai

Az elemzés sordn tehat az adott G = <T, N,P,S > 2-es tipusud nyelvtan és u € T sz6 esetén
meg kell kisérlelni felépiteni u egy szintaxisfajat. Ha ez sikeriilt, az elemzés sikeres volt,
egyébként pedig a sz6 szintaktikusan hibas.
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Az elemzési moddszereket els6sorban annak alapjan osztdlyozzuk, hogy a szintaxisfat
honnan kezdve prébaljuk meg felépiteni. Amikor a nyelv féfogalméabél elindulva, vagyis
a gyokértél kezdve épitkeziink, akkor felilrdl lefelé (top-down) elemzésrél beszéliink, mig
ha magdbdl az u-bdl, vagyis a készitendo fa leveleinek irdnydabdl indulva épitkeziink, akkor
alulrél-felfelé (bottom-up) elemzével van dolgunk. Bér mindkét mdédszer &ltaldnosan hasz-
nalhaté, de valamely konkrét nyelvtan esetében el6fordulhat, hogy a kettd koziil valamelyik
sokkal hatékonyabb, mint a mésik (példdul a késGbbiekben definidlt LL(k) nyelvtanokat
feltlrdl lefelé elemzbvel célszerli elemezni). Természetesen eléfordulhat a két médszer kom-
binacidja is, példaul magat a nyelvet az egyik moddszerrel, mig annak egy szintaktikus
egységét a masik mddszerrel elemezziik (pl. ilyennek tekinthetd a lexikalis elemz6 is egy
feliilrél-lefele elven alapuld szintaktikus elemz8ben).

Az elemzOk mésik szempont szerinti osztalyozdsa az input karaktersorozat elemeihez valé
hozzéférés lehet6ségein alapul. Direkt médon elérheték-e példaul az input szé karakterei,
vagy csak valamelyik irdnybdl szekvencialisan olvashatjuk végig 6ket. Ha csak a valamilyen
irdnya végigolvasds megengedett, akkor hanyszor tehetjik ezt meg.

Mivel a legfontosabb alkalmazdas, a forditoprogramok esetében az elemzend6 program
szovege szekvencialis input file-ban érheté el, s a nagy méret alapjan nem gazdasdgos a
tObbszori végigolvasds, ezért mi csak olyan elemzési mddszerekkel foglalkozunk, ahol az
input sz6t csak balrdl jobbra, egyszer lehet olvasni. Ezeket az elemzOket balrél-jobbra (left
to right) elemzdknek nevezziik.

Osztéalyozhatjuk az elemz6 algoritmusokat aszerint is, hogy determinisztikus, illetve nem-
determinisztikus algoritmusok-e. A nemdeterminisztikus algoritmusoknak a szamitastudo-
manyban elméleti jelentéségiik van, mert segitségiikkel tomoren, elegdnsan oldhaték meg
bizonyos keresési feladatok, mint amilyen példdul a szintaktikus elemzés feladata is. A
gyakorlatban elemzésre természetesen csak determinisztikus algoritmusokat lehet hasznalni.
Programtranszforméaciok segitségével minden nemdeterminisztikus algoritmusbdl eléallitha-
t6 vele ekvivalens determinisztikus algoritmus, példaul gy, hogy a nemdeterminisztikus
algoritmus Ossszes lehetséges miikodéseinek fajat, az ugynevezet lefutasi fat, valamilyen
bejdrasi algoritmussal bejarjuk. Az gy kapott determinisztikus algoritmusok altaldban nem
hatékonyak, ezért a forditéprogramok specalisan kifejlesztett determinisztikus elemzdket
haszndlnak, melyek csak bizonyos tulajdonsdgi nyelvtanokra alkalmazhaték (példaul a ké-
s6bbiekben definidlt LL(k), LR(k)) nyelvtanok), de ezekre igen gyorsan miikodnek.

6.3. Felilrol-lefelé elemzések

Mint mér utaltunk ré, ezek a mddszerek a szintaxisfét a gyokérétdl (az S kezddszimbdlumtol)
kezdve épitik fel.

El8szor nézziik egy példat. Legyen T'= {(,)}, N = {S},u = ()(), és legyen
G, = <T, N, P, S>, ahol
P={S— SS|(9) |0}

Ekkor a szintaxisfa felépitése S kezd@szimbolumbdl az S—SS— ()S— ()() legbal
levezetést kovetve az aldbbi:
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1. 1épés —

2. lépés — S/S\
SN SN

az u = ()() sz szintaxisfija

S« 3. lépés

Az &ltaldnos, nemdeterminisztikus Top-Down elemz6 algoritmusa igen egyszeril és ele-
gans, amint azt az aldbbi struktogram mutatja. Itt a ¢ valtozé szintaxisfat jelent, s fel-
hasznéljuk a kov(t) fiiggvényt, mely valamely t szintaxisfadbdl egy szabély alkalmazdséval
szarmaztathato 1j szintaxisfak halmazat adja eredményiil.

t:=29
kév(t) # 0
t:€ kov(t)
front(t) = u

Exit(igen,t) ‘ Exit(nem)

Ez a nemdeterminisztikus algoritmus abban az értelemben oldja meg az elemzés feladatat,
hogy ha a szd valéban eleme a nyelvtan dltal generalt nyelvnek, akkor van olyan miikodése,
melynek soran ez kidertil, s ilyenkor felépiil a megfelel szintaxisfa is.

A determinisztikussa alakitas érdekében a lefutdsi fat bejarjuk valamilyen stratégidval
keresve egy olyan miikddést, mely u felismeréséhez tartozik. A fa csicspontjaiban most
- az algoritmus &allapotait jellemz6 adatként - a miikodés soran eléallitott szintaxisfa all.
Ahhoz, hogy a lefutdsi fa alakja - s {gy a bejdrdsi sorrend - egyértelmil legyen, a kov(t)
halmaszt, a ¢ szintaxisfa lehetséges tovabbépitéseinek halmazat, rendezziik gy, hogy el6bb
legyenek a sz6 elejéhez kozelebb es6 pozicién végzett helyettesitések, mig ugyanazon pozicién
az alternativaknak a nyelvtan megadasdnal rogzitett sorrendje hatarozza meg a levezetések
sorrendjét. Nézziik meg, milyen lesz a lefutési fa el6bbi nyelvtanunk esetében:

S/S\s (/Z\) (/S\)

a lefutasi fa els6é két szintje
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A lefutési faban egy levél kapjon ,,+” cimkét, ha a pontban az adott u szd szintaxisfaja
van, ellenkez6 esetben pedig kapjon ,,-” cimkét. A determinisztikus algoritmusunk a lefutési
faban keres ,,+” cimkéjii levelet, a (lefutdsi) fa pontjainak valamilyen szisztematikus sorrend
szerinti bejardsdval (amire dltaldnosan ismert sémdk vannak). Ha a bejards sordn valamikor
»+7 cimkéjii pontot érintiink, igen vélaszt adva megallunk. Ha a fa ,elfogy”, illetve vala-
honnan megéllapithat6, hogy a tovabbi keresés felesleges, akkor nem valasszal allunk meg.
Egyébként a bejaras végtelen ideig folytatodhat tovabb.

Fontos kérdés, hogy milyen bejarast alkalmazzunk. Tekintsiik el6szor a szintfolytonos
(szélességi) bejarast. Mivel a lefutdsi fdban minden pontnak csak véges szdmu ledgazdsa
van (k6v(t) mindig véges), ezért minden szintje véges. Emiatt - ha egydtaldn vannak - a
»+7 cimkéji leveleket a szintfolytonos bejéras biztosan megtaldlja. Ha nincs ,,+”7 cimkéji
levél, akkor végtelen fak esetén a bejaras egyéb kritériumok hijan soha nem &ll le, mig véges
lefutasi fa esetén az Gsszes pont megtekintése utdn nem valasszal megall.

Meg kell vizsgalni, hogy mennyi lehet egy ,,+” cimkéjii cstiics megtaldlasanak miiveletigé-
nye a legrosszabb esetben. Ezt [(u) fliggvényében fogjuk megbecsiilni. Legyen nyelvtanunk
kell6en nemdeterminisztikus, azaz minden nyelvtani jelre legyen legalabb két alkalmazhaté
szabdly, tovabba legyen K az Osszes szabaly jobboldalat tekintve a leghosszabb helyettesités
hossza. Ekkor u levezetéséhez biztosan kell legaldbb I(u)/K levezetési 1épés (hogy elérjiik az
u hosszat), ezért egy ,,+” cimkejii pontnak a lefutdsi fdban 16vé magassdga ennél rovidebb
nem lehet. Ekkor viszont a bejart pontok szdma legalabb 2!(")/K mert a lefutdsi fa le-
galdbb binaris. A szintfolytonos bejarasi stratégidnal tehat még a pozitiv valasznak is lehet
exponencidlis idébonyolultsaga, ezért ebben az dltalanossagaban a kapott determinisztikus
algoritmus gyakorlatban nem hasznélhaté.

Most nézziik meg, hogy a preorder, masképpen mélységi bejards esetén (ami tulajdon-
képpen a visszalépéses keresés algoritmusa), mit mondhatunk. Ez az algoritmus még a 1étezé
»+7 cimkéjli leveleket sem mindig taldlja meg, mert el6tte rafuthat egy végtelen dgra (az
elébbi példdnk is ilyen). Valamely ,,+” cimke megtaldldsa csak akkor garantdlt, ha a fanak
a preorder bejards szerint a csticsot megel6z6 része véges. (Ezt példdul eldsegithetjik azzal,
hogy a balrekurziv szabdlyokat az alternativdk sordnak végére helyezziik.) A lefutdsi id6 az
igen valasz esetén itt akar lehet polinomidlis is, ha példaul a legelsé dgon van a megfelel6
»+7 cimkéjil levél, de a nem vélaszhoz (egyéb kritérium hijan) az egész fat végig kell nézni.

Vizsgéaljuk meg, milyen maddszerekkel lehetne az elobb emlitett algoritmusok futési idejét
csokkenteni.

— Csokkenthetjiik a lefutdsi fa szélességét azzal, hogy a levezetésekre kikotiink bizonyos
feltételeket (példaul csak legbal levezetésekkel foglalkozunk, korldtozzuk az alkalmaz-
haté szabdlyokat).

— Vagasi kritériumokat hatarozunk meg, melyek alapjan egy pontrdl eldonthet6, hogy
az alatta 16v8 részfdban mér nincs ,,+” cstics. (Ilyen vdgasi kritérium lehet példaul
a kezddszeletek kiilonbozOsége, hosszisdgot nem csokkentd nyelvtan esetében I(u)
hosszénak meghaladésa)

Igazan hatékony top-down elemzok igy is csak bizonyos feltételeknek megfelelé nyelv-
tanok esetén készithetéek, mint amilyenek példdul az LL(k) nyelvtanok.
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Vizsgaljuk most azt a nemdeterminisztikus feliilr6l-lefelé elemz6t, mely csak legbal leve-
zetéseket enged meg, kezddszelet egyeztetés mellett (legbal, kezddszelet egyezetetéses feliil-
rél-lefelé elemz6). Ilyenkor csak front(t) legelsd nyelvtani jelére engediink meg helyettesitést,
és azokat az agakat mar nem vizsgédljuk, ahol az eredmény termindlisokbdl all6 maximaélis
prefixe nem prefixe u-nak. A kezddszelet egyezOsége mellett persze még mindig lehet tobb
alkalmazhaté szabdly, algoritmusunk tehat tovabbra is nemdeterminisztikus. Az lenne jo,
ha tudnank taldlni olyan algoritmikusan is jol kezelhet6 kritériumot, mely méar csak legfel-
jebb egy ag tovabbépitését engedi meg, hiszen ekkor algoritmusunk onmagédban is determin-
isztikus lenne, nem volna sziikség az id6t rablé bejarasra. Altaldban nem adhaté az elébb
emlitett célt eléré kritérium, de vannak olyan nyelvtanok, melyek esetében igen, példaul az
LL(k) nyelvtanoknal.

Egy nyelvtan LL(k) nyelvtan, ha legbal, kezddszelet egyezetetéses feliilrél-lefelé elemzést
végezeve az u még nem egyezetetett részének elsé k jele alapjan egy hijan minden alternativa
kizdrhat6. (Az els6 L az input balrdl jobbra olvasdsira, a masodik L a legbal levezetésre
utal, mig a k jelentése vildgos.) Formadlisan ez a kovetkez6képp fogalmazhaté meg:

6.1. definicié. A G 2-es tipusi nyelvtan LL(k) nyelvtan, ha tetszdleges

* ,
S—vAa; —vy 00 —vw, €s
a,lb G,lb G

S—vAas — VY20 —~vwe
a,lb a,lb G

levezetések esetén abbdl, hogy pre(ws, k)=pre(ws, k) kovetkezik, hogy v1 = 7.
(pre(a, k) az o sz20 elsé k betdjét jeloli, ha volt legaldbb k betije, egyébként pedig cv.)

Vildgos, hogy minden kvézi-Greibach formédban adott nyelvtan, melyben az azonos bal-
oldalhoz tartozé alternativik kiilonbozd jellel kezdddnek, LL(1) nyelvtan. Az ilyen nyelv-
tanokat egyszerti LL(1) nyelvtanoknak nevezziik.

Hasonléan LL(1) (bar nem egyszerii) az aldbbi szabdlyokat tartalmazé nyelvtan:

S— aBBB¢|bC,
B— bB|aC,

C—SS|c. A C-re vonatkozé bizonytalansdgot ugyanis feloldja, hogy az SS elsé jelébol
csak a-val, illetve b-vel kezd6do szavak vezethetok le.
Az alébbi(szabdlyaival megadott) nyelvtan esetében 2 jelre el6re nézve tehetiink kiilonb-
séget a B-re vonatkozd két alternativa kozott:

S— aBB¢|bC,
B—CB|aC,

C— abS|c, tehdt a nyelvtan LL(2).

Egy LL(k) nyelvtan esetében elkészitheték azok a tdbldzatok, melyek az elemzés pil-
lanatnyi allapota, a legbal nyelvtani jel és az elére olvasott k jel alapjan egyértelmiien
meghatdrozzak a haszndlhaté alternativat. Mindezek kovetkeztében LL(k) nyelvtanok egy-
értelmii nyelvtanok, s igy az altaluk meghatarozott nyelvek is azok.
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6.2. allitas. LL(k) nyelvtan esetében a legbal, kezddszelet egyezetetéses feliilrél-lefelé elem-
26 valamely u € L sz0 levezetése sordn legfeljebb a nyelvtani jelek szdamdndl eggyel kevesebb
lépést tehet gy, hogy ne hozzon be Ujabb termindlis jelet a mondatforma elejére.

Bizonyitas. Vilagos, hogy minden legbal levezetési 1épés soran egyértelmii, mely szabalyt
lehet egyatalan alkalmazni. Tegytik fel, hogy lenne u levezetése soran olyan szituacié, amikor
a nyelvtani jelek szamaval egyezo 1épést elvégezve az egyeztetett rész hossza nem néne meg.
Ekkor ezen 1épések sordn - a skatulya elv miatt - volna két olyan mondatforma, amelyben
az egyezetetett rész és a legbal nyelvtani jel egyezik, tovabba az input még nem egyeztetett
részének els6 k jele is ugyanaz. De ekkor az LL(k) tulajdonsdg miatt mindkét helyzetben
csak ugyanazzal a szabdllyal lehetne folytatni a levezetést, s ettol kezdve a levezetés tovabbi
része periddikusan ismétlédo levezetés-szekvencidkbdl allna, s emiatt nem juthatnénk el wu-
hoz. m]

Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy tetszoleges u € L sz6 legbal levezetéséhez legfeljebb
a nyelvtani jelek szamaszor a sz6 hossza levezetési 1épés kell. Emiatt ha ennyi 1épésen beliil
nem vezettiik le u-t, akkor az mar nem is lesz levezetheto, tehat negativ valaszt lehet adni.

Az el6bbieket 6sszefoglalva elmondhatjuk, hogy a legbal, kezdészelet egyeztetéses elemzé
LL(k) nyelvtanok esetében linedris idejli elemzést tesz lehetové.

A gyakorlatban az LL(1) nyelvtanokat hasznéljdk, melyek esetében kénnyen eléallithatok
azok a tébldzatok, melyek valamely nyelvtani jel (mint legbal nyelvtani jel) és egy el6re
olvasott jel esetén megadjak az alkalmazhatd alternativat. Ennek vizsgédlata azonban mar
meghaladja konyviink kereteit.

6.5. Alulrdl-folfelé modszerek

Az alulrél-felfelé elemzés soran a szintaxisfa rekonstrukcigjat magabdl az elemzendd szébol
kiindulva kezdjiik meg. Az altaldnos, nemdeterminisztikus bottom-up elemzé algoritmus itt
is nagyon egyszerli, mint azt az aldbbi struktogram is mutatja. Ebben s G feletti szintaxisfdk
egy sorozatat jeloli (ilyen sorozatokra az erdd elnevezést haszndljuk a tovdbbiakban). Egy
s erd6 esetén gyokér(s) az s-beli fak gyokereinek, mig front(s) a frontjaik (s-beli sorrend
szerinti) konkatendcidjat jeloli. s, az az erdd, melyre front(s,) = u, mig red(s) az olyan
erdok halmaza, melyekben valamely fat a kozvetlen ledgazédsaival helyettesitve s-et kapjuk
(a lehetséges visszahelyettesitések eredményeinek halmaza).

5= 8y
gyokér(s) # SAred(s) # 0
’ s :€ red(s)

gyokér(s) = S

Exit(igen, s) ‘ Exit(nem)

Ez az algoritmus - visszafelé alkalmazva a szabdlyokat - valéjaban egy levezetés meg-
forditasat allitja el6. A nemdeterminisztikus bottom-up elemz6 determinisztikussa alakitasa
- a lefutdsi fa segitségével - hasonlé médon térténhet, mint a top-down elemzéknél. A lefutdsi
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fa szélességének csokkentésére most azzal probalkozunk, hogy csak legjobb levezetéseket en-
gediink meg. Vilagos, hogy egy legjobb levezetés utolsé 1épése a legtobb esetben az eredmény
elejéhez kozel esé helyettesités. Emiatt az el6z6 algoritmust megprobalhatnank tgy spe-
cializlni, hogy mindig a legbaloldali visszahelyettesithet6 részt helyettesitjiik vissza. Sajnos
azonban semmi sem garantdlja, hogy az adott szé legjobb levezetésének utolsé 1épése pon-
tosan az adott szé legbaloldali visszahelyettesitheto részét adja eredményiil, mint azt az
aldbbi példa is mutatja.
Legyen T = {a,b}, N = {S} és legyen

G = (T,N,P,S), ahol

P={S — aSb | a}.
Az u = aaabb (egyetlen, tehdt legjobb is) levezetésében a harmadik a betil az utolsd
helyettesitéssel eloallé rész, pedig a legbaloldali visszahelyettesithetd rész az els6 ,,a” lenne.

6.3. definicié. Az olyan visszahelyettesithetd részre, mely egy legjobb mondatforma vala-
mely legjobb levezetésének utolso lépésében dll eld, a nyél elnevezést haszndljuk.

Nem minden mondatformdnak van tehat nyele (csak azoknak, melyek L(G)-beli sz6 legjobb
levezetése sordn éllnak el§), mig nem egyértelmi nyelvtanokban akér tobb nyele is lehet
ugyanannak a mondatformanak.

Az alulrél-felfelé elemzésnél a lefutési fa szélességét gy szeretnénk csokkenteni, hogy
gyOkér(s) nyelét probaljuk meg visszahelyettesiteni, redukalni (s igy egy legjobb levezetést
forditott sorrendben megtaldlni). Egy mondatformdbdl a nyele nem olvashaté ki olyan
kénnyen, mint ahogy a legbaloldali nyelvtani jel a top-down elemz6knél. Annyi igaz ugyan,
hogy egy legjobb mondatformaban a nyelétdl jobbra mar nem lehetnek nyelvtani jelek (hiszen
ekkor az eredeti levezetés mér nem lehetne legjobb levezetés), de a nyél kivdlasztasa tovdbbra
is nemdeterminisztikus marad, s igy a lefutési fa bejardsan alapul6 determinisztikus elemzok
miiveleti igénye (az input szé hosszdnak fiiggvényében) itt is exponencidlis lesz.

Ahhoz, hogy gyakorlati szempontbdl is hasznalhaté algoritmust nyerjink, most is kittiz-
hetjik célként, hogy a top-down elemzoknél latottak analégidjara kritériumokat keressiink
arra, hogyan lehet a mondatformdbdl kozvetlen megallapitani, mi a nyele (ha van egydtaldn).
Ahogy varhat6, nem minden nyelvtan esetében vannak megfelel6 kritériumok, de példaul az
LR(k) nyelvtanok esetében léteznek ilyenek.

6.6. LR(k) nyelvtanok

Az LR(k) nyelvtanok esetében tetsz6leges mondatforma esetén magabdl a mondatformabol
egyértelmiien megmondhatd, mely visszahelyettesithetd része lehet a nyele és azt mire lehet
csak visszahelyettesiteni (ez utébbi azért lényeges, mert lehetnek egyez6 jobboldald szaba-
lyok). Hogy tényleg nyél volt-e ez az egyértelmiien visszahelyettesitend6 rész, dgy deriil ki,
hogy a visszahelyettesités eredménye vagy kozvetleniil S, vagy a visszahelyettesitéssel kapott
mondatforméra rekurzivan feltett hasonld kérdésre igen a vélasz.

Magét az elemzenddé u szot most is gy képzeljiik el, hogy egyszer, balrél jobbra hal-
adva olvashatjuk el. A mondatforma nyelének vége mindig a mondatforma még visszahe-
lyettesitésekkel nem bolygatott, feldolgozatlan termindlis része elott helyezkedhet csak el
(utaltunk ré, hogy a nyél utdn csak termindlisok lehetnek). Ha az addigi visszahelyettesitési
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1épések, valamint egy adott visszahelyettesithetd rész és a mogotte 16v6 (még nem bolyga-
tott) termindlis sorozat elsé k eleme alapjan egyértelmiien eldonhetd, hogy csak az adott
rész lehet a mondatforma nyele, s hogy azt mire kell visszahelyettesiteni, akkor a nyelvtant
LR(k) nyelvtannak hivjuk. (Az L az input balrdl jobbra olvasdsédra, az R a legjobb leveze-
tésre utal, mig a k jelentése vilagos.) Vildgos, hogy egy LR(k) nyelvtanban egyértelmiien
rekonstrudlhatjuk tetszéleges nyelvbeli sz6 legjobb levezetését, emiatt minden LR(k) nyelv-
tan egyértelmi nyelvtan is.
Formélisan az LR(k) nyelvtan fogalmat kovetkezOképp definidlhatjuk:

6.4. definicié. A G 2-es tipusi nyelvtan LR(k) nyelvtan, ha tetszbleges

* * L,
S—a1 Avy— 17101 —w vy €s
G.lj G.lj G lj

SLOQB’UQ—>O¢2’YQ’U2 L)'LUQUQ
a.lj G,lj G)lj

legjobb levezetések esetén abbdl, hogy cyyipre(vi, k) és asyapre(va, k) valamelyike kezddsze-

lete a mdsiknak, kévetkezik, hogy oy = ag, A = B és y1 = o.

Az S— aScla szabdlyokkal adott nyelvtan nyilvdn LR(1) nyelvtan, hiszen generdlt
nyelvének szavai a”T1c?,n > 0 alakdak, s ebben az az a a nyél, melyet ¢ vagy semmi sem
kdvet. A tovabbi legjobb mondatformak nyele mar egyértelmiien csak aSc lehet.

Az S— aSala szabélyokkal adott nyelvtan viszont nyilvdn nem lehet semmilyen k-
ra LR(k) nyelvtan, hiszen a generélt nyelv a?>"*! alaki szavainak nyele mindig az n + 1.
(k6zépsé) a. A nyél tehat fiigg a sz6 hosszdtdl, s ezt a hosszt rogzitett szdmu jel elére
olvasasdval sehogyan sem tudjuk megallapitani.

Az LR(k) nyelvtanok esetében is elkészitheték azok a tdbldzatok, melyek az elemzés
pillanatnyi dllapota (beldthatd, hogy ez véges informéciéval jellemezhetd), tovabbé az el6re
olvasott k jel alapjan egyértelmiien meghatarozzak a visszahelyettesitések menetét. Min-
dezek kovetkeztében LR(k) nyelvtanok egyértelmi nyelvtanok, s igy az &ltaluk meghatdro-
zott nyelvek is azok.

6.7. Kapcsolat cpy,, és az LR(k) nyelvek k6zott

Az LR(k) nyelvtanok definidldsdnak pontosan az volt a célja, hogy determinisztikus médon
elemezhet8k legyenek. Felmertil a kérdés, hogy mit lehet mondani LR(k) nyelvtanok esetén,
ha a széproblémat veremautomata segitségével szeretnénk eldonteni. Igaz-e, hogy ilyen
nyelvtanok esetében a veremautomatdval torténé elemzés is determinisztikusan torténhet.
A vélaszt erre a kérdésre a kovetkezd, bizonyitds nélkiil kozolt tétel adja meg:

6.5. tétel. Az inputtermindtoros determinisztikus veremautomatdk dltal felismert nyelvek
osztdlya megegyezik az LR(k) nyelvtanok dltal generdlt nyelvek osztdlydval.

Az LL(k) és LR(k) nyelvek kozotti Osszefiiggésrél szdl az alabbi, szintén bizonyitas nélkiil
kozot tétel:

6.6. tétel. Minden LL(k) nyelvtannal generdlhatd nyelvhez létezik 6t generdls LR(k)
nyelvtan is.
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Az LL(k) és LR(k) nyelvtanok részletes tanulményozdsa és gyakorlati felhasznaldsuk
bemutatasa a forditéprogramokkal foglalkozé kurzusok, illetve konyvek témaja.
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