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Jelolések

A kényvben az abécék betiiivel és a betutipusokkal a kdvetkezdket jeldljiik:

XY, 2, ... A-kalkulus €és kombindtor logika vdltozo
E,F,G, ... X-kalkulus és kombindtor logika kifejezés
C,D A-kalkulus kontextus
XY, Z,... X-kalkulus kontextus vdltozo
a,B,7,... tipusos A-kalkulus tipusvdltozo
A, B,C,... tipusos A-kalkulus tipuskifejezés
kurziv matematikai fliggvény
sans serif A-kalkulus kifejezés neve
sans serif kombindtor logika kifejezés neve
= ekvivalencia
eqyenléség
— tipuskonstruktor
— redukcio
> kombindtor logika optimalizdlds
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2. FEJEZET

A kombinator logika

Ebben a fejezetben a kombinator logika kifejezéseit vizsgdljuk. El6szor a
kombinator logika kifejezéseit definialjuk és megadjuk a kifejezések szintak-
tikus szabdlyait, majd a kifejezések szemantikajaval foglalkozunk.

Két mdédszer van a kombindtor logika targyaldsira:

1. a A-kalkuluson beliil, mint a A-kalkulus része, ennek elénye az, hogy
felhaszndlhatok a A-kalkulusbél mar megismert eredmények,

2. 6nallé elméletként, ilyen volt a kombindtor logika eredeti megfogal-
mazasa.

Mi a masodik médszert kovetjik, de megmutatjuk a kombindtor lo-
gikdnak a A-kalkulussal valé kapcsolatdt, példdul a kombindtor logika és
a A-kalkulus normdl formdi kézotti kiilonbséget, és mddszereket adunk a
kombindtor logika és a A-kalkulus kifejezéseinek egymadasba konvertildsdra
is.

Az 1. fejezet felépitését kovetjiik, gyakran — ha a kombindtor logikdban
is érvényes — szdszerint megismételjiik a A-kalkulusban megadottakat.

2.1. A kombinator logika szintaktikaja

Minden funkciondlis program egy kifejezésnek tekinthetd, a program
végrehajtasa a kifejezés értékének meghatarozasat jelenti. Mint majd latni
fogjuk, a funkcionilis programokat alkoté kifejezések leirhaték a kombina-
tor logika kifejezéseivel is.
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A funkciondlis program végrehajtisa ezeknek a kifejezéseknek a
kiértékelését, azaz a legegyszeriibb formdara hozasit jelenti. A kombind-
tor logika ennek elvégzéséhez ad dtalakitasi szabalyokat, azaz a kombindtor
logika a kifejezések kozotti olyan egyenléségekbdl all, amelyek levezethetok
a konverzids szabilyokbdl szadrmaztatott axiémakbdl.

Elészor a kombindtor logika kifejezéseinek szintaktikdjaval, majd az
operacios szemantikaval foglalkozunk, és csak ezutin adjuk meg a kom-
bindtor logika pontos definiciéjat.

2.1.1. Definicié. Az egyszerii kombinator logika kifejezései:
Tegyiik fel, hogy adott eqy nem feltétlenil véges, eqymdstol pdronként
kiilénbéz6 vdltozdkat (szimbélumokat), a K és S konstansokat, valamint

a nyité- és csukozdrajelet tartalmazoé halmaz. Fzen a halmazon, mint
dbécén értelmezett kombindtor logikai kifejezések a kovetkezé szavak:

< kifejezés > = < wvdltozé >
| < konstans >
| < applikdicic >
< konstans > =K | §
< applikdcio > = ( < kifejezés > < kifejezés > )

A kombindtor logika kifejezéseit réviden CL -kifejezéseknek nevezziik,
és a CL-kifejezések halmazat C -vel jeldljiik.

A definiciéban az ,egyszerii” jelzd arra utal, hogy a kifejezések halmaza
csak a K és az S konstanst tartalmazza. A {K,S} halmazt az egyszerii
kombinator logika bdzisdnak nevezziik.

A tovdbbiakban a nem feltétleniil egy valtozébdl 4116 kifejezéseket nagy-
betiikkel, a viltozdkat kisbetiikkel jeloljiik, és a kifejezésekben a legkiilsé
zaréjelpart elhagyjuk.

Két kifejezés szintaktikus azonossdgdra az = jelet hasznaljuk, és azt
mondjuk, hogy F ,szintaktikusan azonos”, vagy réviden ,azonos” F -
fel, azaz F = F, ha az F és F CL-kifejezések pontosan megegyeznek.
Természetesen feltessziik, hogy ha FI"'=GH, akkor F =G és FF = H. Az
= reldcio equivalencia reldcio, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
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Az azonossagot arra is haszndljuk, hogy a CL-kifejezéseknek nevet ad-
junk, és ezzel a CL-kifejezések lefrdsat ler6viditsiik. Ezeket az emlékeztetd
neveket, mnemonikokat dolt sans serif betutipussal irjuk.

A CL-kifejezések azonos atalakitisival részletesen a 2.1.3. pontban
foglalkozunk.

A (CL-kifejezésekre nem definidltunk absztrakciét, igy itt nem
beszélhetiink fliggvényekrdl. Két CL-kifejezés kozott egyetlen egy miivelet
van, az applikdcid, és természetesen a fiiggvényapplikicié fogalom sincs
értelmezve.

2.1.1. Az applikacié

Mint a 2.1.1. definiciobdl lathatd, az applikacid binaris operdtor, jele
gyakran a -, vagy mint a 2.1.2. pontban litni fogjuk, a CIL-kifejezés
grafjdban az applikiciét a @ jel jeloli. Ebben a jegyzetben az applikdciét
a CL-kifejezések egymds mellé {rasaval, vagy ha a jobb olvashatésag miatt
sziikséges, akkor a Cl-kifejezések kozé irt sz6kdz karakterrel jeldljiik.
2.1.2. Definicié. Az applikécié:

Ha F és F CL-kifejezések, akkor az
EF

CL -kifejezést applikdcionak nevezziik.

Az applikicié balasszociativ, igy példaul
(EF)G = EFG,
azaz, a redunddns zardjelpirok elhagyhatdk.

2.1.3. Példa. (Néhdny CL -kifejezés)
KEFP,
Szyz,
SKK,

r(Kz)Sy. O
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2.1.2. A vialtozdk

Mivel a kombindtor logikaban nincs absztrakcio, egy C1I -kifejezésben min-
den vdltozé szabad. Ha FV (F) jeloli az F kifejezés valtozdinak halmazat,
akkor

o I'V(z) =A{z},
o FV(EF)=FV(F)UFV(F).
Mivel a CL-kifejezésekben minden valtozé szabad, a kombindtor logi-

kaban nincs értelme a-konverziordl beszélni.

2.1.4. Definicié. Zart CL-kifejezés:

Ha egy CL-kifejezésben nincs wvdltozo, akkor a CL-kifejezést zdrtnak
nevezziik.

2.1.5. Definicié6. Kombinator:

H A zdirt CL-kifejezéseket a kombindtor logika kombindtorainak nevezzik.

A kombintorok halmazat C° -val jeldljiik.

2.1.6. Példa. (Kombindtorok)

A 2.1.1. definiciéban szereplé K és S konstansok zart CI -kifejezések, azaz
kombindtorok voltak. Kombindtor volt a 2.1.3. példa harmadik sordban
megadott CL-kifejezés is. O

Az K és az S kombindtort primitiv kombindtoroknak is nevezziik. Meg-
jegyezziik, hogy a A-kalkulus kombindtorait sans serif betitipussal irjuk,
a kombindtor logikidban a kombinidtorok azonosité neveire a délt sans serif
betiitipust haszndljuk. Tehdt K és S A-kifejezések, K és S pedig a kombi-
nator logika kifejezései.

2.1.3. Helyettesités

Rendeljiik hozzd az z és az xy CL-kifejezésekhez a 2.1. dbrdn lathatd
grafokat.  Ezekbdl az elemekbdl egy tetszéleges CL-kifejezés grifja
felépithetd.
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N\

2.1. abra. Az z és az zy CL-kifejezések grafja

x

A graf felépitésébdl lathatd, hogy egy CI-kifejezés grafja egy olyan fa,
amelynek levelein a kombinator logika valtozdi vagy konstansai vannak,
a graf csicspontjai pedig az applikdciénak felelnek meg. A grifban a @
szimbdélum az applikicié jele.

Egy CL-kifejezés grafjabol a CL-kifejezés részkifejezései is koénnyen
meghatdrozhaték. Egy CL-kifejezés részkifejezését a kovetkezdképpen

definidljuk:
2.1.7. Definicié. Egy CL-kifejezés részkifejezése:
Az E, F és G CL -kifejezésre

e az F onmagdnak részkifejezése,

o ha I az E részkifejezése, akkor F az EG -nek és a GE -nek is
részkifejezése.

Lathatd, hogy a részkifejezések a Cl.-kifejezés grafjdban a ,,részfaknak”
felelnek meg.
2.1.8. Példa. (Részkifejezések)

Az 2S(Kz)y CL-kifejezésben balrél jobbra haladva a kévetkezd
részkifejezések vannak (2.2. dbra):

,5,25,K, 2, Kz, 2S5 (Kz),y,zS(Kz)y.

Lathaté, hogy wugyanaz a CL-kifejezés t6bbszér is el6fordulhat
részkifejezésként. Az S(Kz), vagy példdul a (Kz)y nem részkifejezés. O

Ha az F CL-kifejezésben az z wvdltozékat az F CL-kifejezéssel
helyettesitjiik, akkor a helyettesitéssel kapott CL-kifejezést F[x := F]-
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N
\@
K/ \ T

x/@\S

2.2. dbra. Az ¢S(Kz)y CL-kifejezés grafja

fel jeloljiik, ezt régebbi publikdciékban gyakran [F/z]F -vel, [z/F]F -vel,
E[z/F)] -fel vagy E[F/z]-szel is jelolték. Megjegyerziik, hogy az F[z := F]
nem C-kifejezés, hanem ezt a karaktersorozatot csak egy CL-kifejezés
jelélésére hasznaljuk.

Most azt vizsgaljuk meg, hogy az F[z := F] milyen C1 -kifejezéssel
azonos.

2.1.9. Definicié. Helyettesités:

{G, hax =y,

1. 2ly =G
v ] x, eqyébként,

2 (EP)ly:=Gl= (Ely:=G)(Fly = Gl).
2.1.10. Példa. (Kifejezések helyettesitése)

zlz = zy] = 2y,

zly =2yl =z,
zyly := zy] = 2y,
(zy[z == zy])[y == 2y] = ((zy)y)[y == 2y] = z(2y) (zy). 0

A helyettesités balasszociativ, igy a redunddns zardjeleket elhagyva

(Elz := F))[y :=G] = K[z :== F][y :==G].
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A helyettesitésekre nyilvanvaléan igazak a kévetkezd egyszeri allitasok:

2.1.11. Lemma. (Egyszerii helyettesitések)

1. E[z == 7] = F,

2. B[z :=F] =F, haz ¢ FV(F),

3. (Elz:=y])ly:=2] =FE, hay ¢ FV(E),

b (Ble = g)ly = F] = Ela:=F), hay ¢ FV(E),
5. (Elz == F))[z :==G] = Elz == Flz =)

YR

2.1.12. Lemma. (Az E[z := F] valtozéi)
Ha z € FV(E), akkor

FV(E[z == F]) = (FV(E)\ {z}) U FV(F).

Az F szerkezete szerinti indukcidval bizonyithaté a helyettesitési
lemméanak nevezett kévetkez6 azonossig.

2.1.13. Lemma. (A helyettesitési lemma)
Haz #y ésaz & FV(G), akkor

2.2. A kombinator logika operacids szemantikaja

A kombindtor logika szemantikajat konverzids szabdlyokkal irjuk le, ame-
lyek megadjik, hogy egy Cl-kifejezést hogyan lehet egy masik CI-ki-
fejezésbe transzformalni. A konverzids szabalyok reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv tulajdonsiga biztositja azt, hogy a konverzids szabdlyokkal
atalakitott C -kifejezés az eredeti CI.-kifejezésre visszakonvertdlhato.

A kombindtor logikdban két ilyen konverzids szabaly van, ezek a K és
S kombindtorokra vonatkoznak. Ezekbdl a szabdlyokbdl 1dthatd, hogy a
kombinatorok a kombinator logikdban a fiiggvények szerepét jatsszdk.

2.2.1. Definicié. Gyenge redukcié:
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KEF —, I,
SEFG -, EG(FG).

A fenti definicié szerint a redukciék csak akkor hajthaték végre, ha a
K-nak kett6, S-nek pedig hirom argumentuma van.

A definicié azt mondja ki, hogy KEF és SEFG gyenge redukdlhato
kifejezések, gyenge redexek. A ,gyenge” jelz6 arra utal, hogy ha egy CL-
kifejezés nem redukdlhaté, akkor eléfordulhat, hogy — mint majd a 2.9.3.
és 2.9.5. példikban latni fogjuk, — a neki megfeleltetett A-kifejezésnek van
redexe.

A gyenge redukcié forditott irdnyi alkalmazdsit, azaz a

K« KFEF,
FF(FEG) «, SEFG
atalakitasokat forditott gyenge redukcénak nevezziik.
A tovdbbiakban, ha a konnyebb olvashatésig érdekében sziikséges, a
redukdlandé redexet aldhuzdssal jeloljiik.

2.2.2. Lemma. (Az | kombinator)
H Legyen | = SKK. Fkkor IE —,, F.

Bizonyitas. K =SKKFE —,, KE(KE) —, FE. O

Az | kombindtort identifikdlc kombindtornak, vagy roviden identi-
fikdtornak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy az | kombindtort az SKS kifejezéssel is megad-
hatjuk, hiszen

IE=SKSE -, KE(SE) -, E.

2.2.3. Lemma. (A gyenge-redukcié és a valtozdk)
| Ha E —,, F ésa ¢ FV(E), akkor x ¢ FV (F).

2.2.4. Lemma. (A gyenge-redukcidk és helyettesitések)
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Ha F —,, F, akkor tetszdleges G -re

1.G[z == FE] —,, Gz = F],

2.E[z := (] —,, Flz :=(].
Bizonyitas. Az elsé allitds nyilvdnvalé, a G[z := FE]-ben levé F
részkifejezésekre kell elvégezni az ¥ —g F redukciét. A masodik allitas
bizonyftasira vegyiik észre, hogy ha R redex és T -re redukdlhaté, akkor
R[z := G] is redex, és T[z := (] -re redukélhaté. O
A gyenge redukcié nagyon szemléletesen abrizolhaté grafokkal (2.7.
abra), igy egy CL-kifejezés redukaldsa grafijrairasi modszerekkel kénnyen

megvaldsithatd.
AN
I E _D’IU E
PN
o F
VRN
K FE —Pw E
O/ \G / \O
PN PN
o F o F G
PN PN
S E —Pw E G

2.3. abra. A graf-djrairasi szabalyok

2.2.1. Egyenl6ség

Az 2.1.9. definicié két Cl-kifejezés szintaktikus azonossagat adta meg. Az
el6z6 pontokban lattuk, hogy egy CL-kifejezés konverzidkkal egy masik CL-
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kifejezésbe alakithaté &t. Most két CL-kifejezés egyenldségét definidljuk.
Az egyenl6séget az =, jellel jeloljiik, és gyenge eqyenléségnek nevezziik.

2.2.5. Definicié. Két CL -kifejezés gyenge egyenlisége:
Az F és I CL -kifejezésekre &N =, F', ha

o/l = F, wagy
ol X I

A <+, a kétiranyu redukalds lehetéségét, azaz a gyenge redukcidt
( —. ) vagy a forditott gyenge redukciét ( <+, ) jeldli.

Ha F =, F, akkor az F és az I’ egymdésba konvertdlhaték. Ha K = I,
akkor K =, F, de a forditott irdnyl kovetkeztetés természetesen nem all
fenn.

A definicié masodik pontja azt mondja ki, hogy ha F =, F, akkor
létezik olyan F, Fy, ..., F, sorozat (n > 1), amelyre

E=F, F, b Fyivagy Fi=Fy (1<i<n-1),éF,=F.

E=Gy »

NANAN, N H

2.4. dbra. Az F =, F egyenlGség.

Specidlisan (2.4. abra), létezik olyan G1,Ga,...,Gam, Gamy1 sorozat
(m > 0), amelyre

E = Gl,
Gaj—1 —»), Goj vagy Gaj—1 = Gay (1 <j <m),

Gaj 3 Gojqr vagy Gaj = Gajpr (1 < j <m),
G2m+1 =F.
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A konverziés szabilyok tulajdonsigaibdl azonnal lithaté, hogy az
egyenléség relacié equivalencia reldcio, azaz az egyenléség

o reflexiv, K =, F,

o szimmetrikus, ha F =, F, akkor F =, F,

e tranzitiv, ha K =, F és I =, G, akkor K =,, G.

Az egyenlGség reliciéval a Leibniz-szabdly a kovetkezdképpen fogal-

mazhaté meg:

2.2.6. Tétel. (Leibniz-szabaly:)
Ha Ey =, F1, Ey az E CL-kifejezés eqy részkifejezése, és F az F -tdl
csak abban kiilonbozik, hogy benne az Ky részkifejezés helyén az Fy CL -
kifejezés van, akkor F =, F.

A Leibniz-szabdly specidlis esetei:

2.2.7. Kovetkezmény.
Ha F =, F, akkor eqy tetszoleges G CL -kifejezésre

1.EG=, FG,
2.GE=,GF.

Ennek a kdévetkezménynek a ,,forditott irdnyd” &llitisa, azaz hogy
példdul FG =,, FG -bol az F =, F kovetkezik, csak a CL+ext kalku-

lusban (2.2.10. definicié) lesz érvényes.

2.2.2. A kombindtor logika axiémai

Miutdn Aattekintettiik a kombinator logika kifejezéseinek szintaktikdjat
és szemantikdjat, megismertiik a CL-kifejezések atalakitdsi, konverzids
szabdlyait, most megadjuk a kombindtor logika pontos definiciéjat.

2.2.8. Definicié. Az egyszerii tipusnélkiili kombinator logika:
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Az egyszertd tipusnélkili kombindtor logika az egyszerd tipusnélkili CL -
kifejezések kézétti olyan

E=,F (E,FeC)

eqyenlbségeket tartalmaz, amelyek a kévetkezd axiomdk felhaszndldsdval
bizonyithatdék:

1i. KEF=,F gyenge konverzio  (wg)
Lii. SEFPG =, EG(FG) gyenge konverzio  (wg)
I7i. £E=, F reflexivitds (p)
I E=,F = F=,F szimmetria (o)
IHankE =, F é F=,G = FE=,Gtranzitivitds (1)
v K=, F = KG=, FG Leibniz-szab. 1. kév. ()
Ilw. F=, F = GE=,GF Leibniz-szab. 2. kév. (v)

A tovibbiakban az egyszerili tipusnélkiili kombindtor logikit jeldljiik
Cl-lel. Ezt a kombindtor logikdt gyakran a gyenge redukciék miatt a gyenge
eqyenldséq elméletének is nevezik.

2.2.3. A kiterjesztés

A A-kalkulusban ldttuk, hogy a kiterjeszthetfség azon az észrevételen ala-
pul, hogy ha két fliiggvény értéke minden argumentumra azonos, akkor a
két fiiggvény megegyezik. A kiterjeszthetdséget definidlhatjuk a kombi-
nator logikiban is, mivel a kéttagi applikicidk els6 tagjit fiiggvénynek
tekinthetjiik.

2.2.9. Definicié. Kiterjeszthetbség:
H Ha Fx =, Fz, ésx ¢ FV(K), 2 ¢ FV(F), akkor £ =, F.

2.2.10. Definicié. Az egyszerii tipusnélkiili kiterjesztett kombi-
nator logika:
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A kiterjesztett kombindtor logikdt gy kapjuk meg, hogy a kombindtor lo-
gika axiomdit kiegészitjik a

ITwiEr=, For = F =, F kiterjeszthetdség (ext)
axiomdval.

A kiterjesztett kombinator logikdt CL+ext -tel jeldljiik.

Mivel a kombindtor logikaban nincs explicit fiiggvényfogalom, nem
beszélhetiink sem 7-, sem &-szabdlyrdl, és igy a A-kalkulussal ellentétben, a
kombindtor logikdnak csak ez az egy bdvitése 1étezik.

A Cl+4ext kalkulusnak, mint majd a 2.9. pontban latni fogjuk, a A-kal-
kulussal valé 6sszehasonlitdsban lesz nagy szerepe.

2.3. A CL-kifejezés gyenge normal formaja

A CL-kifejezések &atalakitdsara gyenge redukcidk és forditott gyenge re-
dukciék szolgdlnak. A redukciék sorozatdnak minden [épésében egy gyenge
redukdlhato kifejezést, gyenge redexet redukalunk. Ha az F; CL-kifeje-
7ést gyenge redukcidk sorozataval az Fo CL-kifejezésre alakitjuk at, azaz
Ey —1 E,, akkor azt mondjuk, hogy Ey az Ey gyenge redukdltja.

2.3.1. Definicié. Gyenge normal forma:
H Ha eqy CL-kifejezésben nincs gyenge redukdlhato kifejezés, akkor a CL -

kifejezés gyenge normdl formdban van.

Ha egy CL-kifejezés gyenge redukcidék sorozatdval gyenge normaél
forméra hozhaté, akkor azt mondjuk, hogy a CL-kifejezésnek van gyenge
normdl formdja.

Ha egy CL-kifejezés gyenge normdl formaban van, akkor nincs KEF,
vagy S K F'G alaka részkifejezése.

2.3.2. Példa. (A kévetkezé CL -kifejezések gyenge normdl formdban van-
nak)
m?

rY,
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Kz,
Sz (Szy). O

2.3.3. Példa. (A kovetkezb CL -kifejezés nincs gyenge normdl formdban,
de gyenge normdl formdra hozhaté:)

Sm(Kac)y —>
ry(Kzy) —u
YT ]

Ha egy CL-kifejezés nincs gyenge normdal formdban, akkor nem
feltétleniil hozhaté gyenge normal formara:

2.3.4. Példa. (A kévetkezé CL -kifejezés nincs gyenge normdl formdban
és a CL -kifejezésnek nincs gyenge normdl formdja)

SH(SI) -,

SH(sIh
I(SINU(ST) =
SI(I(SI) s,
SIS —,

A gyenge redukciék sorozata nem termindl, hiszen a harmadik [épésben
az eredeti CL-kifejezést kapjuk vissza. A 2.3.6. példdban majd latni
fogjuk, hogy a harmadik sorban egy masik redex valasztdsa is ugyanezt
az eredményt adja. a

2.3.1. Redukalasi stratégiak

Ha egy CL-kifejezésnek tobb gyenge redexe is van, akkor a gyenge re-
dexek kiilonb6z6é redukilisi sorrendjei kiilonb6z6 gyenge redukaldsi soroza-
tokat hatiroznak meg. T6bb gyenge redex esetén lehetséges, hogy
a kiilonb6z6 gyenge redukdldsi sorozatok ugyanahhoz a gyenge normil
formahoz vezetnek, de az is lehetséges, hogy az egyik gyenge redukdlisi
sorozattal nem kapjuk meg a CL-kifejezés gyenge normdl formajit, egy
masik sorozattal viszont a gyenge normal formahoz jutunk.
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2.3.5. Példa. (Kiilonbéz6 redukdldsi sorrenddel ugyanazt a gyenge
normdl formdt kapjuk)

El6szor redukdljunk a bels6 gyenge redexszel:

I(lz) —y
lz —,,
T,

Most el6szor redukdljunk a kiilsé gyenge redexszel:

I(lz) —y
I_ P
x. O

2.3.6. Példa. (Egyik redukdldsi sorrenddel sem kapunk gyenge normdl
formdt)
A 2.3.4. példaban lattuk, hogy

SH(SI)
SIS,

most egy mésik redukalasi sorozattal:

SH(SI) .,
< I(I(SI)) e,
SHI(SI) =y
IS (I(ST)) .
sy

(H(1(s11))) —w
SH(I(I(S!

1)) —uw

ebbdl pedig azonnal 1atszik, hogy nincs olyan redukdldsi sorrend, ami egy
gyenge normal formahoz vezetne. |

2.3.7. Példa. (A K gyenge redukcidjinak a végrehajtdsdval gyenge
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normdl formdt kapunk, az S gyenge redukcidjinak végrehajtdsakor az 2.3.4.
példdban is szerepld végtelen ciklust)

Kz(SI(SI)) =,
Kz(SHI(SI) —
Ka(SHI(SI) —

g+ g+

O

A kombindtor logikdban is érvényesek a A-kalkulusban megismert
Church-Rosser tételek, és azok kovetkezményei.

A kovetkezd tétel és a tétel kévetkezménye ennek az értéknek az
egyértelmiiségét mondja ki.

2.3.8. Tétel. (Az I. Church—Rosser tétel)
Ha Fy =, Fs, akkor létezik eqy olyan F CL -kifejezés, amelyre FEy —,
F, és Fy —% F.
Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitas [Bar84] és [Hin86] -ban
is megtaldlhaté. A bizonyitds alapja a kovetkez6 4llitds:
Ha F < Fyés E <« Fso, akkor létezik egy olyan F CL-kifejezés,
F,és Fy —2 F.

w

. o F
ElAw Eg
F

2.5. abra. A rombusz tulajdonsag

*
amelyre Fy —)

Ez az allitds az 2.5. dbrdn ldthaté, a graf alapjin ezt a tulajdonsigot
gyakran rombusz-tulajdonsdignak is nevezik. Az Fy =, F5 egyenl6ségben
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E1:F1* FQX F3 . x Fn—l . FnEEQ
G Go \ o Gpyot Gn,
* * * *
H1 v H2 U/ v [v-[n3 s
I T,
F/

2.6. abra. Az I. Church—Rosser tétel

szereplé konverziékra a rombusz-tulajdonsigot alkalmazva (2.6. dbra) a

tétel allitdsa bizonyithato. O
Az 1. Church—Rosser tétel tehdt azt mondja ki, hogy két egymaisba

transzformalhaté C-kifejezéshez mindig l1étezik, esetleg az egyikkel meg

is egyez6 CL-kifejezés, amelybe mindkét CL-kifejezés atkonvertdalhato. A

tételbdl két egyszeriien bizonyithatd allitas kovetkezik:

2.3.9. Kovetkezmény.

H Ha Fy =, Fy, és Fy gyenge normdl formdban van, akkor Fy — Fs.
A kovetkezmény tehat azt mondja ki, hogy ha egy CL-kifejezésnek

létezik gyenge normdl formdja, akkor a gyenge normél forma a CL-kife-

jezésbol gyenge redukcidk sorozataval el6allithato.

2.3.10. Kovetkezmény.

H Minden CL -kifejezésnek legfeljebb egy gyenge normdl formdja van.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az F CL-kifejezésnek az Fy és Fy két

kiilonb6z6 gyenge normal forméja. Ekkor az I. Church—Rosser tétel alapjan
létezik olyan F° CL-kifejezés, amelyre Iy —* F és I, —* F. Az F| és

w w
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az Fy gyenge normdl formdk, azaz tovibb nem redukilhatdk, igy csak az
1 =w Fy =y F lehetséges. ]

A fenti két kovetkezménybdl azonnal koévetkezik a kovetkezd tulaj-
donsag:

2.3.11. Kovetkezmény.
H Ha F és F mindegyike gyenge normdl forma, és £/ £ F, akkor E #,, F.

A fentiek szerint tehdt, ha eljutunk a gyenge normdl formdhoz, akkor
mar kézombds, hogy milyen gyenge redukciék eredményeként kaptuk azt
meg, hiszen minden méas normdl formara hozé redukcié ugyanezt az
eredményt adja. Kz a kombindtor logika konzisztens tulajdonsigdt mu-
tatja, azaz azt, hogy minden olyan sorozat, amelyik gyenge normal form&t
allit eld, ugyanahhoz a CL-kifejezéshez vezet. Ugyanakkor a fentiekbdl az is
kévetkezik, hogy a kombinator logika konfluens, azaz nincs két olyan gyenge
redukcids sorozat, amely kiilonb6z6 gyenge normal formakat allitana elé.

Egy CL-kifejezés legkiilsé gyenge redexe az a redukalhatd kifejezése,
amelyik nincs mas gyenge redexe belsejében. Azt a redukdaliasi stratégiat,
amelyik a legbaloldalibb legkiils6 gyenge redexet redukilja, normdl sor-
rendi redukdldsi stratégidnak nevezziik, és azt mondjuk, hogy alkalmaza-
saval normdl sorrendii redukilisokat hajtunk végre.

A normil sorrendii redukilds jelentdségét a kdvetkezd tétel adja meg:

2.3.12. Tétel. (A II. Church—Rosser tétel, a normalizalas tétele)

A normdl sorrendi redukdldsi stratégia mindig normalizdlé redukdldsi
stratégia.

A tétel szerint, ha egy Cl-kifejezésnek van gyenge normédl formdja,
akkor a gyenge normdl forma normdl sorrendii redukdldsi stratégiival
eléallithaté.
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2.4. A zardjeles absztrakcio

Mint 14ttuk, a kombinator logikidban nincs olyan fliggvény jellegli absz-
trakcié, mint a A-kalkulusban. A kombinator logikdban absztrakcién a C'L-
kifejezésben levé valtozdk absztrahdlisat értjiik, igy az absztrahalist végzd
algoritmusok csak szintaktikus dtalakitast végeznek, azaz az absztrakcidval
a CL-kifejezést egy mésik, de az eredetihez hasonld tulajdonsdgokkal ren-
delkezé alakjaban irjuk fel.

Mivel az z valtozénak az F CL-kifejezésre alkalmazott absztrakcidjdt
régebben [z]F-vel jel6lték, ezt az absztrakciét zdrdjeles abszirakcionak
nevezziik. Mi az F kifejezés z szerinti absztrakciéjara a ma haszndlatos
Az . K jelolést fogjuk haszndlni.

Hangsilyozzuk, hogy a kombindtor logika absztrakcidja csak szintak-
tikus 4talakitis, a A* ennek az dtalakitisnak a jele, és ellentétben a A-kal-
kulussal, a A* nem része a kombindtor logika kifejezéseinek.

Tébbféle absztrakciés algoritmus létezik, a legegyszeriibb absztrakcids
algoritmus a kévetkez6:

2.4.1. Definicié. A \* absztrakcids algoritmus:

A XNz . K kifejezést az F szerkezete szerint definidljuk:

Nex.x =1,

Xz, E =KFE, ha z ¢ FV(E),

N . EF=S (X2 . E) (X2 . I),eqyébként.
2.4.2. Példa. (Azzy(yy) CL-kifejezés x szerinti absztrakcidja)
Na . yz(yy) =
SNz .yz)(Nz.yy)
S(S(Nz.y)(Nz.z))
S(S(Ky) Oz ) ("
S(S(Ky)h)(Az.yy)
S(S(Ky))(K(yy)) 0
2.4.3. Példa. (Azzxy CL-kifejezés x és y szerinti absztrakcioi)

—_~

Nz . yy) =
. yy) =

=
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>

*
=
=

~

( (Az.y))
I(Ky)) =
(SN)(Ay. (Ky))
Ay (Ky)) =
S(Ny.K)(Ny.y)) =
S(KK)I)

)

Ugyanakkor az absztrakcidkat forditott sorrendben végezve:

Naxy.zy=---=
S(S(KS)(S(KK)1)(KT).

Lathatd, hogy az eredményiil kapott kifejezések nem tartalmaznak
valtozdkat. O

A zaréjeles absztrakcié definicigjabdl lithatd, hogy ha az F kifejezésre
a A* absztrakciot alkalmazzuk, az eredményiil kapott kifejezés méar nem
tartalmaz x valtozét. Kzt mondja ki a kévetkezd tétel.
2.4.4. Tétel. (Valtozdk eliminalasa)
Minden I CL-kifejezésre

FV(\z.E)= FV(E)\ {z}.

A kombinator logika zardjeles absztrakciéja veszi at a A-kalkulus
fiiggvényfogalmét, olyan értelemben, hogy egy (A*z.FK)F CL-kifejezés
gyenge redukcidjanak eredménye az F[z := F| helyettesités lesz, azaz a
(A*z . E)F applikacié a A-kalkulus fiiggvényapplikdciéjahoz hasonld, és az
eredmény olyan, mintha a A-kalkulus §-redukciéjat hajtottuk volna végre.

2.4.5. Tétel. (A zardjeles absztrakeié és az applikacid)
Minden F és F CL -kifejezésre

Mz . EYF =} FElz:=F].

w
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Ha a fenti tételben specidlisan I’ = z, akkor (A*z.FE)z —F F, azaz
visszakapjuk azt az F kifejezést, amelyre a zirdjeles absztrakcié vonatkozik.

2.4.6. Példa. (A (Myz.zy)FF és a (N zy.zy)FFE applikdcick)
(Myz.zy)EF =
SKEHS(KK)NEE —,

K(SHES(KK)IE)E —y,
SIS(KK)IE)F —,
IF(S(KK)IEF) —,,
F(S(KK)IEF) —,
F(KKE(IE)F) —y,
F(K(IE)F) —,
PKEE) =,
FFE
(Nzy.2y)FE —y,
(S(S(KS)(S(KK)D)(KI)FE =,
(S(KS)(SKK))F)(KIF)E =,
(KSE)S(KK)IF)(KIF)E —,
S(S(KK)IF)(KIF)E —,,
S(KK)IFE(KIFE) —,
KKF(IF)E(KIFE) —,
K(IF)E(KIFE) —,
IF(KIFE) —,
F(KIFFE) —,
PE) —w
FFE |

A X-kalkulusban lattuk, hogy egy A-absztrakcié torzsében levo x szabad
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valtozé csak akkor helyettesitheté F-fel, ha F-ben nincs szabad z valtozé,
hiszen ez az = valtozé a helyettesités utidn koétotté valna. Hasonld allitds
mondhaté ki a kombinator logikaban is.

2.4.7. Tétel. (A zardjeles absztrakeié és a helyettesités)
Haz #y ész ¢ FV(F), akkor

Mz .FE)y:=F]=Xu2.FEly:=F].

A tétel az F szerkezete szerinti indukciéval bizonyithatd., A tétel
feltételei nem feleslegesek, ezekre kiilénésen a tobb valtozé szerint zardjeles
absztrakciékban kell {igyelni, mint azt a kdvetkezd példa is mutatja.

2.4.8. Példa. (Hibds helyettesités)
Myz.y=S(KK)I,

és igy
Myz.y)z=(S(KK))z —,,
KKz(lz) —7

Kz.

Ugyanakkor 2.4.5 tétel alapjan
(Nyz.y)z=(Ny. (Vz.y))z —F (Va2.y)ly:=a2],

és nem figyelve a fenti tétel feltételeit:

Na.yly:=z] =
Nx.x=1,
azaz, eredményiil az identitds kombindtort kapnank. a

Ezt a problémat a A-kalkulusban az a-konverziéval tudtuk megoldani.
A A-kalkulus a-konverziéjahoz hasonlé allitds mondhaté ki a zdrdjeles
absztrakciéra is.
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2.4.9. Tétel. (Az a-konverzid tétele)
Minden I CL-kifejezésre teljesiil, hogy

XNao. E=Xy.Ele =y, hay g FV(F).

Mint mar kordbban emlitettiik, tobbfajta absztrakciés algoritmus
létezik. Most megadjuk a A} és a A3 algoritmusokat.

2.4.10. Definicié. A )} absztrakcids algoritmus:
A Xz . E kifejezést az E szerkezete szerint definidljuk:

Nz.z =l
ANz.y =Ky, ha x #£ vy,
ANz . E =KE, ha E € {K,S},

Nz . EF=S(Xjz . E)(XNjz . F),eqyébként.

A definiciébél lathaté, hogy a Az absztrakciéval K F tipusi eredményt
csak akkor kapunk, ha F € {K,S,y}, és minden FG applikicié absz-
trakcidja, fiiggetleniil attdl, hogy az x szabad viltozéként szerepel-e benne,
egy S-sel kezd6dé harmas applikacié lesz. Ezért a AT absztrakciéval hossz-
abb kifekezéseket kapunk, mint a A* -gal.

2.4.11. Példa. (A A} absztrakcio)

Ezzel az absztrakcioval a 2.4.2. és 2.4.3. példdk eredményei a kévetkezbk:

(a) Nz.yz(yy) =
STz .yz)(Njz . yy) =

S(S(Afz.y)(Az . 2)) (A2 . yy) =
S(S(Ky)(Mjz.2))(Az.yy) =
S(S(Ky)H)(Mz.yy) =
S(S(Ky)H(S(Nz.y)(Nz.y)) =
S(S(Ky)H(S(Ky)(Az. y)) =
S(S(Ky)H(S(Ky)(Ky)),

(b) XNyz.zy=
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Ny. (M. ry)E

Ay . (S(Mz.2)(Mz.y))
A’{y-(S/(Ky)):
S(Ay.SH(My . Ky) =
S(S(My-S)(Ny.N)(Ny.Ky) =
S(S(KS)(K)(Ay.Ky) =
S(S(KS)(KN)(S(Ny-K)(Ny.y) =
S(S(KS)(KN)(S(KKK)I),

(c) Nuzy.zy=
Az (My.zy) =
Az (S(ATy-2)(AMy . v))
A (S(Kr)I)E
Atz (S(Kz)))(Ajz . 1)

Az . S)Y(Afz . Kz))( Az . ) =
(KS)(/\*:C Kz))(Ajz . 1) =
(KS)(S(\jz . K)( Mz .2)))(Njz . 1) =
(KS)(S(KK)N)(Afz . 1) =
S(S(KS)(S(KK)N)(KT). O
2.4.12. Definicido. A )} absztrakcios algoritmus:
A N5z . F kifejezést az F szerkezele szerint definidljuk:

5(
5(
5(
5(
5(

S
)
S
)

Nz.x =l
Nz FE =KE, ha z ¢ FV(E),
Nz Fz =F, ha z ¢ FV(E),

Nz . EF=S (X2 . E)(Xsz . F'),eqyébként.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a definicié harmadik sordban a A-kal-
kulus n-konverzidjdhoz hasonlé azonossigot ldtunk.

2.4.13. Példa. (A X} absztrakcic)
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A X} absztrakcidval az el6z6 példék eredményei a kovetkezok:

(a) Niz.yz(yy) =
SNz . yz)(Nsz . yy) =
Sy(Ajz.yy) =
Sy(K(yy)),

(b) Xsyz.zy=

Ay . (Asz . ay) =

Ny . (S(leska . z)(Nsz . y)) =
Ay - (S1(Ky)) =
S(A3y-SH(Ajy . Ky) =
S(K(S1)K,

(c) Nzy.zy=

Nz (Nsy . ay) =

Az =

l. O

Majd latni fogjuk, hogy a Curry-Howard izomorfizmus alapjin a kom-
bindtor logika a Hilbert-stilusi intuicionista itéletkalkusnak felel meg.
Mivel a zdréjeles absztrakcié alkalmazdsa ,eltiinteti” a CL-kifejezésekbdl
a valtozdkat, a zardjeles absztrakcid éppen azt a Schénfinkel és Curry
altal kitliz6tt célt valdsitotta meg, hogy a logikai formulikban ne legyenek
valtozok, és igy a matematika, a logika megalapozdsat egy valtozé nélkiili
formadlis rendszerrel kiséreljék meg.

2.5. Zardjeles absztrakcié 1ij kombinatorokkal

YR

atalakitasakor a A\* egyes lépései megdupldzzik a CL-kifejezésben levo ap-
plikdciék darabszamat. Altaldban azt mondhatjuk, hogy ha a CL-kifejezés
hossza m, és a CL-kifejezésben n valtozd van, akkor az n viltozéra alka-
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Imazott A* zdrdjeles absztrakcié alkalmazisa utdn a CL-kifejezés hossza
O(mn?).

A CL-kifejezések hosszanak csbkkentésére két modszer adhatd meg:

1. optimalizilds,

2. 1j kombinatorok bevezetése.

Az egyszerit CL+ext kombindtor logikdra az optimalizdlds a kovetkezo
djrairdsi szabdlyokkal adhaté meg, az ujrairdsi szabdly azt jelenti, hogy
a» baloldalan 4ll6 kifejezés a jobboldalon levé kifejezéssel helyettesitheto.

S(KE)I —F,
S(KE)(KR(EF),

hiszen minden G-re

S(KE)IG -, KEG(IG) —, E(IG) —, FEG,

és ebbdl az ext kiterjesztési axiéma alapjin az elsé optimalizacids szabilyt
kapjuk meg. Hasonléan,

S(KE)(KF)G -, KEG(KFG) -, E(KFG) -, EF,

és

K(EF)G =, EFI.

fgy az =,, egyenloség definicidja alapjan

S(KE)IG =, K(EF)G,

ebbdl

pedig ismét az ext kiterjesztési axidéma felhaszndldsdval a masodik

optimalizaciés szabaly adédik.

2.5.1

. A CL'© kombinator logika és a \; absztrakcié

Most az egyszerti C'L kombinator logika konstansainak halmazdt bovitsiik
a B és C 1j kombindtorokkal.
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2.5.1. Definicié6. A CL(®) kombinstor logika konstansai:
H < konstans> == K | § | B | C

A CL©) kombinator logika bdzisa tehat a {K,S,B, C} halmaz. Az i]

kombindtorokra vonatkozd konverzids szabdlyok a kévetkezdk:

2.5.2. Definicié. A CL(®) kombinator logika 1j gyenge redukcidi:

BEFG —,, E(FG),
CEFG —, EGF.

Lathaté (2.7. dbra), hogy a B kombindtor fiiggvény-kompoziciét hajt
végre, hiszen kifrva néhdny zdrdjelet
(BEYF)G —,, E(FG),
ezért a kombindtort kompozitornak nevezziik. A B kombindtor forditott
gyenge redukcidja pedig éppen a currizdst valésitja meg. A C az F két argu-
mentumdt cseréli fel, vagy ha az F és F’ mindegyikét fiiggvénynek tekintjik,
akkor a G argumentumot az F-hez, az ,eggyel balra levé” fiiggvényhez viszi
at. A C kombindtor a permutdtor nevet kapta.

Kénnyen belathatd, hogy az ij kombinatorokkal a CL(®)+ext kombina-
tor logikdban a kévetkezd optimalizacidk hajthatok végre:

o S(KE)F—BEF,
o SE(KF)—CEF,

hiszen példaul az elsé ujrairdsi szabdlyra
S(KE)FG —,, KEG(IFG) —,, E(FG),
és

BEFG —,, F(FG),

fgy

S(KE)FG = BEFG,
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O/O\G o
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O/O\G o
N PN
o F 0 F
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2.7. abra. A B és C kombinatorok graf-ajrairasi szabalya

és ebbdl az ext kiterjesztési axiéma alapjin éppen az elsé optimalizaciét
kapjuk meg. Megjegyezziik, hogy az elsé ijrairasi szabdlybdl az ext axiéma
alapjan

o S(KE)-BE.

Az tijrafrasi szabdlyok felhasznaldsival azonnal 14thatd, hogy a CL(C)4ext
kombindtor logikdban

B =S(KS)K,
C = S(BBS)(KK)
=S(S(K(S(KS)K))S)(KK).

A {K,S,B,C} bézist, bévitett kombindtor logika CL(©) jeldlése arra
utal, hogy Curry javasolta azt, hogy a A-kifejezések CL-kifejezésekre
valé alakitdsakor minden S EF kifejezés generdldsakor vizsgdljuk meg
a fenti ujrairasi szabdlyok alkalmazhatésiagat. Kzt a mddszert Curry-
algoritmusnak nevezziik. Az algoritmus alkalmazisakor a CL-kifejezés
hossza csak négyzetesen névekszik.
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2.5.3. Példa. (A Curry-algoritmus)
A Curry-algoritmussal a 2.4.2. és 2.4.3. példik eredményei a kovetkezok:

(a) Nz .yz(yy) =
Sz .yz)( Nz . yy) =
Sy(Asz.yy) =
Sy(K(yy)) = Cylyy),

(b) XNyz.zy=

Ay (Asz . ay) =

My (S(e . 9) (A5 1)
Ay - (SI(Ky)) =

Ay . Cly =

Cl,

(c) Nzy.zy=
sz ANy zy =
ANz .z =

I O

2.5.4. Példa. (Az f(zz) absztrakcidja a Curry-algoritmussal)

XNofe. flza) = Nof N5z f(zz) =

MNf. SNz . f)(Msz . zz) =

MNf.S(KA(S(Nsz.z)( Mz . 2)) =

Nsf.S(K)(SI) —

Xsf.Bf(SH) =

SASf.BE)(NSf.SH) =

SB(K(S!)) —

CB(SI). o

Az optimalizaciés lépések beépitheték az absztrakciés algoritmusba
is, a B és C kombindtorok felhasznaldsdval a A} zdrdjeles absztrakcid
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a kovetkezdképpen médosithatd. Az absztrakciot Turner-abszirakcionak
nevezziik és Ai-mal jeloljiik. Ha egy n valtozét tartalmazd, m hosszi
CL-kifejezésre a X} absztrakciés algoritmust haszndljuk, akkor O(mn?)
hosszisigu kifejezést kapunk.

2.5.5. Definicié. A A} Turner-absztrakcids algoritmus:

A Nz . B kifejezést az I szerkezete szerint definidljuk:
Nz.z =/

M. E =KFE, ha z ¢ FV(E),

Nz . Fe =F, ha z ¢ FV(E),

Nz . EF=BE(Mz . F), ha z ¢ FV(E),

Nz . EF=C(X5z . E)F, ha z ¢ FV(F),

Nz . EF=S (M52 . F)(X5z . F),eqyébként.

2.5.6. Példa. (A N} absztrakcid és az optimalizdlds)
Megmutatjuk, hogy a A Turner-absztrakecié 4. szabdlya a A} absztrakcids
algoritmusbdl és az ujrairdsi szabalyokbdl levezethets. Tegyiik fel, hogy

x ¢ FV(FE). Ekkor
Nz EF =

SNz . E)( N5z . ) =
S(KE)(Msz . F).

Az S(KE)F — BEF ijrairasi szabalyt alkalmazva
S(KE)(X5z2 . F)— BE(Xz . F),
azaz éppen a A} negyedik szabdlyat kaptuk meg. a

2.5.7. Példa. (A Xi Turner-abszirakecid)

Ezzel az absztrakcioval a 2.4.2. és 2.4.3. példak eredményei a kévetkezbk:
(a) Asz.yz(yy) =

C(A\jz.yz)(yy) =
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Cylyy),

(b) XNyz.zy=
ALy . ALz oy =
Ny . C( Nz . 2)y =
Ay . Cly =

Cl,

(c) Nuzy.zy=

Az Ay .2y =

Nz.z=

l. O

2.5.8. Példa. (Az x(yy) Turner-absztrakcidja)

Mzy . z(yy) = Az Ajy - 2 (yy) =

Az Bz (Ny.yy) =

Az . Ba(S(Ajy.y)(Ay.y)) =

Nz . Bz(S1) =

C(Nz.Bz)(SI) =

CB(SII). o

2.5.9. Példa. (Az Y kombindtor)

Az el6z6 példa eredményét felhasznalva,

Mg (A -z (yy)) (A -z (yy)) =

Az . (Bz(S11)(Bz(S1)) =

S(Ajz. (Bz(S11))(X5z . (Bz(S11))) =

S(C(Xsz.Bx)(SI)(C( Mz .Bz)(S11)) =

S(CB(SIH)(CB(SI).

A 2.8.1. pontban majd 1atni fogjuk, hogy ez a kifejezés éppen az Y fixpont
kombindtor CI-kifejezése. |
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2.5.2. A CL") kombinator logika és a )} absztrakcié

A zardjeles absztrakcidék algoritmusaibdl ldthatd, hogy az eredményiil
kapott CL-kifejezések hosszat 1ényegesen az applikicidkra alkalmazott ab-
sztrakciék novelik, kiilonosen igaz ez a tobbvaltozds absztrakcidkra.

Turner keresett egy olyan kombindtort, amivel a tobbviltozds absz-
trakciéval kapott CL-kifejezések hossza legfeljebb négyzetesen novekszik.
Bevezette az 4j S’ kombindtort, és megadta az S’ gyenge redukcidjét:

S'C EFG —,, C(EG)(FG), CeCO.

Az S’ gyenge redukcidjat a kdvetkez6k indokoljak.
(Mz .CEF)G =

SNz .CE)( Mz . )G =

S(S(Mz.C)( Mz . E))( Mz . F)G =
S(S(KC)(A5z2 . E))(Mz . )G —y,

S(KC)Y(Msz . E)YG((Mz . F)G) —y,

KCG((Mz . E)G)(Mz . F)G) —,

C((Mz . E)G)((Mz . F)G).

Ugyanakkor az §’ gyenge redukciéjit alkalmazva
S'C(Nsz. E)Y( Mz . )G —,,

(e . F)G) (Ve F)G),

azaz

(M2 . CEF)G =, S'C(Mz . E)(XNz . F)G,

és az ext kiterjesztési axioma alapjan

(Mz .CEF) =, S'C(Mz . E)(Mz . F),

lithaté tehat, hogy a C'E'F zardjeles absztrakcidja atviheté az F és F ab-
sztrakciéjaba.
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2.5.10. Példa. (A Xjzyzv.EF kifejezés)
Nzyzv. BF =
Az ALy Az A FF =
Az Ay A5z . S(\u. . E) (A . F) =y
Az A5y . S'S(N5z. Mu . B)( Nz v . F) =y,
Nz S(S'S)( Ny Mz Xv . Y (ASy . Mz v ) =y,
S'(S'(S'S))( Nz Ay Asz Mu B (N My Mz A5 F) =
S'(S7(5'S))(Mzyzv. E)(Mazyzv. F). 0
Az B és C kombindtorokhoz hasonldéan vezessiik még be a B’ és C’
kombinatorokat, az 41j kombindtor logikat CLMvel jelsljiik, a T kitevé
Turner nevére utal.
2.5.11. Definici6. A CL() kombinstor logika konstansai:
| < konstans> == K | S| B | C | S | B |C
Az 1j kombindtorokra vonatkozd konverzids szabdlyok legyenek a

kovetkezok:

2.5.12. Definici6. A CL(T) kombinstor logika 1ij gyenge redukciéi:

S'C EFG —,, C (EG)(FG), Ce(°
B'C FFG —,, C FE(FG), C e,
CC FEFG —,, C (EG)F, C e
A S’ kombindtor az §S'C EF fiiggvény G argumentumat , atadja”
mind az F, mind az F fiiggvénynek, a B’ kombindtor a B kombindtorhoz
hasonléan fiiggvény-kompoziciot végez, a C' pedig a C-hez hasonldan,
felcseréli az argumentumokat, vagy az F és F mindegyikét fiiggvénynek
tekintve, a G argumentumot az FE-hez, az ,eggyel balra levé” figgvényhez
viszi 4t (2.8. dbra).
Hatarozzunk meg néhdny optimalizdlé djrairdsi szabdlyt. Az
S'C(KE)FG —,, C(KEG)(FG) —, C E(FG),
B'C EFG —, C E(FG)
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2.8. abra. Az §', B' és C' kombinatorok graf-ijrairasi szabalya

és

S'C E(KF)G -, C (EG)(KFG) —, C (EG)F,
C'C EFG =, C (EG)F

egyenletekbdl a kévetkezd két optimalizdld djrairasi szabalyt kapjuk:
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o S'C(KE)F—B'C EF,
e S'C E(KIO)C EF.

Kénnyen bizonyfthaték a kévetkezd szabdlyok is:

o S(BCE)F —SCEF,
o S(KCE)F —BCEF,
o S(BC E)(KF)—C'C EF,

e B(CEF

e BFI

—B’'C EF,
—F,

e C(BCE)F w—CCEF.
Az qjrairdsi szabdlyok felhaszndldsaval azonnal lathaté, hogy a
CI\T) +-ext kombintor logikdban

S’ = B(BS)B
B’ = BB
C’' = B(BC)B

Ha a A} absztakciéba beépitjiik az optimalizdciékat, akkor a A} absz-

trakciés algoritmust kapjuk meg.

2.5.13. Definicié. A ) absztrakcids algoritmus:

FV(F)},
FV(G)},

A XNz . E kifejezést az E szerkezete szerint definidljuk:
Nz.x =l

Nz . E =KE, ha z ¢ FV(FE),

Nz . Ez =F, ha z ¢ FV(E),

Nz . EFG=B EF(Njz . G), ha z ¢ {FV(E)U
Nz . EFG=CE(Nz . F)G, ha z ¢ {FV(FE)U
Nz . EFG=S'E(XNz . F)(MNjz . G)ha z ¢ FV(E),
Nz . EF =BE(Nz . F), ha z ¢ FV(E),

Nz EF =C(MNz . E)F, ha z ¢ FV(F),

Nz . EF =SSNz . E)(Mz . F),  egyébként.
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Ha egy CL-kifejezés hossza m, és n valtozdt tartalmaz, akkor a
viltozékkal a A} absztrakcids algoritmust elvégezve ©(mn) hosszi kifejezést
kapunk.

Az 5§’ kombinator szerepét mér lattuk, most megmutatjuk a B’ és a C’
hasznossigat.

2.5.14. Példa. (A B’ és a C’' kombindtor)
Ha az E'I’ kifejezésben z; ¢ FV(E) (i =1,...,k), akkor

ANizizg...xp . FF =,
B (B'(...(B'B)...))E(Xzq2q...2p . F),

ez utdbbi kifejezésben pontosan k darab B’ kombinator van. Lithatd tehit,
hogy csak a masodik tagra kell az absztrakcidkat elvégezni.

Hasonléan, ha az E'I kifejezésben z; ¢ FV(F') (i=1,...,k), akkor

Ajzize...2p . BF =,

CC-..(CC)...))(Nzqzg...zp. E)F. |

2.5.8. Tovabbi kombindtorok

A fentieken kiviil, els6sorban a C-kifejezések hosszdnak csokkentésére,
még sok kombindtort definidltak, amelyek adott, specidlis felépitési CL-ki-
fejezések absztrakciéiban nagyon jél haszndlhaték.

llyen példaul a J és a J' kombinator, amit M. S. Joy vezetett be 1985-
ben:

JEPG -, EF,
JEFGH —, EFG.

A X, absztrakciés algoritmus ezzel a két 1j kombindtorral a
kovetkezdképpen mddosithato:

2.5.15. Definicié. A )% absztrakciés algoritmus:
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A Nz F kifejezést az E szerkezete szerint definidljuk:
ALz =/
N B =KE, ha z & FV(E),
Nz Fx =F, ha z ¢ FV(E),
N EFG=J EF (N . G), ha z ¢ {FV(E)U FV(F)U FV(G)},
Nro EFG=B EF(XNjz . G), ha z ¢ {FV(E)U FV(F)},
Nz KFG=CE(MN5z . F)G, ha x ¢ {FV(E)U FV(G)},
Nvx EFG=S"E(MNyx . F) (M2 .G)ha z & FV(E),
o EF =JE(Muz . F), ha z ¢ FV(E)U FV(F),
Na . EF =BE(MNz . 1), ha z & FV(E),
Moo EF =C(Maz. E)F, ha z ¢ FV(I),
Nz EFF =S(MNja . E)( XNz . F),  eqyébként.

Joy eredeti absztrakcigjdban nem szerepelt a K kombinator, mivel
o JIEFFP—FE,
és ezért Joy a fenti absztrakciés algoritmus mdsodik sorat a
Nye E = JIE, hazx ¢ FV(E)

alakban adta meg.

Ha egy CL-kifejezés hossza m, és n viltozét tartalmaz, akkor a
valtozdékkal a A% absztrakciés algoritmust elvégezve O(m(2n + 1)) hosszi
kifejezést kapunk.

J. B. Rosser is definidlt 1935-ben egy J nevii kombindtort:

JEFGH —»,, EF(EHG)

Ennek a J kombindtornak egy fontos tulajdonsiga az, hogy az {/, J} halmaz
a kombindtor logika egy bazisat (2.6. pont) adja. Megjegyezziik, hogy ebben
a bazisban példaul az S kombindtor kifejezése a zardjeleket nem szamitva
266 szimbdélumot, azaz Gsszesen 266 darab / és J kombinatort tartalmaz.
Megemlitjiik még a W kombindtort, amit duplikdtor kombindtornak
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neveziink:

WEF —,, EFF

A W kombinatorra
W =SS(KI)
= SS5(SK)
=CS/,

és példdul

e SKEI-WE.

Szintén J. B. Rosser vezette be a C, kombinatort, ami a
C.EF —,, FE

transzformaciét végzi. Ezzel a kombinatorral

C. = JIl,

C. =Cl,

C =JCG(JCG)HUCGC),

B =CUIC)UI),

W = C(C(BC(C(BJC)C))Ch).

1986-ban M. Sheevel definidlta a B* kombindtort, melyre
B*CEFG —, C(E(FG)).

A X5 absztrakcids algoritmusba ekkor a

Nz E(FG) = B*EF(M2.G), ha g {FV(E)UFV(F)}

épithetd be.

Erre a kombindtorra két optimalizdlé djrairasi szabaly hasznédlhaté:
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o S(KC)(BEF)—B*CEF
e BC(BEF) w—B*CEF

2.6. Bazis

A 2.1.1. definicié szerint az egyszerli kombinator logika kifejezései csak a K
és S konstansokat tartalmazhatjak, és ezeket a kombinatorokat az egyszerti
kombindtor logika bazisdnak neveztiik.

2.6.1. Definicié. Az egyszerii kombinator logika kifejezéseinek
bazisa:
Legyen Cy C C. A Cy halmaz a C' C C halmaz bdzisa, ha minden F € C'-re
van olyan I € (Cy)*, melyre K =, F.
A C° halmaz bdzisdt a kombindtor logika bdzisdnak nevezziik.

A fentiek szerint tehdt az egyszeri kombindtor logika bézisa a két elemi
{K,S} halmaz, hiszen minden F € C%ra E € {K,S}*. Hasonléan, a CL(®)
kombinator logika bazisa a {K, S, B, C} halmaz, a CL(T) kombin4tor logika
bézisa pedig {K,S,B,C,S",B’, C’}.

Littuk, hogy ezeknek a bazisoknak az elemei kifejezheték a K és S kom-
bindtorokkal, igy ezekhez a kombindtor logikdkhoz is valaszthaté a {K,S}
halmaz bédzisként.

M. Schénfinkel 1924-ben a kombindtor logika bazisénak a {B, C, I, K, S}
halmazt vilasztotta, bar a bdzis kombindtorait nem igy, hanem rendre
7, T, I,C, S-nek nevezte. Azt is megmutatta, hogy a B, C és | kombintorok
kifejezhetdk a K és S kombinatorokkal.

Haskell B. Curry 1927-ben, Schénfinkel dolgozatainak ismerete nélkiil,
a kombindtor logika bdzisdnak a {B,C, W,[I} halmazt hatirozta meg.
Amikor Schonfinkel munkdit megismerte, a K kombindtorral azonnal
kibévitette a rendszerét, de az S kombinatornak nem sok jelentéséget tu-
lajdonitott. Az S kombinator igazi szerepét a zdrdjeles absztrakceidk kidol-
gozisa hozta meg. Az S kombinator ebben a rendszerben a kévetkezé:

S =B(BW)(BBC).
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A hdrom bazis kozotti kapcesolatot a 2.9. dbra mutatja.

Schénfinkel | Curry

{K,S} {B,C,I,K,S} | {B,C,W,l.K}
K | K K K
S |S S B(BW)(BBC()
I | SKK / /
B | S(KS)K B B
C | S(S(KS)(S(KK)S))(KK) | C C
W | $5(5K) CS1 w

2.9. abra. Bazisok osszehasonlité tablazata

Most megmutatjuk, hogy van olyan CL-kifejezés, amellyel mind a K,
mind az S lefrhatd, azaz a kombinator logikdnak van egyelemii bazisa
is, s6t, mint l4tni fogjuk, tobb ilyen egyelemii bazis is létezik. Mivel az
egyelemii bazisokkal is lefrhatéak a kiilénb6z6 kombindtor logikdk kom-
bindtorai, megallapithatjuk, hogy a kiilonb6z6 kombindtor logikik kézott
csak szintaktikai kilénbség van. fgy tehat a tovabbiakban elegend6 csak
egy kivalasztott bdzisi kombindtor logikdval foglalkoznunk, ez a bazis
legyen az {S, K} halmaz. A kifejezések egyszeriibb leirdsira ezt a halmazt
még kibévithetjiik az I kombindtorral.

Legyen
X1 =S(S(SIHKK))(KS))(KK),
és megmutatjuk, hogy K = X1 X1 X és S = X1(X1X4), azaz az {X;} egy

egyelemi bézis.

Az egyszeribb szamolas érdekében optimalizaljuk a Xy kifejezést:

X1 = S(S(SIKK))(KS))(KK)

S(S(CIK)(KS)(KK) —
S(C(CIK)S)(KK) —
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C(C(CIK)S)K.
Ezzel a kifejezéssel

X1 X1 = C(C(CIK)S)KX1 —»y
C(CIK)SX1 K —,,
CIKX1{ SK —,,

IXi KSK —,,

X1 KSK =
C(C(CIK)S)KKSK —,
C(CIK)SKKSK —,,
CIKKSKSK —,,
IKKSKSK —,,
KKSKSK —,

KKSK —,

KK,

igy

X]X]X] =

KKX| —y,

K,

és

X](X] X]) =
C(C(CIK)S)K(KK) —s,
C(CIK)S(KK)K —s,
CIK(KK)SK —o,
IKK)KSK —s,
KKKSK —,

KSK —,
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S.
Konnyen belathatd, hogy a kovetkezd Xgq, X3, X4 és X5 CL-kifejezések
is egyelemi bdzisokat alkotnak:

X2 = S(S(SI(K? K)(KK)) (K2 S),
amelyre XoX, —+ S és X,S —t K,
X3 = S(SI(S(SI(KS))(K* ) (KK),

+ K és XsK -7 S,
X4 = S(S1(S(SI(KS))(K? K)))(KK),
amelyre XaX4Xs —+ K és XK —F S,
X5 =C(CIS)K,

amelyre XiXs —F K és X2X5 —F S.

amelyre X3X3X3 —

2.7. Konstansok és konstans fiiggvények

A A-kalkulushoz hasonléan, a kombindtor logikdban is van arra lehet6ség,
hogy konstansokat, konstans fiiggvényeket definidljunk, az egyszeri
tipusnélkiili kombinator logika egyes CL-kifejezéseit konstansoknak és a
konstansokon értelmezett fiiggvényeknek tekinthetjiik. Ezekre a CL-kifeje-
zésekre a szokdsos aritmetikai, logikai tulajdonsdgok is teljesiilnek.

2.7.1. A logikai konstansok és miiveletek
A logikai konstansoknak a kévetkez6 C1.-kifejezéseket feleltethetjiik meg:

true = K,
false = KI.

Az if nevi if-then-else CL-kifejezést az
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if = FFG
alakban definidlhatjuk, ahol K a true vagy false értéki feltétel, I és GG
pedig a then-dg és az else-dg CL-kifejezései.

2.7.1. Példa. (Azif true K'F applikdicio az F kifejezésre, az if false KF
pedig az F-re redukdlhatd)

if true I =
true FF =
M —>w E

?

if false K'F =

false FI' =

KIEF —,,

1F —, F. O
Haszndlva az imperativ nyelvekbdl jél ismert optimalizdlt kiértékelés

maédszerét, meghatirozzuk a logikai fiiggvények CT.-kifejezéseit.

and FF ~ if FF false =

EF false,

or F ~ if F true I'=
F true F

b
és hasonldéan

not I/ =~ if F false true =
F false true.

Fzekbdl pedig példaul a A} zardjeles absztrakcioval

and = Njyz.zy false = ... =

C’'C(CH(KI,

or = Nzy.x true y=...=
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CIK,
not = \Njz.x false true = ...=
C(CI(KI)K.

2.7.2. Példa. (and false true)

and false true =

CC(CH(KI)KNHK —,

C(CHKN)(KIK —,

CIKNK(KI) —,

IK(KT)(KI) -,

K(KI)(KI) —,,

Kl. O
2.7.3. Példa. (not false)

not false = C(CI(KI)K(KI) —y,
CIHKI)(KNHK —,

KKK —y,

KKK —y,

KI(KDK o,

—

w

X‘;

2.7.2. Listak és listakon értelmezett miiveletek

A ldncolt lista adatszerkezetkonstruktoranak, a fejelem és maradék rész
szelektoroknak a kdvetkezé CU.-kifejezéseket feleltethetjiik meg:

cons = BC(CI),
head = C(CIK,
tail = CI(KI).
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2.7.4. Példa. (Az{FEs, Fy, F1} lista fejeleme)

A lista konstruktor CL-kifejezését felhaszndlva az {F3, Fy, E1} lista a
kévetkezé:

cons F3(cons FyFy) =

BC(CHEs(BC(ClEyEy),
és ennek fejeleme

CIK(BC(CI)E3(BC(CIELEY)) —u
I(BC(CIYEs(BC(CI)Ealr))K oy

BC(CIYE5(BC(CIVEyE)K —o,

C(CIES)(BC(CHE,ENK oy,

CIEK(BC(CI)EyEy) oy,

IKE5(BC(CIVEyEy) =,

K E5(BC(CIEyEy) =,

P, =

2.7.5. Példa. (Az{FEs, Fy, F1} lista maradék része)
Az el6z6 példaban is szerepld lista maradékrésze a kovetkezo:

CI(KI)(BC(CHE3(BC(Cl)FEyEy)) —»y,
I(BC(CHES(BC(CHELED))(KI) —y,

BC(CHE3(BC(Cl)EzE ) (KI) —y,

C(CIE)(BC(CHEyE)(KT) =y,

CIEs(KI)(BC(CHEYE)) —»y,

I(KNEs(BC(CIEqFEy) —y,

@(BC(CI)EQEl) P

I(BC(CHELYE) —y

BC(ClEyFE, =

cons By Fy = {Fy, E1}. |
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2.7.3. A szamkonstansok és aritmetikai miiveletek

A kombindtor logikdban is konnyen definidlhaté egy normdlt, adekvit
szamjegyendszer. Legyen

Co = K I,
succ = SB,
zero = C(Cl(true false))true,

de a pred egy kissé bonyolult:
pred = C(C(CI(S(BC(CH)(SB)(CH(KNNH(C(CIHKN)(K))K.
Az n szam CL-kifejezését jeldljiik c,-nel, vagy roviden m-nel.

2.7.6. Példa. (FEbben a szimjegyrendszerben a szimok tehdt a kévetkezék)

0 = Kl

1  =succ 0= SB(KI),

2 =succ "17= (SB)?*(KI),
3 =succ "27= (SB)*(KI),

O

A természetes szamok fenti kombindtorait iterdtoroknak is nevezhetjiik,
mivel a ¢, EF CL-kifejezés normal forméja egy olyan E(E(...(F)...))F =
E"F CL-kifejezés, amelyben az F pontosan n-szer szerepel, azaz az F-t
pontosan n-szer alkalmazzuk az F kifejezésre.

2.7.7. Példa. (A cy E'F kifejezés)

co FF =
(SB)Y(KI) =
SB(SB(KI)EF —»,
BE(SB(KIE)F —




2.7. Konstansok és konstans fiiggvények 47
E(SB(KIEF) —,

E(BE(KIE)F) —»,

E(BEIF) —,

E(E(LE))

E(EP) 0
2.7.8. Példa. (zero cp —») true €s zero c; —} false )

zero cp =

C(Cl(true false))true cog —>y,

C I (true false)cotrue —,,

lco(true false)true —,,

co(true false )true =

K I(true false)true —,,

ltrue —,,

true,

és

zero ¢y =

C(Cl(true false))true cy —,,

C I (true false)cotrue —,,

lcy(true false )true —,

co(true false )true =

SB(SB(K!))(true false )true —»,,

B (true false)(S B (K1) (true false))true —,,

true false (S B (K1) (true false )true) =

K false (SB(K1)(true false)true) —»,,

false . O

Hasonléan a A-kalkulushoz, a kombindtor logikdban is megadhatdk az

osszeadds, szorzds és hatvanyozds miiveletek CL-kifejezései. Ha ¢; és ¢j a
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miiveletek két operandusa, expcic; a C;-:j értékét jeldli, akkor

add cic; = S’ B¢,

mulcic; = B cc;,

exp cicj = ¢jc;.

Koénnyen beldthatd, hogy a természetes sziamoknak megfeleltetett CI -

kifejezésekre ezek a miiveletek éppen a megfelelé aritmetikai miivelet
eredményének megfeleld szam C-kifejezését adjak.

2.7.9. Példa. (A ¢ és a ¢ Gsszeaddsdnak eredménye ciyj)
add cic;=S'B((SB){(KI))((SB)/(KI)),

és ha ennek a kifejezésnek az I és az F a két operandusa, akkor eredményiil
egy olyan kifejezést kapunk, amelyben az F-re az FE-t pontosan i + j-szer
applikdljuk.

S’B((SB)Y(KN)((SBY(KN)EF -,

B((SB)'(KNE)(SBY (KNE)F —,,

((SBY(KNE)((SBY(KNEF)

((SB)'(KNE)(EF)

F(FEF) =

B, O

2.7.4. A konstansos kombinator logika

Ha az egyszerli kombindtor logikit kibévitjik a most definidlt konstan-
sokkal és a konstansokon értelmezett miiveletekkel, akkor konstansos kom-
bindtor logikdrol beszéliink. Az 2.1.1. definiciéban meghatarozott egyszeri
CL-kifejezések tehat a kovetkezOképpen bovithet6k:

2.7.10. Definicié. A konstansos kombinator logika kifejezései:
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Tegyiik fel, hogy adott eqy nem feltétlenil véges, eqymdstol pdronként
kiilonboz6 viltozokat (szimbolumokat), a K és S konstansokat, a logikai
és szamkonstansokat, az ezeken értelmezett miveleteket, valamint a nyito-
és csukozdrojelet tartalmazo halmaz. Fzen a halmazon, mint dbécén
értelmezett kombindtor logikai kifejezések a kévetkezo szavak:

< kifejezés > n= < vdltozé >
| < konstans >
| < applikdcio >
< konstans > = K|S
| < szdmkonstans >
| < logikai konstans >
| < mivelet >
< applikdcié > == (< kifejezés > < kifejezés > )

A CL-kifejezések konnyebben és kényelmesebben irhaték és olvashaték,
ha a kombindtor logika beépitett, elére definialt konstansokat, és az ezeken
a konstansokon értelmezett elére definialt fliiggvényeket tartalmaz. Ezért
a tovdbbiakban a szdmkonstansokat leird CI -kifejezéseket a reprezentilt
szamkonstanssal, a fiiggvényeket a szokdsos miiveleti jelekkel jel6lhetjiik,
tehat példaul cp helyett 0-t, az add helyett a 4 jelet is irhatjuk.

2.7.11. Példa. (Matematikai kifejezések a konstansos kombindtor logikd-
ban)

RS

donsagat, hogy (2.4.5. tétel)
(Az.E)F —} Elz:=F)],

a konstansos kombinator logika lehetéséget ad a matemetikai kifejezések
CL-kifejezésekkel t6rténd egyszerii leirdsara.
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mat. kif. funk. kif. CL-kifejezés

1 1 K1

x z /

41 +z1 C+1

1+ 2z + 1z +1

x4y +xy +

2z *2 7 B(x21) — x2

z? XTI Sx 1 — Wx

2422+ 1|+ (+(xaz)(x22)1 | C+ (S + (Wx)(x2)1 O

2.8. Rekurzid, rekurziv fiiggvények

Az ??. pontban lattuk, hogy a A-kalkulusban a rekurziv fiiggvények az
Y fixpont kombinitor felhaszndlisival rekurzié nélkiil leirhaték. Hasonld
mondhaté el a kombindtor logikdra is, ezzel foglakozunk a kévetkezdkben.

2.8.1. A fixpont kombinator

Koénnyen beldthatd, hogy egy E CL-kifejezés fixpontjit az
Y=S(CB(SI)(CB(SI))

kombindtor elédllitja:

YE=S(CB(SI))(CB(SINE —,
CB(SINE(CB(SINE) -,
BE(SII)(CB(SIE) oy,
E(SI(CB(SINE)) -,
E(I(CB(SINE)(I(CB(SI)E))) -,
E(CB(SINE(I(CB(SINE))) —,
E(CB(SINE(CB(SINE))
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E(S(CB(SIN)(CB(SIN)E) =
E(YE).

Ezt a kombindtort H. B. Curry vezette le a Russel paradoxonbdl (ldsd 2.8.2.
pont), a redukcié graf-ijrairdsi szabdlya a 2.10.. dbrdn ldthatd.

Y/ \E >y E/ \0 Sy e Dy E/O

2.10. abra. Az Y kombindtor graf-ujrairdsi szabdlya

Az Y kombindtor CL-kifejezése a K és S kombinatorokkal a kévetkezo:

Y = S(S(S(KS)(S(KK))(K(SII)))
(S(S(KS)(S(KK))(K(S1T))).

A A-kalkulusbeli © Turing fixpont kombindtor megfelelgje a kévetkezd
CL-kifejezés:

O=(B(SH(SIN)(B(SH(S1)),
erre a fixpont kombinatorra az is teljesiil, hogy

OF -1 E(OF).

A MA-kalkulushoz hasonléan, az Y kombindtort is felhaszndlhatjuk a
rekurzi{v fliggvények rekurzié nélkiili lefrisira.

2.8.1. Példa. (A fac fiiggvény leirdsa)
Az ??. pontban lattuk, hogy a

fac(n) =if (n=0) then 1 else (n * fac(n — 1))

«s0 2



52 2. A kombindtor logika

fac=An.if (= n0) 1 (x n (fac (— n 1))),
és ebbdl
fac=Y(Afn.if (= n0)1 (xn f(—n1))).

A zéaréjelben levo kifejezésre a kombinator logika A} zdrdjeles absztrakcigjat
végrehajtva a

fac = Y(B(S(C'if(C — 1) 1))(B(S*)(CB(C — 1))))

kifejezést kapjuk. a

2.8.2. A Russel-paradoxon

A 7?. fejezetben lattuk, hogy a Russel-paradozon leirhaté a A-kalkulusban,
most megmutatjuk, hogy a paradoxon leirhaté a kombindtor logikiban is.
Megadjuk paradoxon CL-kifejezését, és az Y fixpont kombindtort most is
a paradoxonbdl vezetjiik le.

Jelolje az x € K reldciét az Kz kifejezés, melyre

, true, hax € B,
Fzr =
false, ha z ¢ B.

Ha A ={z |z ¢ 2}, azaz A a ,rendes” halmazok halmaza, akkor az z € A
és az = ¢ z reldciénak az

Ax =, not(zz)
CL-kifejezés felel meg, amelybdl

Az =, not(zz) o\,
Bnotz z +,

W (Bnot )z.

Tehat a kiterjesztési axioma alapjan
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A =, W(Bnot),

és ebbdl

A «,, BWBnot.

Ha azt vizsgdljuk, hogy az A halmaz ,rendes” halmaz-e, akkor most is az

AA —F not (AA)

w

kifejezést kapjuk, amibdl 1dthatd, hogy az AA a not fixpontja. Ugyanakkor

AA = BWB not(BW B not) +,,
S(BWB)(BWB)not <,
WS (BWB)not,

és ha a WS (BWB) kifejezést Y-nal jeloljiik, akkor azt kapjuk, hogy
Ynot -1 AA,

azaz, az AA-t az Y not hatdrozza meg. Mivel az AA a not fixpontja, az
Y=WS(BWB)

kifejezés egy fizpont kombindtor.

Az Y fixpont-kombindtor tehit a Russel-paradoxonbdl levezethetd, és
ezért nevezte Curry az Y-t paradoxon-kombindtornak.

Kénnyen belathaté, hogy ez a fixpont kombinator a korabban megadott

Y = S(CB(SI1))(CB(SI1))

kombinatorral ekvivalens.
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2.8.3. CL-definialhaté fliggvények

Ebben a pontban fiiggvényen az f : N® — N leképezést értjiik, az n és m
betiikkel a természetes szdmokat jeloljiik.

Az ?? pontban foglakoztunk a A-definidlhatésdggal, most azt vizsgiljuk
meg, hogy a kombindtor logikdban hogyan definidlhaték a fiiggvények.
Természetesen nem meglepd, azt az eredményt kapjuk, mint a A-kal-
kulusban, a parcidlis rekurziv fliggvények osztdlya megegyezik a CL-
definidlhaté fiiggvények osztalyaval.

2.8.2. Definicié. CL-definialhaté figgvény:
Azt mondjuk, hogy az f n-vdltozés figgvény CL-definidlhato, vagy kom-

bindtorosan definidlhato, ha ezt a figguényt az F € C° kombindtor
reprezentdlja, azaz minden mq, ma,...m, -re

Fmymg... My, = f(mi,ma,...,my,).

Mivel a szdmjegyrendszer normalt szdmjegyrendszer, ezért feltehetjiik,
hogy a fenti definicioban szereplé szamjegyek normdl formaban vannak,
azaz, minden szadm CL-kifejezésének, igy a jobboldalon allé kifejezésnek is
van normal formdja.

Most megmutatjuk, hogy a primitiv rekurziv fiiggvények (??. definicid)

CL-definialhatok.

1. A Z = 0 nullviltozdés nulla értéki konstans fiiggvény C1 -kifejezése:
0= KI.

2. A suce(z) =z + 1 egységgel noveld fiigguény CL-kifejezése:
succ = SB.

3. Az UM(my,mg,...,my,) =m; (1< 1< n) szelektor figgvény CL-ki-
fejezése:

Nmimg...m, .m;.
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4. Ha a g, hy, ..., h, primitiv rekurziv fiiggvények CL-kifejezései rendre
G,Hy,..., H,, akkor a helyettesitéssel definidlhatd

flmy,mg,...,m,) =

g(hi(mi,ma, ... ,my), ho(my, ma, ... ymy), ... hp(ma, me, ..., my,))
primit{v rekurziv fiiggvény C1 -kifejezése:

F=Xmimg...m, . G(Hmimg...my,)...(Hymimg...my).

5. A primitiv rekurzié miveletét az

F(0,mq,...,my) = g(my,...,my,)

f(suce(m),my,...,my) = h(m, f(m,my,...,mu), my,...,my,)
figgvényekkel adtuk meg. Jeldlje a ¢ és h primitiv rekurziv
figgvények CI -kifejezéseit G és H.

Az f primitiv rekurziv fiiggvény CL-kifejezése megadhatd az Y fix-
pont kombindtorral is, de erre a ClL-kifejezésre P. 1. Bernays adott
egy rekurzié mentes leirdst:

F=Xmmy...my,. R(Gmy...my)(H'my...my)m,
ahol R egy olyan kombindtor, amelyre

RE1E2 0 > Fy
R Fy Fs(succ n) —>,, FEan(R FE1FEan),

és
H = Xmy...myuv. Huomy ... m,.
A 2.4.5. tétel és az R gyenge redukcidinak az alkalmazdsaival

FOmy...m, —}

R(Gmy ... my,)(H'my... m,)0 —,
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Gmy ... Ty,
és
F(succm)my ... m, —}

R(Gmy ... Ty,)(H'my ... Ty,)(succ ) —,,
H'my...m, m(R(Gmy ... m,)(H'™my ... m,)m) <«
H'my ... WM, m(Fmmy ... m,) —F
Hm(Fm my ... My,)My ... My,
azaz az 5. pontban lefrt primitiv rekurzié teljesiil. Most mar csak az
R kombindtort kell megadnunk. Legyen
R = Mzyu.u(Qy)(P0z)1,

ahol

Q = Xyv. P(succ (v 0))(y(v 0)(v 1)),
P=XNzyz. z(Ky)z.

A P kombindtorrél belithatd, hogy

PEFD )
PEF(succm) —t P
Ekkor
RE\E, 0 —

0(QE,) (P OE)T =
KIQE)(POE)T —F
POET —F

F;.

Hasonléan az is kénnyen belathaté, hogy

R E\Fy(succn) —f
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Egn(RElEQ’IZ) .
Tehdt a primitiv rekurziv fiiggvények a fenti 1-5. pontokban megadott
médszerekkel ClL-definidlhaték, gy a kévetkezd tételt kaptuk:
2.8.3. Tétel. (Kleene tétel)
H Minden primitiv rekurziv fiigguény CL-definidlhato.

A teljes rekurziv fiigguényeket a primitiv rekurziv fliggvények
definiciéjdban szereplé alapfiiggvényekkel, a helyettesités, a primitiv
rekurzié és a minimalizdlds miiveleteivel kapjuk meg (??. definicid). Meg-

mutatjuk, hogy a minimalizdlds is lefrhaté a kombindtor logikdban.

6. A ??. pontban littuk, hogy a minimalizalas

f(my,...,my) = h(pm(g(ma,...,m,, m)=0))

fiiggvényének megaddsiban szereplé pum(g(mi,...,m,,m) = 0)
eléallithaté egy min(my, ..., my, m) fiiggvény felhaszndldsival, az
m=0;
min(my,...,my,m) = if  g(mi,...,my,m)=0
then m
else min(my, ..., my,, succ(m));

programmal. Ekkor tehdt

min(my, ..., my,0) = um(g(my,...,my,,m) =0),
és gy
flmy,...,my,) = h(min(my,...,my,,0)).

Ha az f, h és a min fiiggvény ClL-kifejezése ', H és min, akkor

F=Xmq...my.H(minmy...m,0).

Most mar csak a min fiiggvénynek kell a CL-kifejezését megadnunk.
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Ezt megadhatjuk az Y fixpont kombinator felhasznédlasaval, de P. 1.
Bernays erre is kidolgozott egy rekurzié mentes lefrast.

Jelélje G a g fiiggvény CL-kifejezését. Ekkor
min = X*my ...m,m.Q(Gmy...my)m,
ahol

Q@ = Nay. Tz(zy)(T2)y,
T =Xz.P0(Muv. u(z(succ v))u(succv)),
P=Xazyz. z(Ky)z,

ahol P megegyezik a primitiv rekurzié 5. pontjiban szerepld P kife-
jezéssel.

Elészor a () CL-kifejezésnek azt a tulajdonsigdt bizonyitjuk be, hogy

QE1E2 —- Es, ha FyF; =, 67

w

QE1E2 —i>$ QEI (SUCC Ez), ha E1E2 —w m, m #w 6

Megjegyezziik, hogy mindkét sor baloldaldn a (Q F)F; kifejezés van,
a feltételben viszont az (F1 Fy) kifejezés szerepel.

QFFy =
(Nazy. Tz (zy)(Tz)y)E1Ey —,
TEl(ElEQ)(TEl)EQ =

(A*z . P O(XNuv . u(z(succ v))u(succ v))) F1(F1Ey) (TE ) Fy —,

P O(A*uv . u( Fy(succ v))u(succ v)) (F1Eq) (T FE1) Es.

Ha FE,F; = 0, akkor a P kombindtor kordbban méir megadott
PEF0 —F redukcidjanak végrehajtasa utan

6(TE1)E2 =
K/(TEl)EQ —|>+

w
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E2a

és ha F1E, =m, akkor a PEF(succ m) —1 F alapjén
(M uv . u(Fy (succ v))u(suce v)) (T FE) Ey —3,
T Ey(Fy(suce Fy)) (T Fy)(suce Fg) <y

(Ay . TEL(E1y) (T Ev)y) (suce Ey) <

(Mzy . Tz(zy)(Tz)y)F(succ Fy) =

QF\ (succ Fy).

Ezzel a (Q megadott tulajdonsigait bebizonyitottuk.
A min fiiggvény fenti definicidja alapjin

minTy ... m, m -1

Q(Gmy ... m,)m,

és felhaszndlva a @ tulajdonsigait, ha Gy ... m, m =, 0, akkor

Q(Gmy ... m,)m —} m.

Ellenkezé esetben, azaz ha Gy . ..M, M #, 0, akkor
Q(Gmy ... m,)m —}
Q(Gmy ... my,)(succm) «f
min Ty .. .M, (succ m).
Megmutattuk tehdt, hogy a min kifejezés valéban a min fiiggvény
CL-kifejezése.
A fenti 1-6. pontokkal a teljes rekurziv fliiggvények CL-definidlhatdk,
igy kimondhatjuk a kévetkezd tételt:
2.8.4. Tétel. (Kleene tétel)
H Minden teljes rekurziv fiiggvény CL-definidlhato.

A M-kalkulushoz hasonléan, a parcidlis rekurziv figgvények a normdl
formaval a kombindtor logikiban is definialhatok gy, hogy ahol az
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f(mq,mg,...,my,) nincs értelmezve, ott az f-nek megfeleltetett F° CL-ki-
fejezésre az F'my My ...m, kifejezésnek ne legyen normdl formaja.

Ezzel a definiciéval azonban hasonlé probléméakat kapunk, mint a A-
kalkulusban, a parcidlis rekurziv fiiggvényeket a kombindtor logikdban is
a megoldhatosdg alkalmazdsival tudjuk csak pontosan definidlni. Ezzel
a témakorrel nem foglalkozunk, de megemlitjik a parcidlis rekurziv
figgvények és a Cl-definidlhatésdg kapcsolatdt:

2.8.5. Tétel. (Kleene tétel)

H Minden parcidlis rekurziv fliiggvény CL-definidlhato.

2.9. A M-kalkulus és a kombinator logika kapcso-
lata

Ugy tlinik, kiilénosen a A* absztrakcié bevezetése utian, hogy a kombina-

tor logika és a A-kalkulus kozott sok hasonlésdg van. A kévetkezdkben a

kombinator logika és a A-kalkulus koz6tti kapesolatnak, a kifejezések kon-
vertidlhatdsdgdnak tulajdonsigait vizsgdljuk meg.

2.9.1. Definicié. A C = A traszformacio:
Ha F € C, akkor alakitsa dt ezt a CL -kifejezést eqy A-kifejezésre a

(-)A:CIZ>A

leképezés, ahol

(m)l\ =,
(K)A — K,
(S)A = Sa
(EF)/\ — (E)/\(F)/\

A kombinétor logika gyenge redukcidja ,,megfelel” a A-kalkulus fS-re-
dukcidjanak, ezt mondja ki a kovetkez6 tétel (2.11. dbra).

2.9.2. Tétel. (A (-)a leképezés gyenge redukcio tartd)
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H Ha az E és F CL-kifejezésekre E- —7, F, akkor (E)x —7% (F)a.

A tétel az 1Y —), I szerkezetére vonatkozé indukciéval lathatd be.

) (f

C

\ Fa / o F )

2.11. dbra. A () : C & A leképezés gyenge redukcid tartd

A (-)a leképezés azonban a f-redukciét nem tartja meg, azaz ha az
(E)a és (F)p A-kifejezésekre (F)a —DE (F), ebbél még nem feltétleniil
kovetkezik, hogy F —f F (2.12. 4bra).

\ (F)a ] F | E A F

2.12. dbra. A () : C = A leképezés és a f-redukcid

2.9.3. Példa. (Az S(KI)K kifejezés)
Ha F = S(KI)K, akkor

(S(KNK)p =+ S(KNK =
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(Azyz.22(y2))(KNK -7

Az. Kz =
Az (Azy.x)z —g
Az Ay z =K.

Mivel (K)a — K, az S(KI)K —} K redukciét kellene igazolni, de ny-
ilvinvald, hogy ez nem lehetséges. O

Most vizsgdljuk meg a forditott irdnyu leképezést. Jeldlje az FE A-kife-
jezés dtalakitdsat (F)c, tehat definidljuk a

(-)c A C
leképezést.

2.9.4. Definicié. A A = C transzformacié:
Ha F € A, akkor alakitsa dt ezt a \-kifejezést eqy CL -kifejezésre a

(e:A=C
leképezés, ahol

(z)e ~ oz,
(EF)c = (E)e(F)e,
(/\;r . E)C = Az, (E)C

Azt varnank, hogy ha F —>E F a A-kalkulusban, akkor az (E)¢ —7
(F)c levezetésnek is teljesiilnie kellene a kombindtor logikdban, ez a tu-
lajdonsag azonban, mint a kdvetkezd példa mutatja, nem teljesiil (2.13.
abra).

2.9.5. Példa. (A Az.(ly) kifejezés)
A A-kalkulusban
Az . (ly) = Az (Az.2)y) —p Az.y,

és a két A\-kifejezésre
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\ F / \ (F)c /

(B)e £o% (Fe

2.13. dbra. ()¢ : A = C és a redukcidk

Nz .

valamint
Az .y)e—
Az . (y)e
Aa.y=
Ky,

és nyilvanvald, hogy a kombindtor logikiban

S(KI)(Ky) +#3, Ky.
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A 2.9.3. és 2.9.5. példik adjik meg annak a magyarazatat, hogy a kom-
bindtor logikiban a redukdlisok és a normal forma a ,,gyenge” jelz6t kapja.
A gyenge jelz6 azt jelenti, hogy ha egy CL-kifejezés nem redukalhato, azaz
(gyenge) normal formdban van, akkor eléfordulhat, hogy a neki megfelel-
tetett A-kifejezésnek van redexe, tehdt a neki megfeleltetett A-kifejezésben
tovabbi redukcidkat lehet végehajtani.

A kombinétor logikdban is definidlhatjuk a megoldhatésdgot, azt mond-
juk, hogy az F ClL-kifejezés megoldhatd, ha léteznek olyan Fy, Fy, ..., F),
CL-kifejezések, amelyekre EF1 Fy ... F, =, |. A megoldhatdsdg ( és a vele
ekvivalens fej normdl forma) viszont mar invarians tulajdonsdg a A-kalkulus
és a kombinator logika kézott, azaz ha F € A és G € C, akkor

2.9.6. Kovetkezmény.

A normdl forma nem invaridns tulajdonsdg a A-kalkulus és a kombindtor
logika kézétt.

e F megoldhaté akkor és csak akkor, ha (F)¢ megoldhatd,
e (G megoldhaté akkor és csak akkor, ha (G), megoldhatd.

A normal forma nem-invaridns tulajdonsigit az okozza, hogy a kombi-
nator logikdban a A-kalkulus ¢-szabélya nem érvényes, azaz ha £ —F I,
akkor \*z . E /At Nz . F.

Azonban, ha a CL+ext kalkulusban vizsgdljuk a CL-kifejezések
egyenlGségét, azt tapasztaljuk, hogy ebben a kalkulusban a (-)¢ leképezés a
G-redukciékat megtartja.

2.9.7. Példa. (A 2.9.5. példa a CL+ext kalkulusban)
Ha a 2.9.5. példa két eredményére az F kifejezést applikdljuk, akkor

S(KI)(Ky)E —,,
KIE(KyE) —.,
H{KyE) —y,

KyE —, y,
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és
Kyk —u v,
azaz a7z ext axidéma alapjin a két kifejezés egyenld. O

Az ext axidmaban megfogalmazott kiterjesztés egy kicsit gyengitheto,
a J-redukcié megtartisa még a gyengébb feltétel mellett is teljesiil.

2.9.8. Definicié. Funkcionalis CL -kifejezés:

Az E CL-kifejezést funkciondlisnak nevezzitk, ha a kévetkezé CL -kifeje-
zések eqyikével ekvivalens:

K, KF, S, SF, SFG.

Megjegyerzziik, hogy egy F CL-kifejezés A*. F (L -kifejezése mindig
funkciondlis, ezért a Az .F M-absztrakciénak megfeleltetett (Az.F)e —
Az . (F)e Cl-kifejezés mindig funkciondlis, a A-kifejezés , fiiggvény jellege”
az atalakitds utan kapott CL-kifejezésben is megmarad. Kz a tulajdonsig
csak a A* és AT absztrakcidkra all fenn.

A Atwezt-kalkulusban a kiterjesztési axiomat (?? és 7?7 definicid) csak
olyan Kz, Fx A-kifejezésekre mondtuk ki, ahol F és I A\-absztrakcié. Mivel
a A-absztrakcidknak a funkciondlis CL-kifejezések felelnek meg, ha a kiter-
jeszthetdséget csak a funkciondlis C'L-kifejezésekre engedjiik meg, akkor a
kiterjeszthet6séget most is gyengének nevezzik.

2.9.9. Definicié. Gyenge kiterjeszthetdség:
Ha FE és F funkciondlis CI -kifejezések, Ex =, Fz, és z ¢ FV(F),
r & FV(F), akkor ¥ =, F.

Ha a kiterjesztés helyett a gyenge kiterjesztést adjuk meg axiémaként,
akkor a CL4wezt kalkulust kapjuk meg.

2.9.10. Definicié. Az egyszerii tipusnélkiili gyenge kiterjesztett
kombinator logika:
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A gyenge kiterjesztett kombindtor logikdt gy kapjuk meg, hogy a kombi-
ndtor logika axiomdil kiegészitjik a

Il.vi. F és F funkciondlis,
Kr=, Fr = K=, F  gyenge kiterjeszthetbséqg (wext)

axiomdval.

A CL+wext kombindtor logika a J-redukciékat megtartja, ezt mondja
ki a kévetkezo tétel.

2.9.11. Tétel. (A (-)c leképezés -redukcid tarté CL+wezt -ben)

Ha az F és F \-kifejezésekre F —% F, akkor a CL+wext kombindtor
logikdban (E)c —%, (F)c.

Megjegyerzziik, hogy a ClL+ext kombindtor logika esetén a [-reduk-
ciék és gyenge redukcidk tartisa csak a An-kalkulusra, vagy az ezzel ek-
vivalens A+ext-kalkulusra teljesiil, C'L kombindtor logika esetén a A+wezt-
kalkulusra pedig csak akkor, ha a A}, A% vagy a A} zardjeles absztrakciot
hasznaljuk.

(2.14. dbra.)

CL C CL+4+ wext C CL + ext

T

A+ wezxt A C Atext= Ay

N

2.14. abra. A A-kalkulus és a kombinator logika
Ezek utan vizsgéljuk meg, hogy a (+)¢ és a (-)a leképezések kompozicidja
milyen eredményt ad.

2.9.12. Tétel. (A ((-)c)a leképezés)
H Minden E A-kifejezésre - —% ((E)c)a-
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A C

= (E)
/
=
\ (E)e)a <=7 \ /

2.15. dbra. Az E és az ((E)c)a kapcsolata

N

A tétel (2.15. dbra) kovetkezménye az, hogy ha F € A", azaz az F nem
tartalmaz valtozékat, akkor (K)c-ben csak K, S kombindtorok vannak, és
igy ((E)c)a is csak a K, S kombindtorokbdl all. Mivel a fenti tétel alapjan

k =0 ((b) )Aa

igaz a kovetkezé allitas:

2.9.13. Kovetkezmény.

Ha F € A, akkor az F leirhaté egy olyan \-kifejezéssel, ami csak a K és
S kombindtorokat tartalmazza.

Ez a kévetkezmény az alapja annak, hogy a K és S kombinatorokat a
A-kalkulus bdzisdnak nevezziik.

A fenti tétel a leképezések forditott sorrendii elvégzésére nem teljesiil,
azaz ha F € C, akkor ' /% ((E)a)e (2.16. abra).

Ezt mutatja a kovetkezd példa.

2.9.14. Példa. (A ((K)a)c kifejezés)
((K)a)e =

(Kle =

(Azy.z)c —
XNz, (Ay.z)e —
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) (¢

/

(E)a
/\
\ / > ((BE)a)e ) E Ao ((E)a)e

2.16. dbra. Az E és az ((E)a)c kapcsolata

Q// \\>

XNz, (Ny.(z)e) —
XN, (Ny.z) =

N .Ke =
SNz . K)(Nz.z) =
S(KK)(\z.z) =
S(KK)I,

és nyilvanvalé, hogy
K A% S(KK)I. O

Ha a fenti 2.9.14. példa K és S(KK)I kifejezéseire zy-t applikdljuk,
akkor

Kry —w z,

és

S(KK)lzy —y,
KKz(lz)y —y
K(lz)y —w

Iz —, €z,
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azaz a fenti két kifejezés a CL+ext kalkulusban megegyezik. Az ext axidma
helyettesithetd a gyengébb wext axidémaval, és igy kimondhaté a kévetkezd
tétel.

2.9.15. Tétel. (A ((-)a)c leképezés)

A CL+wext kombindtor logikdban minden F CL-kifejezésre 2 —7,
((E)a)e-
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A. FUGGELEK

A kombinator logika kombinatorai

e A kényvben szerepld kombindtorok és gyenge redukcidik

KEF -, F

SEFG -, BG(FG)

K T

BEFG -, E(FG)

CEFG -, FEGF

S'’CEFG -, C(EG)(FG) Cec’
B'CEFG -, CE(FG)  Cec®
B*CEFG -, C(EFG) Cec’
CCEFrG —, C(EG)F Cec?
WEF -, FEFF

JEFG —~y  BF (Joy)
JEFGH  —, FEF(EFHG) (Rosser)
JJEFGH  —,, FFG

C.EF -, FFE

YE woy  BE(YE)

OF —, F(OF)

71
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e Néhany kombindtor kifejezése
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OSSSSSSLLAIOAABTI®OL KV X =~ = = =

o

< < <

SKE
SB(KI)

CKC

WK

BS(BK)

B(BW)(BBC)
B(B(BW)C)(BB)
S(KS)K

BSK

CIC)JI)
S(S(K(S(KS)K))S)(KK)
S(BBS)(KK)

JC. (JCH(JCL)

BB

B(BC)B

B(BS)B
B(B(B(B(BW)C)(BB)))B
sl

SS(SK)

SS(KI)

S(Cl)

C(S(CO)(CO))
C(C(BC(C(BJC.)C.))CL)
Cl

i1

WS(BWB)
SSI(SB(K(SI)))
S(CB(SI))(CB(SII))

(Rosser)

(Rosser)

(Rosser)

(Rosser)
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o Néhany optimalizaldé djrairasi szabaly

S(KE)I = F
S(KE)(KF) —  K(EF)
S(KE)F s BEF

SE(KF) — CEF
S(KE) — BE
S(BC E)F — S'C EF
S(KC EYF — B'C EF
S(KC)(BEF) +— B*CEF

S(BCE)(KF) — CCEF

SEI — WE

B(C E)F — B'C EF

BC(BEF) — B*CEF

BEI = B

BIE = K

B(BEF) — B'EF

C(BCE)F = CCFEF

C(BEF) — CEF

S'C(KE)F  +— B'CEF

S'C E(KF) = CCFEF

CEIF — CFEF

JIE = K (Joy)

Y(KE) = K
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ka
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gyenge, 65
kiterjeszthetéség, 65
normal forma, 2.3., 13-18, 64
redex, 8, 13
redukdlhaté kifejezés, 8, 13
redukcid, 7, 27, 33, 64
forditott, 8

helyettesités, 2.1.3., 4-7, 55

identifikdtor, 8
iterdtor, 46

kifejezés
kombindtor logika
egyszeril, 2
konstansos, 49
redukdlhaté
gyenge, 8, 13
kiterjesztett kombindtor logika,
12
gyenge, 65
kiterjeszthetbség, 12
gyenge, 65
kombinéator, 4
fixpont, 50-52
paradoxon, 53
primitiv, 4
kombinator logika, 1, 2., 1-69
axiomai, 2.2.2., 11-12
egyszeri
kifejezés, 2
konfluens, 18
konstansos, 48
kifejezés, 49

konzisztens, 18
operaciés szemantikija, 2.2.,
7-13

szintaktikdja, 2.1., 1-7
kompozitor, 27
konfluens

kombinator logika, 18
konstans, 2, 27, 33, 2.7., 42-50

figgvény, 2.7., 42-50

logikai, 42—44

szam, 46-48
konstansos

kombindtor logika, 48

kifejezés, 49

konvertalhaté CI-kifejezések, 10
konverzié

a, 4, 22
konzisztens

kombindtor logika, 18
E-szabaly, 64

lancolt lista, ldsd lista
lista, 44, 2.7.2., 44-46
miivelet, 2.7.2., 44-46
logikai
konstans, 2.7.1., 42-44
miivelet, 2.7.1., 42-44

megoldhatésig, 60, 64
minimalizalds, 57
mnemonik, 3
miivelet
aritmetikai, 46—48
lista, 44-46
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logikai, 42-44

normal
forma
gyenge, 13, 2.3., 13-18, 64
sorrend i
redukdldsi stratégia, 18
normalt szdmjegyrendszer, 46

operacios szemantika
kombinator logika, 7-13

optimalizalds, 26

optimalizalt kiértékelés, 43

paradoxon

Russel, 52-53
paradoxon-kombindtor, 53
parcidlis rekurziv fiiggvény, 59
permutdtor, 27
primitiv

kombindtor, 4

rekurzié, 55

rekurziv figgvény, 54

redex
gyenge, 8, 13
redukdldsi stratégia, 2.3.1., 14—

18

normal sorrendii, 18
redukdlhatd kifejezés

gyenge, 8, 13
redukcié

gyenge, 7, 27, 33, 64

forditott, 8

reflexiv relacio, 2, 7, 11

rekurzié, 2.8., 50—60
primitiv, 55
reldcié
equivalencia, 2, 11
reflexiv, 2, 7, 11
szimmetrikus, 2, 7, 11
tranzitiv, 2, 7, 11
részkifejezés, 5
rombusz-tulajdonsag, 16
Russel-paradoxon, 2.8.2., 52-53

szabdly

&, 64

ujrairdsi, 26
szamjegyrendszer, 46

adekvit, 46

normalt, 46
szamkonstans, 2.7.3., 4648
szemantika

operacios

kombindtor logika, 7-13

szimmetrikus reldcié, 2, 7, 11
szintaktika

kombindtor logika, 1-7

teljes rekurziv fiiggvény, 57
tranzitiv relacié, 2, 7, 11

ujrairdsi szabdly, 26
valtozd, 2, 2.1.2., 4, 49
zardjeles

absztrakcié, 2.4., 19-25
A% 19
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zart

%, 23
A%, 24
A%, 30
X%, 35
\%, 37

CL-kifejezés, 4



