EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
INFORMATIKAI KAR

CSORNYEI ZOLTAN

FUNKCIONALIS PROGRAMNYELVEK
IMPLEMENTACIOJA

I. RESZ

A \-KALKULUS!

BUDAPEST, 2003

! Részben az OTKA T037742 tamogatasaval



ii

Jelolések

A kényvben az abécék betiiivel és a betutipusokkal a kdvetkezdket jeldljiik:

XY, 2, ... A-kalkulus €és kombindtor logika vdltozo
E,F,G, ... X-kalkulus és kombindtor logika kifejezés
C,D A-kalkulus kontextus
XY, Z,... X-kalkulus kontextus vdltozo
a,B,7,... tipusos A-kalkulus tipusvdltozo
A, B,C,... tipusos A-kalkulus tipuskifejezés
kurziv matematikai fliggvény
sans serif A-kalkulus kifejezés neve
sans serif kombindtor logika kifejezés neve
= ekvivalencia
eqyenléség
— tipuskonstruktor
— redukcio
> kombindtor logika optimalizdlds
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1. FEJEZET

A A-kalkulus

A A-kalkulus elsé definicigja és elméletének elsé eredményei Church-tdl
szarmaznak 1932-33-bél. Church célja az volt, hogy olyan kalkulust, azaz
kifejezések definidldsira és dtalakitisira szolgdléd rendszert készitsen, amely-
lyel a fiiggvények tulajdonsigai, elsésorban kiszdmithatésiguk tulajdonsa-
gai jol vizsgalhaték.

A A-kalkulus volt az elsd olyan ,eszkdz”, amellyel a fliggvények kisza-
mithatésiga kezelhetd volt. A klasszikus halmazelmélet, amely a fiiggvényt
argumentum—érték parok halmazanak tekinti, nem alkalmas a rekurzié ke-
zelésére, azaz benne egy fliggvény 6nmagaval torténd applikicidja nem
irhato le.

A A-kalkulus rendkiviil egyszerii, és haszndlhatésigit az adja, hogy a
rekurzié benne a rekurzié explicit leirdsa nélkiil leirhaté. A A-kalkulus
konzisztens, mint matematikai rendszer, nincs benne ellentmondas, nincse-
nek benne paradoxonok.

Kleene megmutatta, hogy minden kiszamithaté fiiggvény leirhatd A-
kalkulusban, és a A-definidlhaté fiiggvények pontosan a kiszdmithaté fiigg-
vények. A Church—Rosser tételek pedig kimondjik, hogy egy kifejezés
értékének a meghatirozisakor a szimitis eredménye, ha létezik, fiiggetlen
a kiszdmitisban alkalmazott stratégiitdl.

A A-kalkulus az els6 funkciondlis programnyelvnek tekinthetd, annak
ellenére, hogy kidolgozdsdnak idépontjiban még nem is voltak szdmité-
gépek. Ugyanakkor a A-kalkulus egy olyan egyszerii funkciondlis program-
nyelv, amelyre minden més "magasszinti” funkciondlis nyelven irt program
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atalakithaté. Ezért elegend6 a A-kalkulust interpretdlni, egy A-kalkulus-in-
terpreter minden funkciondlis nyelvii programot végrehajthat. Azonban a
A-kalkulus interpretalasa méar nehezebb feladat, a funkciondlis nyelvek kor-
szerll implementélasira kifejezés- vagy graf-redukciés médszereket hasznal-
nak.

Minden funkciondlis program egy kifejezésnek tekinthetd, a program
végrehajtasa a kifejezés értékének meghatirozdsit jelenti. Mint majd 1atni
fogjuk, a funkciondlis programokat alkotd kifejezések leirhaték a A-kalku-
lus kifejezéseivel is. A A-kalkulus kifejezéseit A-termeknek vagy A-kifeje-
zéseknek nevezziik.

A kifejezések egyszeriibb lefrasira a funkciondlis nyelvekben fiiggvény-
definiciék adhaték meg, a kifejezésekben ezekre a fiiggvényekre a definici-
okban megadott fiiggvénynevekkel lehet hivatkozni. A A-kalkulusban erre
nincs lehetéség, a A-kalkulusban csak névtelen fiiggvények definidlhatdk.

A funkciondlis program végrehajtisa a A-kifejezés kiértékelését, azaz
a legegyszeriibb formdara hozdsat jelenti. A A-kalkulus ennek elvégzéséhez
ad atalakitisi szabdlyokat, azaz a A-kalkulus a A-kifejezések k&zotti olyan
egyenl6ségekbdl all, amelyek levezethetok a konverzids szabdlyokbdl szér-
maztatott axiémakbdl.

1.1. A X-kalkulus szintaktikaja

Elbszor megadunk egy dbécének nevezett halmazt, a A-kalkulus jelkészletét.
Ha ennek az abécének a betiiit egymds mellé irjuk, konkatendljuk, akkor
szavakat kapunk, ezek lesznek a A-kalkulus kifejezései. A A-kalkulus kife-
jezéseinek szintaktikdjit dgy definidljuk, hogy megmondjuk, mely szavak
,helyesek”. Ezutdn az operdciés szemantikaval foglalkozunk, és csak ezutdn
adjuk meg a A-kalkulus pontos definiciéjat.

1.1.1. Definicié. Az egyszerii tipusnélkiili A-kifejezések:

Tegyiik fel, hogy adott eqy nem feltétlenil véges, eqymdstol pdronként
kiilonb6z6 vdltozokat (szimbolumokat), a X jelet, a pontot, valamint a
nyité- és csukdzdrdjeleket tartalmazo halmaz. Kzen a halmazon, mint
dbécén értelmezett A-kifejezések a kéovetkezo szavak:
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< A-kifejezés > = < wvdltozé >

| < X-absztrakcio >

| < applikdcié >
< A-absztrakcic > = (A < vdltozé > . < A-kifejezés > )
< applikdcié > = (< A-kifejezés > < A-kifejezés > )

A A-kalkulusban, ellentétben a funkciondlis nyelvekkel, nincs tipusfoga-
lom, és az ,,egyszeri” jelz6 arra utal, hogy nincsenek benne sem konstansok,
sem konstansokon értelmezett fiiggvények.

A tovdibbiakban a A-kifejezéseket nagybetiikkel, a viltozékat kisbetiikkel
jeloljiik, és a A-kifejezésekben a legkiilsé zdrdjelpart gyakran elhagyjuk. A
A-kifejezések halmazat A-val jeldljiik.

Két A-kifejezés szintaktikus azonossdgdra az = jelet haszndljuk, és azt
mondjuk, hogy E ,szintaktikusan azonos”, vagy réviden ,,azonos” F -fel,
azaz, I = I, ha az I és F A-kifejezések pontosan megegyeznek. Termé-
szetesen feltessziik, hogy ha FFF = GH, akkor F = G és FF = H, és ha
Az.K = Ay .l akkor z =y és W = F.

Az = reldcié equivalencia reldcio, azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzi-
tiv.

Az azonossigot arra is hasznaljuk, hogy A-kifejezéseknek nevet adjunk,
és ezzel a A-kifejezések leirdsit lerdviditsiik. Ezeket az emlékeztetd neveket,
mnemonikokat Sans Serif betiitipussal irjuk.

A X-kifejezések azonos dtalakitasdval részletesen az 1.1.4. pontban fog-
lalkozunk.

1.1.1. A-absztrakcié

A A-kalkulusban minden fiiggvény anonym, és fiiggvények csak A-absztrak-
ciéval adhaték meg. Az 1.1.1. definiciéban szerepld A jelet A-absztraktornak
nevezziik, és a definiciébdl az is 14thatd, hogy a A-absztraktor unéris ope-
rator. A A-absztrakcié egy olyan A-kifejezés, amely egy névtelen fiiggvény
definidldsira szolgdl:
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1.1.2. Definicié. A-absztrakeid:
Ha F egy A-kifejezés és x egy vdltozo, akkor a

Az K

A-kifejezést A-absztrakcionak, az x vdltozét a A-absztrakeid vdltozojinak
vagy formdlis paraméterének, az I \-kifejezést a A-absztrakcio torzsének

nevezzik.

Az F kifejezés a A-absztrakcio x viltozéjanak a hatdskére, és azt mond-
juk, hogy a hatdskorbe tartozd z valtozdt a A-absztrakcid x viltozdja koti.
A A-absztrakcié jobbasszociativ, példiul, ha az F kifejezés is egy Ay.F A-
absztrakcid, akkor Az.(Ay.F) roviden igy is irhat6:

Az (Ay.F) = Az Ay F = Ay . F,

azaz, a redundans zdrdjelpdrok elhagyhatdk, és a A-absztrakcié lambdai
osszevonhatdék. Ha Z'-lal jeloljik az zyz5 ...z, sorozatot (n > 1), akkor

Ax129 ... 2, = AT.E.

1.1.2. Az applikéacié

Mint az 1.1.1. definiciébél lathatd, az applikicié binaris operdtor, a jele
gyakran a -, vagy mint az 1.1.3. pontban latni fogjuk, a A-kifejezés grafjaban
az applikiciot a @ jel jeloli. Ebben a jegyzetben az applikdciét a A-kifeje-
zések egymds mellé {rdsival, vagy ha a jobb olvashatésig miatt sziikséges,
akkor a A-kifejezések kozé irt székoz karakterrel jeloljik.

1.1.3. Definicié. Az applikacié:
Ha FE és F A-kifejezések, akkor az

EF

A-kifejezést applikdcionak, ha F eqy M-absztrakcid, akkor az KIF-t
fliggvényapplikdcionak nevezzik. Az F az E A-kifejezés aktudlis para-
métere.
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Az applikicié balasszociativ, igy példaul

(ey)= = ayz,

azaz, a redundéins zardjelparok elhagyhaték. Hasonléan a valtozdkbdl allé
vektorhoz, ha F-lal jeldljiik az FyF,...FE, sorozatot (n > 1), akkor

Ne.FiEy. .. E, = \a.E.

Megjegyezziik, hogy a AZ.# A-kifejezésben a két vektor nem azonos, hiszen
a A-absztrakcié valtozéira a jobbasszociativitas, a torzsben levd valtozdkra
a balasszociativitds érvényes.

Az applikaciénak nagyobb a precedencidja, mint a A-absztrakcionak, igy
a redundéns zardjelparok a A-absztrakcid térzsében is elhagyhatok:

Az.(yz) = Az.yz,
Az ((Ay.EYF) = Az.(Ay.E) F.

1.1.4. Példa. (Hdrom gyakran haszndlt X-kifejezés)
Az | ,identitds”, a K ,,konstans” és a S ,, komporzicié” fiiggvény:

| = A\z.z,
K= Azy.z,
S = dzyz.az(yz). O

Megjegyezziik, hogy a A-kalkulusban minden fiiggvénynek csak egy for-
malis paramétere és igy csak egy aktualis paramétere lehet, a tobbpara-
méteres matematikai fliggvények egyvaltozds magasabbrendi figgvények
bevezetésével alakithaték at egyvdltozods fiiggvények applikdcidinak soro-
zatava. Ezt az atalakitdst currying-nak, , karrizasnak” nevezziik.

1.1.5. Példa. (Currying)

Ebben a példiban a hagyoméanyos matematikai jel6léseket hasznalva, ala-
kitsuk &t az add(z,y) = z + y kétviltozés fiiggvényt. Legyen f(z) egy
olyan magasabbrendii fiiggvény, amely az x argumentumdra az f(z) = add,
fiiggvényt adja ,értékiil”, ahol az add, egy olyan egyvaltozés fiiggvény,
amely az argumentumdt z -szel néveli. fgy
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add(z,y) = add,(y) = (f(2))(y),

azaz a kétviltozos add fiiggvényt két egyviltozds fiiggvénnyel {rtuk le. O

1.1.3. Szabad és kotott valtozdk

Skatulydzott, azonos viltozdji A-absztrakciék torzsében a A-absztrakcidk

valtozdja mindkét A-absztrakcioé hatdskorében benne lehet:

1.1.6. Példa. (Azonos vdltozdji A-absztrakcick)

Az.(Az.z)z,

Azz.e = Az.(Az.z). O
Hasonléan a procedirdlis programnyelvekben hasznilt ,,a deklaricié

lathatésdga” fogalomhoz, a A-kalkulusban is beszélhetiink arrél, hogy a

torzsben levd valtozd melyik A-absztrakcidhoz tartozik, azaz melyik A-

absztrakcid koti.

1.1.7. Definicié. A szabad valtozé:

1. Az z vdltozo szabad az x kifejezésben,

2. az x szabad az F'F -ben, ha x szabad F -ben vagy szabad az I -ben,

3. az x szabad \y.F -ben, ha = # vy és az x szabad F -ben.

1.1.8. Definicié. A kotott valtozé:
1. Az z kétott Ay .E -ben, ha x = y és az x szabad F -ben,
vagy ha az x kotétt F -ben,
2. az x kétott K I -ben, ha kététt I -ben, vagy ha kétott I -ben.

Ha a Az.FE A-absztrakcidoban az z vdltozd az F szabad valtozdja, akkor
azt mondjuk, hogy ezt a szabad z valtozdt a A-absztrakcié koti.

A definiciébdl 1dthatd, hogy ha egy viltozd egy A-kifejezés belsejében
szabad valtozd, akkor az egész A-kifejezésre a valtozd kototté valhat, de egy
beliil kétott valtozéd a kiilsé A-kifejezésekben sohasem valhat szabadda.

Ha FV(F) jelsli az E kifejezés szabad valtozéinak halmazat, akkor az
1.1.7. definici6é alapjan
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o F'V(z) ={x},
o FV(EF) = FV(E) U FV(F),
o FVO\r.E)= FV(E)\ {z}.

1.1.9. Példa. (Az 1.1.6. példa folytatdsa)
A definiciok szerint tehat a fenti példa elsé A-kifejezésében a torzs elsé x
valtozdja a belsé A-absztrakcidéban, a belsd applikaciéban és a kiils A-abszt-
rakcidban is k6tott valtozd, mig a méasodik x valtozd a belsé applikacioban
szabad, a kiils6 A-absztrakciéban koétott valtozd.

A miasodik A-kifejezésben a torzs z viltozdja mind a belsd, mind a kiils6
A-absztrakciéban k6tott valtozd, de az x viltozdt csak a belsd A-absztrakcid
koti. ]

1.1.10. Példa. (Kotétt és szabad vdltozok)
Az.(Az.zy),

X
Ay.(Az.zy),
Az.(Ay.zy),

Ay.(Ay.zy).

Ezekben a A-kifejezésekben az x viltozé a belsé A-absztrakciékban rendre
kotott, kotott, szabad és szabad valtozd, mig a kiilsé A-absztrakciékban
rendre kotott, kotott, kotott és szabad valtozo. a

Az, hogy egy viltozé kotott vagy szabad, a A-kifejezés grdfjdbol is
kénnyen meghatdrozhaté.

Rendeljiik hozzd az x, Az.y és az zy A-kifejezésekhez az 1.1. dbrdn
lathaté grafokat, a @ szimbdélum legyen az applikacio jele. FEzekbdl az ele-
mekbél egy tetszéleges A-kifejezés grifja felépithetd.

A gréf felépitésébdl lathatd, hogy a fak levelein levé viltozok A-abszt-
rakcidk torzsének vagy applikdcidknak a viltozdi. kKgy z viltozd kotott
valtozd, ha a A-kifejezés grafjdban az z levélbél kiindulva, felfelé, a grif
gybkérpontja felé haladva egy Az grafponthoz jutunk. Az els6 Az-szel
cimkézett grafponthoz tartozd A-absztrakcié kéti az z vdltozot. Ellenkezd
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N

1.1. dbra. Az z, Az.y és az zy A-kifejezések grafja

esetben, azaz ha gy feljutunk a graf csicsdba, hogy nem megyiink at Az
grafponton, az z véaltozd a A-kifejezésben szabad viltozd.

1.1.11. Példa. (Kététt és szabad vdltozék meghatdrozdsa grdfbol)

Hatdrozzuk meg, hogy a Az.(Az.zy)zz A-kifejezésben melyik valtozd kétott,
melyik szabad. A A-kifejezés grafja az 1.2. dbrdn lathaté.

© — 7

@/ \z
/\;r/ \13
J
/‘\y

1.2. dbra. A Az.(Az.zy)rz A-kifejezés grafja

Az abrardl leolvashatd, hogy az elsé z és a z valtozd kotott, az y és a
masodik z pedig szabad viltozé. O
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Egy A-kifejezés grafjabol a A-kifejezés részkifejezései is k6nnyen megha-
tarozhaték. Egy A-kifejezés részkifejezését a kovetkezOképpen definidljuk:

1.1.12. Definicié. Egy A-kifejezés részkifejezése:

Az E, F és G \-kifejezésre és az x vdltozéra
e az I énmagdnak részkifejezése,
e ha I az F részkifejezése, akkor F

— a \x.F -nek is részkifejezése,

— az FG -nek és a GFE -nek is részkifejezése.

Ldthatd, hogy a részkifejezések a A-kifejezés grifjiban a ,részfaknak”
felelnek meg.
1.1.13. Példa. (Részkifejezések)
A Az.yz(Azy.yz) A-kifejezésben balrdl jobbra haladva a kdvetkezd részki-
fejezések vannak:
Avyr(Aey.yz), y, yz, yr(Aey.yz), z, Azy.yz, Ay.yz, y, yz, .
Lathatd, hogy ugyanaz a A-kifejezés t6bbszor is elé6fordulhat részkifejezés-
ként. Az z(Azy.yz) és a Azy.y, vagy példiul a Ay.y nem részkifejezések.

O

1.1.14. Definicié. Zart A-kifejezés:

Ha eqy A-kifejezésben nincs szabad vdltozo, akkor a A\-kifejezést zdrtnak

nevezzuk.

A zart A-kifejezéseket kombindtoroknak nevezziik, és a zart A-kifejezések
halmazat A°-val jeldljiik.

1.1.15. Példa. (Zidrt \-kifejezések)
Az 1.1.4. példaban szerepld |, K és S A-kifejezések zart A-kifejezések, azaz
kombindtorok voltak. |

Megjegyezziik, hogy a helyes, kiértékelhet6 funkciondlis programok zart
A-kifejezések, mivel egy nem zdrt A-kifejezés kiértékelésekor a szabad val-
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tozék biztosan nem kapnak értéket. A zartsig tehat a kiértékelhetdség
sziikséges feltétele.

1.1.16. Definicié. A\-kifejezés lezarasa:

Ha {z1,29,...,2,} = FV(F), akkor \Z.E-t az FE egqy lezdrdsinak
nevezziik.

Egy A-kifejezésnek tobb lezarasa is lehet, az F kiilonb6z6 lezdrasai az
FV(F) halmaz elemeinek, azaz az absztrakcié valtozéinak permutécidival
adhatok meg.

1.1.17. Példa. (Lezirds)
A Az.zyz-nek két lezdrdsa van: Ayzx.xyz és Azyz.xyz. a

1.1.4. Helyettesités

Ha az F A-kifejezésben az z szabad vdltozokat az I A-kifejezéssel helyet-
tesitjiik, akkor a helyettesitéssel kapott A-kifejezést K[z := F]-fel jeldljiik,
ezt gyakran [F/z]FE -vel, [#» F|F -vel, vagy F[F/z]-szel is jelolik. Megje-
gyezziik, hogy az F[z := F] nem A-kifejezés, hanem ezt a karaktersorozatot
csak egy A-kifejezés jelolésére haszndljuk.
Most azt vizsgaljuk meg, hogy az K[z := F] milyen A-kifejezéssel azonos.

1.1.18. Definicié. Helyettesités:

G, ha z =y,
x, eqyébként,

1. z[y =G = {

2 (ERy:=G] = (Bly=G) Iy :=dq]),
Az.F, ha x =y,

3. Az F)y:=G) = Ae.Ely:=G], haz £y ész & FV(G),
Az.F, eqyébként.

Az 1.1.18. definicié 3. pontjinak els6é része azt mondja ki, hogy egy
A-absztrakcid véaltozdja nem helyettesithetd, a masodik rész szerint egy A-
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absztrakcié térzsében levd y szabad viltozd csak akkor helyettesithetd G -
vel, ha G-ben nincs szabad z valtozd, mert hiszen ez az z a helyettesités
utan kototté valna. Ha ezt megengednénk, akkor a A-kalkulus nem lenne
konzisztens, mint azt a kévetkez6 példa mutatja:

1.1.19. Példa. (A szabad vdltozé nem vdlhat kétotté)

Tekintsiik a Az.y A-kifejezést, ez egy olyan konstans fiiggvény, amely mindig
az y-t adja eredményiil. Kkkor, ha az 1.1.18. definicié 3. pontjiban az
z ¢ I'V(G) feltételt nem kovetelnénk meg, a

Az.yly:=z] = Az.x

lenne, azaz a helyettesités utdn a konstans fiiggvény az identitas fliggvénnyé
valna. O

Megjegyezziik, hogy az 1.1.18. definicié 3. pontjaban ha 2 #Z y és
x € FV(G), akkor a helyettesités a A-absztrakcié valtozdjanak megvaltoz-
tatdsdval megoldhaté. Krre majd az 1.2.2. pontban még visszatériink, az
1.1.19. példaban levd helyettesitésre a helyes megoldast az 1.2.14. példdban
adjuk majd meg.
1.1.20. Példa. (Kifejezések helyettesitése)
(Az.y)[z == Az.y] = A2y,
Az.y)y = Az.y] = Az ey = Aza.y,
Ny :=Ay.z] = Azy  (ldsd az 1.2.14. példdt),
) ]
)

y:= Az.z] = Az r.x = dzx.x,
Az.y)y = Ay.y] = Az dyy = Azy.y. O

Azr.y
Az.y

(
(
(
(

A helyettesités balasszociativ, igy a redundans zardjeleket elhagyva
(Bla = F)ly = G] = Efa == Flly = G].

A helyettesitésekre nyilvanvaléan igazak a kévetkezd egyszeri allitasok:

1.1.21. Lemma. (Egyszerii helyettesitések)

| 1. B[z := 2] = F,
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2. B[z == F] =K, haz & FV(E),
3. (Elz=yl)ly:=2] =F, hay ¢ FV(E),
b (Kl =)l = 1] = Pla= 1], oy ¢ PVE),
5. (K[z:= F))[z =G| = K[z := F[z :={]].

Bizonyitas. Az elsé két dllitas teljesen nyilvanvalé. A harmadik allitds
a negyedik és az elsd allitdsbdl kovetkezik. A negyedik dllitds trividlis, a
feltétel azért sziikséges, hogy a baloldal masodik 1épésében csak azokat az
y valtozékat cseréljiik F -re, amelyek az elsé 1épésben keriiltek a A-kifeje-
zésbe. Az 6todik 4llitas is egyszeriien beldthatd, hiszen a baloldal masodik
lépésében csak azokat az z valtozdkat helyettesitjiik, amelyek az F-bol
keriiltek a kifejezésbe. a

1.1.22. Lemma. (Az E[z := F] szabad valtozdéi)
Ha z € FV(E), akkor
FV(E[z:=F]) = (FV(E)\{2}) U FV(F).

«rez

Bizonyitas. Az allitds a helyettesités definicidéjanak a kovetkezménye. O

1.1.23. Lemma. (A helyettesitési lemma)
Hax %y ész & FV(G), akkor

Elz:=Flly :=G] = FEly:=G]z = Fly :=d]].
Bizonyitas. A bizonyitds ez F szerkezete szerinti indukciéval torténik.

1. eset: Ha F = z, akkor az 1.1.18. definicié 1. pontja alapjin

a jobboldal pedig az 1.1.21. lemma 2. allitdsa és az 1.1.18. definicié 1.
pontja alapjan

Ely =Gz :=Fly:=G]| =
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aly =Gz :=Fly:=G]| =
ez = Fly:=G] =
Fly = G]

2. eset: Ha K = y, akkor a bizonyitds az 1.1.21. lemma &ll{tisait és a
1.1.18. definiciét felhasznalva az 1. esethez hasonléan végezhetd el.

3. eset: Ha F = z # z és z # y, akkor nyilvan mindkét oldal z-vel egyenlé.

4. eset: Ha K = FyF,, akkor az 1.1.18. definicié és az indukcids feltétel
alapjan

5. eset: Legyen F = Az.Fy, és feltehetjiik (ldsd az 1.2.2. pontot), hogy
zZxészZy, z¢ FV(F) és z ¢ FV(G). Ekkor az 1.1.18. definicié és
az indukcids feltétel alapjan

(Az.Ey)[z = Flly:=G] =
Az.Fy[z = Flly =G

Az.Er [y =Gz = Fly :=G]] =

(Az. B[y =Gz := Fly =G ]

1.2. A X-kalkulus operacidés szemantikaja

A A-kalkulus szemantikdjat konverzios szabdlyokkal irjuk le, amelyek meg-
adjdk, hogy egy A-kifejezést hogyan lehet egy masik A-kifejezésbe transz-
formdlni. A konverzids szabdlyok reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv tulaj-
donsiga biztositja azt, hogy a konverzids szabdlyokkal dtalakitott A-kifeje-
zés az eredeti A-kifejezésre visszakonvertalhatd.
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1.2.1. A B-konverzid

A X-absztrakcié egy fiiggvényt jelol, és egy A-absztrakciébdl és egy A-kifeje-
zésbdl all figgvényapplikicié masodik tagja a fiiggvény aktudlis paramé-
tere. A (-redukcié megadja, hogy egy fiiggvényt az aktudlis paraméterére
alkalmazva milyen eredményt kapunk.

1.2.1. Definicié. A 3-redukcié:

Ha az F[z = F]-ben az F szabad vdltozéi nem vdlnak az FE kétott
vdltozoivd, akkor

(Az.E)F —3 Elz:=F].

Ha a fenti definiciéban szerepld feltétel nem teljesiil, azaz az F szabad
valtozdi kototté valnak, akkor a G-redukcié nem hajthatd végre.

A definicié azt mondja ki, hogy ha az F szabad viltozdéi koziil egyik sem
lesz k6tott az F-ben, akkor a fiiggvény az aktudlis paraméterével mindig
egy redukdlhato kifejezést, redexet ad. A redukcié eredménye a A-absztrak-
cid torzse, amelyben a A-absztrakcié valtozdjat a A-absztrakcioval kotott
minden el6forduldsi helyén ,,szévegesen” az aktudlis paraméterrel kell he-
lyettesiteni.

A tovabbiakban, ha a jobb olvashatésag érdekében sziikséges, a [-re-
dukciéval redukalandé redexet aldhizédssal jelsljiik.

Ha a (-redukciét a ,forditott irdnyban” alkalmazzuk, azaz egy A-kife-
jezésbdl egy olyan applikdciét irunk fel, amelyben az elsé tag egy A-abszt-
rakcié, akkor ezt az atalakitast B-absztrakcionak nevezziik. A (-redukcid
és a (-absztrakcié koézos neve a [-konverzié, a -absztrakciét <«pg -val, a
B-konverziét <5 -val jeloljiik.

A (-konverzidt tetszoleges A-kifejezésre is definidlhatjuk, azt mondjuk,
hogy F/ <+»g F, ha az F egy részkifejezésére a 3-konverziot alkalmazva az
F -t kapjuk meg:

1.2.2. (Leibniz-szabaly:)
Ha Fy < I, Fy az F \-kifejezés eqy részkifejezése, és I az I -t6l csak

abban kiilonbézik, hogy benne az Fy részkifejezés helyén az Fy \-kifejezés
van, akkor K «vg I
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A Leibniz-szabaly specidlis esetei a kovetkezok:

1.2.3. Kovetkezmény.
Ha E <«>g I, akkor egy tetszoleges G \-kifejezésre

1.GE <« GF,
2. KG g FG,
3. Az B «»g Az.F.

Az utolsé eset egy specidlis nevet is kapott:

1.2.4. Definicié. £-szabaly:
A &-szabdly a kovetkezo:

ha F <5 F, akkor Az.F «+»3 Ax.F.

1.2.5. Példa. (fp-redukcick)

Qz.2)y =5 v,

(Az.y)z =5 y,

(Ay-(Az.yz))uy —p

(Az.uz)y —g uy. O
1.2.6. Példa. (Az argumentum kifejezés is lehet)

(A Su)(Az.zy) —p
(Az.zy)u —g uy. O

1.2.7. Példa. (A (-redukcio alkalmazdsakor csak a A-abszirakcio szabad
vdltozdit szabad helyettesiteni az argumentummal)

(Az.(Az.zy)z)u —p

(Az.zy)u —g uy. O
1.2.8. Lemma. (A B-redukcié és a szabad valtozdk)
| Ho E —3 F ésax ¢ FV(E), akkor x ¢ FV (F).

Bizonyitds. A lemma a f-konverzié definiciéjadbdl kévetkezik. a
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1.2.9. Lemma. (B-redukcidk és helyettesitések)
Ha F —g I, akkor tetszdleges G -re

1. Gz :=E] —5 Glz:=F],
2. Elz :=G] —g Flz:=G).

Bizonyitas. Az elsé allitas nyilvanvald, a G -ben levd F részkifejezésekre
kell elvégezni az I/ —5 F redukciét. A masodik &llitasra feltehetjiik, hogy

E=(\y.H)I,
F=H[y:=1],

ésx#y,yg FV(G). Ekkor a

((y-H) D)= G] —p Hly= 1z :=G]

redukciot kell igazolni. A helyettesités 1.1.18. definicigja alapjin
(Ay.H))[z:=G] =

A p-redukciét végrehajtva, majd az 1.1.23. lemma alapjin

Hz =Gy :=Iz:=G]] =
Hly = Iz :=G]] [z == Gy := Iz := G]]],

de mivel y ¢ FV (G),
[z =Gy := Iz :=G]]] = [z = G],

Hly:= Iz :=G]|z:=G] =
H[y = [][LE = G]7

és igy a masodik allitast is igazoltuk. |
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1.2.2. Az a-konverzié

A p-redukciét nem lehet végrehajtani, ha a paraméter szabad valtozdja
kototté valik.
1.2.10. Példa. (A (-redukcié nem alkalmazhatd)

Azy.-zy)y 75 Ay-yy,
(Azy.xz)y 45 Ay.y.

A jobboldali A-kifejezésekben a helyettesitéssel kapott y viltozdt a A-abszt-
rakcié y valtozdja koti. O

A problémat az okozza, hogy kiilonb6z6 viltozéknak azonos neviik van,
ezt a valtozdk névkonfliktusdnak nevezziik. Ez a konfliktus az a-konver-
ziéval oldhaté meg, az a-konverziéban a A-absztrakcié valtozéjat fogjuk
helyettesiteni.

1.2.11. Definicié. Az a-konverzid:

Ha az E-ben nincs y szabad vdltozd, azaz y ¢ FV(F), akkor
Az B v, Ay Flz =yl .

A definiciéban szerepl6 feltétel azért sziikséges, hogy az F szabad y
valtozdja ne viljon az a-konverzid végrehajtisa utan kotott viltozova.

Az a-konverzié alkalmazdsihoz tehat egy olyan valtozot kell keresniink,
amelyik vagy nem szerepel F/-ben, azaz F -nek nem részkifejezése, vagy ha
az F -ben szerepel, akkor nem lehet az F -nek szabad viltozdja. Feltessziik,
hogy a A-kalkulus valtozédinak halmazat gy adjuk meg, hogy mindig talal-
junk ilyen valtozét, ezt a wvdltozékra vonatkozdé konvencionak nevezziik.

Lathaté, hogy az a-konverzié egy olyan specidlis helyettesités (lasd az
1.1.4. pontot), amelyben egy A-absztrakcié véltozdja és a A-absztrakcié
térzsében a viltozdval k6tott szimbdolumok helyettesitédnek. Mivel az a-
konverzi6 végrehajtasa utan az eredeti A-kifejezéssel szintaktikusan azonos
A-kifejezést kapunk, azaz ' <, F-bdl az K = F kévetkezik, és az a-kon-
verzidt gyakran =, -val is jel6lik.

Megjegyezziik, hogy mivel az a-konverzié csak szintaktikus médositast
végez és a A-kifejezés stukturdjit nem valtoztatja meg, az a-konverzié nem
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tekintheto explicit redukcids lépésnek.

Hasonléan a fB-konverzidhoz, az F <>, [F azt jelenti, hogy az F egy
részkifejezésére az a-konverziét alkalmazva az I -t kapjuk eredményiil.
1.2.12. Példa. (Az 1.2.10. Példa folytatdsa)

(Azy.zy)y +»o (Azz.22)y —5 A2.92,

Azy.z)y +»y (Azz2)y —p5 Az.y. O

pontja igy mdédosithaté:

1.2.13. Definicié. Az 1.1.18. Definicié 3. pontja:

Az F, ha x =y,

M. Ely:=G), haz £y ész g FV(G),

o (A2Elz:=2))[y :=G) = Az B[z = 2][y == G,
hax#y ész e FV(G).

1.2.14. Példa. (Helyettesitések a-konverzié utdn)

Az 1.1.19. példa helyes megoldésa:

3. Az E)y:=G] =

Az.yly = ] +, Azyly :=2] = Az.2.
Az 1.1.20. példa 3. sordban levé A-kifejezésre:
Az.yly == Ay.z] <o Azyly = Ay.z] = Az.(Ay.z) = Azy.z. O

Névkonfliktus f-redukcidk egymasutani alkalmazasakor akkor is el6for-
dulhat, ha az eredeti A-kifejezésben névkonfliktus nincs:

1.2.15. Példa. (Névkonfliktus -redukciokbol)

Legyen T'= Afa.f(fz). Ekkor

TT = (Mfz.f(fz)T —g

Az T(Tz) = Xe.T((Afz.f(fz))z).

A (-redukcié most nem alkalmazhatd, mert akkor az x aktualis paraméter
kototté valna. Az a-konverziot alkalmazva:

Az f(fz) +00 Afv.f(fv),
és igy
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Az T((Afv.f(fv))z) —p

Az.(Afw. f(fw))(Av.z(zv)) —g

Az.(Aw.(Av.z(zv)) (Av.z(zv))w) —g

Az.(Aw.(Av.z(zv))(z(zw))) —g

M- (f(F(f(fw)) +*a

M-z (FF(f(f2))) =

Aa S (J([(f2)))- -

1.2.16. Lemma. (Az a-konverzié és a szabad valtozdk)

| Ha E <sy F, akkor FV (E) = FV(F).

Bizonyitas. Az allitds az a-konverzié definiciéjabdl és az 1.1.21. lemm&bdl
kovetkezik. O

Ha az 1.1.21. lemma 2.-4. pontjaiban az z ¢ I'V(F) ésaz y ¢ FV(FE)
feltételeket nem koveteljik meg, akkor a lemma allitasai nem azonossigok,
hanem a-konverziék lesznek:

1.2.17. Lemma. (Egyszerii a-konverzidk)
2. B[z :=F)] wy F,
3. (Elz:=y)ly:=12] «a F,
b (o= gly = F] oo Elz = F.

Bizonyitas. Az éllitdsok az F szerkezetére vonatkozd indukcidval kénnyen
bizonyithatok. O

1.2.18. Lemma. (a-konverzidk és helyettesitések)
| Ho E <s, E' és F «», F', akkor E[z:=F] «», FE'lz:=}"].

Bizonyitas. A lemma &llitdsa a definiciék trivialis kévetkezménye. O
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1.2.3. Az o-konverzid elkertilése

Az 1.2.2. pontban lattuk, hogy egy [-redukcié el6tt meg kell vizsgdlni,
hogy a redukcié végrehajtisa utan nem lép-e fel névkonfliktus, mert akkor
a redukcié el6tt egy a-konverziét kell végrehajtani. Bar az a-konverzid
egy egyszerli miiveletnek tinik, implementdlisa nem konnyti, és gyakori
végrehajtasa a A-kalkulus normdl formajanak el6allitisit jelentGsen lelas-
sithatja.

Az a-konverzio elkeriilésére két mdodszert ismertetiink, az elsé de Bruijn-
t6l szarmazik, a masik modszert egy késobbi fejezetben targyaljuk.

Mivel a névkonfliktus oka az, hogy kiilonb6z6 valtozdkat azonos névvel
jelolhetiink, ennek a lehet&ségnek a megsziintetése az a-konverzidt is fe-
leslegessé teszi.

Egy A-kifejezésben helyettesitsiik a valtozok minden el6forduldsiat egy-
egy természetes szdmmal. Egy véltozé el6forduldsihoz rendeljiik hozzd a
valtozét lek6td A-absztrakcionak a valtozotdl mért hivatkozdsi tdvolsdgdt,
ahol a hivatkozdsi tivolsig azon A-absztrakcidk szima, amelyek hatiskoré-
ben a véltozd benne van. Ha a viltozd egy A-kifejezésben szabad valtozo,
akkor egészitsiik ki ”virtudlisan” a A-kifejezést egy legkiilso, a valtozdt kéto
A-absztrakcidval, és ezzel szdmitsuk ki a valtozd hivatkozdsi tdvolsigat.

Az igy kapott szdmokat de Bruijn szdmoknak nevezziik. A A-kifeje-
zések lefrdsdbdl a A-absztrakcidk valtozéit is hagyjuk el, hiszen a de Bruijn
szamok meghatirozdsa utdn a valtozdk nevére mdr nincs sziikség, de az
egymdsmelletti A jeleket mindig frjuk ki. Kzt a format a A-kifejezés de
Bruijn formajanak nevezziik.

1.2.19. Példa. (A de Bruijn szimok meghatdrozdsa)

Az.x A,

Azy.xy AA2 1,

Ary.xyz AN21 3,

Az.(Az.zy)z A(A13)31 wagy A.(A14)21,
(Ay.(Az.zy)y)(Att)z)  (A.(A.12) 1) ((A.1) 1). O

A de Bruijn szamok a A-kifejezés grafjabol nagyon szemléletesen meg-
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hatdrozhaték. Egy vitozé de Bruijn szdma azon A grafpontok darabszama
+1 lesz, amelyeken a valtozd pontjabdl a viltozét kotd A-pontba vezetd at
keresztiillmegy.

1.2.20. Példa. (A de Bruijn szimok meghatdrozdsa grdfbol)

Az 1.2. dbrdn is ldthatdé Az.(Az.zy)zz A-kifejezés valtozdinak de Bruijn
szamait az 1.3. 4brdn tiintetjiik fel. A kifejezés X.(A.13) 3 1 alakjdt rajzoljuk
fel. |

(Az)

|
(Ay)
)\lz
:
N
)\x/ \T 3
l

O\

1.3. dbra. A Az.(Az.zy)zz A-kifejezés valtozdinak de Bruijn szdmai

z 1

Ha FE' és F' jeloli az F és I A-kifejezések de Bruijn formait, akkor a
(A.E") F' p-redukcié a

(B F =5 Bl = F]
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forméban irhatd fel, ahol E'[1 := F'] a kdvetkezéket jelenti:

1. az K'-ben az F'-n kiviili k6tésii viltozék de Bruijn szamait eggyel
csokkenteni kell, hiszen a f-redukcié a A.E’-bol egy A-absztrakciét
torol.

2. az F'-ben meg kell keresni azokat a de Bruijn szamokat, amelyeket
F'-re kell kicserélni, és helyettesitéskor az F’-ben is médositani kell
egyes szamokat, azokat, amelyek véltozéinak kotései az F'-n kiviil
vannak.

Ezek a miiveletek a kdvetkezo algoritmussal végezheték el.

Elészor definidljuk egy G” kifejezés n de Bruijn szdménak a G’ -re sz4-
mitott wg(n) lokdlis silydt. A G' grafjanak minden p pontjahoz hozzaren-
deliink egy természetes szamot. A G’ graf py gyokérpontjabdl indulunk ki,
és a faban feliilrol lefelé haladunk.

A pgy gyokérpontban legyen wer(po) = 1. Ha a p ponthoz tartozé részfa
G, kifejezésére G}, = G}, G, akkor legyen wai(p) = war(p1) = wer(p2),
és ha G}, = .G}, , akkor legyen wei(p1) = wer (p) + 1.

A grif levelein vannak a de Bruijn szdmok. Ha p; levél az n de Bruijn
szamot tartalmazza, akkor a wer (pr) értéket nevezziik az n lokdlis silyanak,
és ezt az értéket réviden wei(n)-nel jeloljiik.

Ezt felhaszndlva, az F'[1 := F'] kifejezésben, ha n > wg/(n), akkor az n
de Bruijn szdmnak megfelelé valtozé ktése £ -n kiviil van, ha n < wgi(n),
akkor az E' belsejében.

Ha n = wg/(n), akkor az n-nek megfelelé valtozét éppen a A.E' absz-
trakcid koéti, azaz az n-t az F' kifejezés médositott alakjival kell helyette-
sfteni. Tehdt, ha n az K’ egy de Bruijn széma, akkor E'[1 := F']-ben

n—1, han>wg(n),
n =1 n, ha n < wg(n),
M, (F'), ha n = wg(n),

ahol M, (F") az I’ kifejezés, médositott de Bruijn szdmokkal. Ha m az F’
kifejezés egy de Bruijn szdma, akkor az M, (F") kifejezésben legyen
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S {m, ha m < wg/(m),
" | m+n—1,ham>wp(m).
(Ay)
l
(Az)
l
@
/ \
Az
l E F
@ Az
7N |
Ay z 1(2) @
@l@ ;/{1) \y 3(2)
\
z 2(2) @
N
vy 1(2) 2 3(2)

1.4. dbra. A (Az.(Ay.z(yz))z)(Az.zy) A-kifejezés de Bruijn szdmai

1.2.21. Példa. (f-konverzié de Bruijn szdimokkal)
Legyen

Az EYF = (Az.(A\y.z(y2))z)(Az.2y),

a kifejezés az 1.4. dbran lithaté. A de Bruijn szdmok utdn zirdjelben az
F -re, illetve az F -re szamitott lokdlis silyokat tiintettiik fel.
A kifejezésre a (-konverzié nem hajthatd végre, mert akkor az F y sza-
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bad véltozdja kototté valna. A de Bruijn alak (-konverzidja utan azonban
nem lesz névkonfliktus (1.5. dbra):

(A(A2(13) 1) (A\.13) —p
(A.(X.14) (12)) (A13). O
(Ay)
|
(Az)

=

1.5. dbra. A (A\y*.(Az.zy) (y*2)) (Az.zy) A-kifejezés de Bruijn szamai

1.2.4. Egyenldség

A tovébbiakban konverzié alatt mindig (-konverziét értiink. Az a-kon-
verziot szintaktikus dtalakitidsnak tekintjik, az K <, F konverziéra az
FE = F jelolést haszndljuk, és ekkor az F és I’ A-kifejezéseket nem tekintjiik
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kiilénb6z6 A-kifejezéseknek. Ha nem feltétleniil sziikséges, a konverzidk,
redukciék és absztrakcidk tipusat nem jeloljiik. A —T és «7 jel redukcidk
és absztrakcidk tranzitiv lezdrdasat, a —* és <«* pedig a redukcidk és
absztrakcidok reflexiv és tranzitiv lezdrdsat jeloli.

Az 1.1.18. és az 1.2.13. definicidkkal A-kifejezések szintaktikus azo-
nossagat adtuk meg. Az el6z6 pontokban lattuk, hogy egy A-kifejezés
konverzidkkal egy masik A-kifejezésbe alakithatd at. Most két A-kifejezés
egyenl6ségét definidljuk. Az egyenldséget az = jellel jeldljiik.

1.2.22. Definicié. Két A-kifejezés egyenlisége:
Az K és I’ A-kifejezésekre ¥ = I, ha

o I/ = F, vagy
o I/ «* F.

Ha K = F, akkor az K és az I egymdsba konvertdlhaték. Ha K = F,
akkor ¥ = F, de a forditott irdnyti kovetkeztetés természetesen nem 4&ll
fenn.

A definicié masodik pontja azt mondja ki, hogy ha F = F, akkor létezik
olyan Iy, Fy, ..., F, sorozat (n > 1), amelyre

EEF‘],
F; «»t Fpqvagy F; = Fiyq (1<i<n-1),
F,=F.

Specidlisan (1.6. dbra), 1étezik olyan G4, Gy, . .., Gom, Gomy1 sorozat (m >
0), amelyre

F =Gy,

Gojo1 =" Gaj vagy Gojo1 =Gy (1< j<m),

G2j % G2j+1 vagy G2j = G2j+1 (1 <5< m),

Goms1 = F.

A konverziés szabdlyok tulajdonsigaibdl azonnal 14thatd, hogy az egyenls-
ség reldcié equivalencia reldcio, azaz az egyenldség
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E=G e Gom G2m+1EF

\/\/\m AN

1.6. dbra. Az F = F egyenl6ség.

o reflexiv, K = F,

o szimmetrikus, ha ' = F, akkor F' = F,

e tranzitiv, ha K = F és F = (G, akkor F = G.

Az egyenlGség relicioval a Leibniz-szabdly a kovetkezéképpen fogal-

mazhatd at:

1.2.23. (Leibniz-szabaly:)
Ha Fy = Fy, Ey az E A-kifejezés eqy részkifejezése, és F az E -tol csak
abban kiilonbozik, hogy benne az Ky részkifejezés helyén az Fy \-kifejezés
van, akkor K = F.

A Leibniz-szabdly specidlis esetei:

1.2.24. Kovetkezmény.
Ha K = F, akkor eqy tetszéleges G A-kifejezésre

1. FG = F@G,
2. GE = GF,
3. Az F = Az.F.

A &-szabdly formdja pedig:
1.2.25. Definicié. &-szabdly:
H A &-szabdly a kévetkezo: ha F = G, akkor Az . F = Az.GG.
Itt jegyezziik meg, hogy az I = F relicié a benne szerepld konverzidk

elvégezhetdségét is jelenti. Ha ezt nem kovetelnénk meg, akkor meglepd
eredményeket kapnank:
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1.2.26. Példa. (Hibds egyenléség, [Bar84] 25. oldal)
Minden F és I’ \-kifejezésre F = F.

»Bizonyitds.” Legyen G = Azy.yzx. Ekkor
GEF = (Azy.yz)EF — (A\y.yE)F — FE.

Ha F =y és I = z, akkor ebbdl a levezetésbdl Gyz = zy. Ugyanakkor

Gyz = (Azy.yz)yz — (Ay.yy)z — 2z,

azaz, xy = zx. Az 1.2.24. kovetkezmény 2. pontjit alkalmazzuk a Azy.y
A-kifejezésre,

Azyy)zy — Qyy)y — v,

és

(Azy.y)ze — (A\y.y)z — =,

azaz * = y. Ebbdl pedig mar két tetszéleges A-kifejezés egyenlésége is
beldthaté. O

1.2.5. A A-kalkulus axiémai
Miutan attekintettiik a A-kalkulus kifejezéseinek szintaktikijit és szeman-

tikajat, megismertiik a A-kifejezések dtalakitasi, konverzids szabélyait, most

LRV

1.2.27. Definicié. Az egyszeru tipusnélkuli A-kalkulus:

Az eqyszeri tipusnélkili N-kalkulus az eqyszeri tipusnélkili \-kifejezések
kézétti olyan

E=F (E,FeA)

eqyenldségeket tartalmaz, amelyek a kévetkezd axiomdk felhaszndldsdval

bizonyithatok:
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I. (Az.E)F = E[z == F] B-konverzié (3)
I1i. E=F reflexivitds (p)
I1ii. K=F=F=F szimmetria (o)
IHii. F=F F=G = F=G tranzitivitds ()
Iliv. E=F = EG=FG Leibniz-szabdly 1. kévetkezménye (1)
v, F=F = GE=GF Leibniz-szabdly 2. kévetkezménye (v)
IHvi. E=F = Xx.F=\.F &-szabdly (&)

A A-kalkulust gyakran A-elméletnek, Afg-kalkulusnak, AK-kalkulusnak,
AK p-kalkulusnak is nevezik. A ( elnevezés a [-konverziobdl szirmazik, a
K pedig arra utal, hogy a K kifejezésnek jelentds szerepe van, mivel minden
A-kifejezés leirhaté K-val és a késébbiekben definidlandé Aj-kifejezésekkel.

1.2.6. Az n-konverzié és a kiterjeszthetoség

Most bevezetiink egy 1ij konverzids szabilyt, az n-konverziét. Az n-konver-
zi6 azon alapul, hogy ha két fiiggvény minden argumentumra megegyezo
eredményt ad, akkor a két fiiggvény egyenlé. Az n-konverzié azt mondja ki,
hogy ha egy A-absztrakcié torzse egy olyan fiiggvényapplikicio, amelyben
a paraméter a A-absztrakcid valtozdja, akkor a A-absztrakcié az applikacié
elsé tagjaval helyettesithetd.

1.2.28. Definicié. Az n-konverzié:

M. Fx <>, F.

H Ha E eqy A-absztrakcio, és az x az F -nek nem szabad vdltozéja, akkor
n

A definicié els6 feltétele azt mondja ki, hogy az Fz egy fiiggvény-
applikicid, és a masodik feltétel szerint az F-ben nincs a A-absztrakcié z
valtozdjaval kotott valtozd. Ha az elsé feltételt nem kdvetelnénk meg, akkor
az m-konverzié konnyen hibds eredményt adhatna, hiszen egy fiiggvényt,
azaz egy A-absztrakciét n-konverzidval egy valtozéba, vagy akar egy appli-
kaciéba lehetne dtalakitani.

Az eléz6ekhez hasonléan, az F <, I azt jelenti, hogy az F egy
részkifejezésére az n-konverziét alkalmazva az F' -t kapjuk.
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Az np-konverzié azt is bizonyitja, hogy barmely két tetszdleges A-kife-
jezésre felirt applikdcié fiiggvényapplikiciénak tekinthets. Az elsé kife-
jezésnek nem kell feltétleniil A-absztrakciénak lennie, hiszen az n-konverzié
alkalmazdsiaval minden A-kifejezés A-absztrakciéva alakithatd at. Az elso
A-kifejezésre alkalmazott n-konverzié utdan az applikicié biztosan fliggvény-
applikacio lesz:

EF «, (Az.Ez)F.

1.2.29. Példa. (n-konverzick)

Az.(Az.zy)z >, Az.zy,

ATT.TYYZT <>, AT.TYYZ. |

1.2.30. Definicié. Az egyszerii tipusnélkiili An-kalkulus:
A An-kalkulust dgy kapjuk meg, hogy a A-kalkulus axiomdit kiegészitjik a

[lwii. \e.Fa=F n-konverzié (n)
ariomdval.

Ha Kz —g G, Fx —g G, azaz két azonos z aktudlis paraméteri
A-kifejezés ugyanarra a A-kifejezésre konvertdlhatd, akkor az n-konverzid
felhasznéldsdval beldthatd, hogy a két A-kifejezés egymadsba is transzfor-
malhatd, feltéve, hogy az = vatozd nem szabad viltozé sem FE-ben, sem
F -ben:

E <, Xx.Fz —5 Az.G,
F ey, Azx.Fz —g Ax.G,
azaz

+
E B E.

Ezt a tulajdonsigot kiterjeszthetéségnek nevezziik.

1.2.31. Definicié. Kiterjeszthetdség:
| Ho Ex = Fz, ésx ¢ FV(E), v ¢ FV(F), akkor E = F.
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A kiterjeszthet6ség, az m-konverzidhoz hasonldéan, tehat azon alapul,
hogy ha két fiiggvény értéke minden argumentumra azonos, akkor a két
fiiggvény is megegyezik.

1.2.32. Definicié. Az egyszerii tipusnélkiili A+ext-kalkulus:

A Aext-kalkulust dgy kapjuk meg, hogy a A-kalkulus axiomdit kiegészitjik
a

[wii. Fx=Fr = KF=F kiterjeszthetéség (ext)
aziomdval.

A &-szabdly és az n-konverzid alkalmazdsdval, azaz a An-kalkulusban
bizonyitani tudjuk a kiterjeszthet6ségnek nevezett tulajdonsigot: ha az
Fiz = Fayx -re a € -szabilyt alkalmazzuk, akkor

Az.Fix = e B,
és az n-konverzidval
Fy = Es,

tehat az n-konverzidval a kiterjeszthet6ség bizonyithato.
Az allitas a forditott irdnyban is igaz, a kiterjeszthet6ségbdl az n-kon-
verzi6 levezethetd, azaz a Adext-kalkulusban az n-konverzié bizonyithaté:

haz ¢ FV(E), a

(Az.Ez)z = Fx

egyenléségre a kiterjeszthetdséget alkalmazva
Ar.Fe = F,

azaz, éppen az n-konverziét kapjuk eredményiil.

Tehat megallapithatjuk, hogy az n-konverzié helyett a kiterjesztheto-
séget is haszndlhatjuk a A-kalkulus konverzids szabalyaként. Ez az allitas
Curry-t6l szdrmazik:
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1.2.33. Tétel. (Curry-tétel)
H A An-kalkulus és a AMext-kalkulus ekvivalensek.

Mivel a &-szabdly jelentds szerepet jdatszik mindkét levezetésben, a &-
szabdlyt a gyenge kiterjeszthetéség szabdlydnak is szokas nevezni.

1.3. A X-kifejezés normal formaja

Az el6z6 pontokban mar lattuk, hogy egy A-kifejezés konverzidk, specidlisan
redukcidk sorozatidval egy mdsik A-kifejezésbe alakithatd at. A redukcidso-
rozat minden 1épésében egy redukdlhato kifejezést, redexet redukdlunk. Ha
az Fp A-kifejezést redukcidk sorozataval az Fo A-kifejezésre alakitjuk at,
azaz, Fy —* F,, akkor azt mondjuk, hogy Fy az Ei redukdltja.

1.3.1. Definicié. Normal forma:

Ha eqy A-kifejezésben nincs redukdlhato kifejezés, akkor a A-kifejezés nor-
mdl formdban van.

Ha egy A-kifejezés redukcidk sorozatival normdl formdra hozhaté, akkor
azt mondjuk, hogy a A-kifejezésnek wvan normdl formdja. Megjegyezziik,
hogy mivel az a-konverziét nem tekintjiik redukciénak, a normal formdbdl
a-konverzidval kapott A-kifejezést nem tekintjiik az eredetitdl kiilénbozo
normdl formanak.

Ha a A-kalkulusban egy A-kifejezés normal formaban van, akkor nincs
(Az.F)F alakd részkifejezése, a An-kalkulusban pedig nincs sem (Az.K)F,
sem Az.Gz, (z € FV(G)) alaki részkifejezése. A két normdl forma kézotti
kapcsolatot Curry bizonyitotta be:

1.3.2. Tétel. (Norma4l formak tétele, Curry-tétel [1972.] )

Az E € A X-kifejezésnek a A-kalkulusban akkor és csak akkor van normdl
formdja, ha a An-kalkulusban is van normdl formdja.

A fenti tételbdl kdvetkezik, hogy a normdl forma tulajdonsigainak vizs-
gilatakor a tovibbiakban elegend6 csak a A-kalkulussal foglalkoznunk.
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1.3.3. Példa. (A kévetkezd A-kifejezések normdl formdban vannak)

Z,

zy,
Az.y,

Az.(Ay.z). O
1.3.4. Példa. (A kévetkezd \-kifejezés nincs normdl formdban, de normdl
formdra hozhatd)

(Az.z)(Az.z) —=p Az O

Ha egy A-kifejezés nincs normdl formaban, akkor nem feltétleniil hozhaté
normal forméra:

1.3.5. Példa. (A kévetkezd A-kifejezés nincs normdl formdban és a A-ki-
fejezésnek nincs normdl formdja)

(Az.zz)(Az.zz) —p

(Az.zz)(Az.zz) —g

(Az.zz)(Az.zz) —g ...

A redukciésorozat nem terminal, hiszen a redukcidval mindig az eredeti
kifejezést kapjuk vissza. O

A fenti példiban szereplé A-kifejezés a [-redukciéval dnmagat repro-
dukalja, ezt a A-kifejezést a tovabbiakban Q-val jel6ljiik:

Church az olyan A-kifejezéseket, amelyeknek van normal formdjuk, ,,jelen-
téssel bire”, vagy egyszertien csak jelentds A-kifejezéseknek nevezte. Ezek-
nek a A-kifejezéseknek viszont fennall az a furcsa tulajdonsiguk, hogy lehet-
nek olyan részkifejezéseik, amelyeknek ,,nincs jelentésiik”:

1.3.6. Példa. (,Jelentéssel biré” \-kifejezés)
A KIQ  A-kifejezésnek van ,,jelentése”:

KIQ —p5 |,
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de az € részkifejezésnek nincs normdl formdja, azaz ,,nincs jelentése”. O

S6t mi tobb, egy még furcsdbb tulajdonsdg: a A-kalkulusban az is
eléfordul, hogy ha egy ,,jelentéssel nem biré” A-kifejezésre, mint fliggvényre
egy E A-kifejezést applikalunk, az, hogy az eredménynek van-e normal
formdja, azaz van-e ,,jelentése”, az F-t6l fiigg. Ha egy ,,jelentéssel nem
bird” A-kifejezésre egy jelentds A-kifejezést alkalmazunk, akkor eredményiil
»jelentéssel bird” fliggvényt is kaphatunk. Egy ilyen ,jelentéssel nem bird”
fiiggvény példdul az Y fixpont-kombindtor (1.5.1. pont).

Church a A-kalkulusban a ,jelentéssel bir6” A-kifejezéseknek kozponti
szepet adott, és azoknak a A-kifejezéseknek, amelyeknek nincs normal for-
majuk, a ,nincs értelmezve” fiiggvényfogalmat feleltette meg. Ebbdl azon-
ban, mint majd az 1.6.3. pontban litni fogjuk, té6bb komoly, a A-kalkulus
inkonzisztencidjat okoz6 probléma szarmazott. Church végiil is ezt a kon-
fliktust gy oldotta meg, hogy definidlta a Aj-kalkulust, amelyben a fenti
tulajdonsigok mar nem fordulhatnak eld.

1.3.1. Redukalasi stratégiak

Ha egy A-kifejezésnek t6bb redexe is van, akkor a redexek kiilonb6zé re-
dukaldsi sorrendjei kiilénb6z6 redukdalsi sorozatokat hatiroznak meg.

T6bb redex esetén lehetséges, hogy a kiilonb6z6 redukélasi sorozatok
ugyanahhoz a normal formdhoz vezetnek, de az is lehetséges, hogy az egyik
redukdldsi sorozattal nem kapjuk meg a A-kifejezés normdl formdjit, egy
maésik sorozattal viszont a normdl formahoz jutunk.

1.3.7. Példa. (Kiilonbézé redukdldsi sorrenddel ugyanazt a normdl for-
mdt kapjuk)
Elészor redukaljunk az u paraméterrel:

(Az.((Ay.zy) (Az.2)v)))u —p
Ow-uy) (O22)0) —p
u((Az.2)v) —g uv.

Most eloszor redukdljunk a v paraméterrel:



34 1. A X-kalkulus

(Az.((Ay.zy) ((Az.2)v))u —g

(Az.((Ay.ay)v)u —g

(Az.(zv))u —g uv. O
1.3.8. Példa. (Az elsé applikdcio végrehajtdsdval normdl formdt kapunk,

a mdsodik, belsé applikdcio végrehajtdsakor az 1.3.5. példdiban is szerepld
végtelen ciklust)

(Ay.2)Q2 =
(Ay.2)(Az.zz) (Az.zz)) —p z,

Q=
(A
((

r.zz) (Az.2z)) —g
Az.zz) (Az.zz)) —p

Q —3 (/\yz)Q >3 ... a

A X-kifejezés normal formaja a A-kifejezés ,, értékének” is tekinthetd,
mivel a A-kifejezés tovdbbi redukdlidsa mar nem lehetséges. A kovetkezo
tétel és a tétel kovetkezménye ennek az értéknek ez egyértelmiiségét mondja

ki.
1.3.9. Tétel. (Az I. Church—Rosser-tétel)

Ha Ky = Fy, akkor létezik eqy olyan I A-kifejezés, amelyre Ky —* F és
Fy —* F.

Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitas [Bar84] és [Hin86]-ban
megtalidlhaté. A bizonyitds alapja a kovetkezd dllitds:

Ha F «* Fy és I/ «»* FE5, akkor létezik egy olyan I’ A-kifejezés, amelyre
E1 —* F, és E2 —* I,

Ez az allitds az 1.7. dbrdn lathatd, a graf alapjin az I. Church—Ros-
ser-tételben kimondott tulajdonsigot gyakran rombusz-tulajdonsdgnak is
nevezik. Az FE; = Fj egyenl8ségben szereplé konverzidkra (1.6. dbra) a
rombusz-tulajdonsagot alkalmazva a tétel 4llitdsa bizonyithaté (1.8. dbra).

O
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1.7. abra. A rombusz-tulajdonség

Az I. Church—Rosser-tétel tehat azt mondja ki, hogy két egymésba tran-
szformalhatd A-kifejezéshez mindig 1étezik, esetleg az egyikkel meg is egyez6
A-kifejezés, amelybe mindkét A-kifejezés atkonvertalhatd. A tételbdl két
egyszeriien bizonyithaté allitds kovetkezik:

1.3.10. Koévetkezmény.

H Ha Ey = Fy, és Ey normdl formdban van, akkor i —* F,.

A kévetkezmény tehdt azt mondja ki, hogy ha egy A-kifejezésnek 1étezik
normdl formdja, akkor a normdl forma a A-kifejezésbol redukciék sorozata-

"z

val el6dllithatd.

1.3.11. Kovetkezmény.
H Minden A-kifejezésnek legfeljebb egy normdl formdja van.

Bizonyitas. ‘legyiik fel, hogy az F A-kifejezésnek az Fy és Fy két kii-
16nb6z6 normdl formaja. Ekkor az 1. Church—Rosser-tétel alapjin 1étezik
olyan I’ A-kifejezés, amelyre Iy —* I és Iy, —* . Az Iy és az Iy
normal formék, azaz tovibb nem redukdlhatdk, igy csak az Fy = Fy = F
lehetséges. |

A fenti két kovetkezménybdl azonnal kovetkezik a kévetkezd tulajdon-
sag:
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Ei1=F Fy Fy Fr_q F,=F,
N NN N KN
Gl G2 Gn2_1 Gn2
* * * *
H, Y H, RO Ha, Y
T R
*

1.8. abra. Az I. Church—Rosser-tétel

1.3.12. Kovetkezmény.
H Ha F és I' mindegyike normdl forma, és K Z F, akkor F #+ F.

A fentiek szerint tehdt, ha eljutunk a normdal formdhoz, akkor mar
k6z6mbos, hogy milyen redukciék eredményeként kaptuk azt meg, hiszen
minden mas normal forméra hozé redukcié ugyanezt az eredményt adja. Ez
a A-kalkulus konzisztens tulajdonsagat mutatja, azaz minden olyan sorozat,
amelyik egy A-kifejezés normdl formajat dllitja el6, ugyanahhoz a A-kifeje-
zéshez vezet. Ugyanakkor a fentiekbdl az is kévetkezik, hogy a A-kalkulus
konfluens, azaz egy A-kifejezéshez nincs két olyan redukcids sorozat, amely
kiilonb6z6 normél formdakat allitana eld.

A redukdldsi stratégia meghatdrozza, hogy tobb redex esetén melyik re-
dexet kell redukilni, azaz a redukdldsi stratégia egy redukdldsi sorrendet ad
meg. Ha egy A-kifejezésnek 1étezik normal formdja, és egy redukalasi stra-
tégia olyan redukaldsi sorrendet hataroz meg, amellyel a A-kifejezés normal
formdajat kapjuk meg, akkor a redukdlasi stratégidt normalizdlé redukdldsi
stratégidnak nevezziik.

Egy A-kifejezés legkiilsé redexe az a redukalhaté kifejezése, amelyik
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nincs mas redexének a belsejében, és a legbelsd redexe az a redukalhaté kife-
jezése, amelyik belsejében nem tartalmaz redukilhaté kifejezést. Négy re-
dukaldsi stratégiat szokds megkiilénboztetni, ezek egy A-kifejezésnek mindig
a

legbaloldalibb legkiilsé,

legbaloldalibb legbelsd,

legjobboldalibb legkiilsd,

legjobboldalibb legbels

redexét redukdljik. Kgy A-kifejezésnek ezek a redexei legszemléletesebben a
A-kifejezés grafjabdl hatarozhatdk meg, ezt a kévetkezo példiban mutatjuk
meg.

1.8.13. Példa. (Redukdldsi stratégidk redezei)
A X-kifejezés grafjabdl a redexek kénnyen meghatarozhatdk (1.9. abra). O

Normal sorrendii redukalasi stratégia

Azt a redukdldsi stratégiat, amelyik a legbaloldalibb legkiils6 redexet re-
dukélja, normdl sorrendi redukdldsi stratégidnak nevezziik, és azt mondjuk,
hogy alkalmazdsival normdl sorrendii redukildsokat hajtunk végre.

A normdl sorrendii redukilas fiiggvényapplikdcidkra elészor a fiiggvény
A-kifejezését redukdlja addig, amig benne redexet taldl, és csak ezutan
foglalkozik, amikor mar feltétleniil sziikséges, az aktudlis paraméter érté-
kének meghatarozdsaval. Ezt a médszert lusta paraméterkiértékelésnek is
nevezziik. Megjegyezziik, hogy ez a paraméterkiértékelés nem véges adat-
struktirdk konstrukcidjit és kezelését is lehetévé teszi. Kz a paraméterdt-
adasi modszer az imperativ nyelvek névszerinti paraméterdtaddsdnak felel
meg.

A normdl sorrendii redukdlds jelent6ségét a kdvetkezd tétel adja meg, a
tételt a normalizdlds tételének is nevezziik.
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1.9. dbra. A ((Ap.p)((Aq.¢)7))s((At.t)((Au.u)v)) A-kifejezés grafja

1.3.14. Tétel. (A II. Church—Rosser-tétel)

A normdl sorrendi redukdldsi stratégia mindig normalizdlé redukdldsi

jegyezziik azonban, hogy a normal forma meghatarozisa nem feltétleniil a

stratégia.

A tétel szerint, ha egy A-kifejezésnek van normdl forméja, akkor a
normdl forma normél sorrendii redukdldsi stratégidval eléallithaté. Meg-

legkevesebb 1épésben torténik. Megadhaték olyan stratégidk is, amelyek a
legkevesebb 1épésszdmban allitjak elé a normal format, de az optimalis 1épés
meghatirozdsa gyakran tobb munkat igényel, mint amit a normal sorrendii
redukdlds tobb 1épésszdma okoz. A normél sorrendii redukdlds gyakran
meglep6en alacsony hatdsfoki:

1.8.15. Példa. (A normdl sorrendi redukdlds hatékonysdga)
Legyen twotimes = Az.add zz, ekkor az F négyszeresét a kovetkezé médon
szamithatjuk ki:
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twotimes(twotimes F) =

(Az.add zz)(twotimes F) —g

add(twotimes F)(twotimes F) —Dgf
add(add FF)(add FF),

azaz, ugyanazt az add K E miveletet kétszer is el kell végezni. a

Erdekességképpen megemlitjiik, hogy az imperativ nyelvek if-then-else
utasitdsa a lusta paraméterkiértékelés tipikus példédja, hiszen ha a feltétel
igaz, az else, ellenkez$ esetben pedig a then &g programja nem értékel6dik
ki, azaz nem hajtodik végre.

Ha egy A-kifejezésnek nincs normdl formdja, akkor a A-kifejezés re-
dukdldsa normal sorrendid redukdldssal véges 1épésben nem fejezédik be.

Applikativ sorrendii redukalasi stratégia

Azt a redukaldsi stratégiat, amelyik a legbaloldalibb legbelsé redexet re-
dukdlja, applikativ sorrendi redukdldsi stratégidnak nevezziik, és azt mond-
juk, hogy ilyenkor a redukalasokat applikativ sorrendben hajtjuk végre. Az
elnevezés onnan szarmagzik, hogy ez a redukildsi stratégia fiiggvényapplika-
cibkban elészér mindig a fiiggvény argumentumat redukalja, azaz elszor
az aktudlis paramétert értékeli ki, és csak az argumentum meghatirozdsa
utin foglalkozik a fliggvény A-kifejezésének redukdldsival. Kzt a paramé-
teratadasi modszert, szemben a lusta kiértékeléssel, moho paraméterkiérté-
kelésnek nevezziik, és ez a paraméteritaddsi mdédszer az imperativ nyelvek
érték szerinti paraméterdtaddsdnak felel meg.

Ha egy A-kifejezésnek van normdl formdja, akkor a normal formét az
applikativ sorrendii redukalasi stratégia nem feltétleniil hatirozza meg.

1.3.16. Példa. (Applikativ sorrendd redukdlds)

Az 1.3.7. és az 1.3.8. példikban az els6 redukdlds normadl sorrendii, a
masodik redukilds applikativ sorrendii redukdlds volt. Mindkét A-kifeje-
zésnek volt normdl formdja, de az 1.3.8. példa applikativ sorrendua re-
dukdldsa a normdl format nem hatdrozta meg. |
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1.4. Konstansok és konstans fiiggvények

Az egyszeri tipusnélkiili A-kalkulusban nincsenek konstansok, és nincsenek
konstansokon értelmezett fiiggvények, de az egyszeri tipusnélkiili A-kalku-
lus egyes A-kifejezéseit konstansoknak és a konstansokon értelmezett fiigg-
vényeknek tekinthetjiik, és ezekre a A-kifejezésekre a szokdsos aritmetikai,
logikai tulajdonsdgok is teljesiilnek. Ez a A-kalkulus leiré erejét mutatja,
és azt jelenti, hogy a funkciondlis programok a A-kalkulus kifejezéseire kon-
vertalhatok. A funkciondlis programok logikai és aritmetikai konstansainak
és figgvényeinek konvertdldsa tehdt nem okoz problémét, a A-kalkulust
ehhez nem kell b6viteni.

1.4.1. A logikai konstansok és miiveletek

Reprezentdljak a logikai konstansokat a kdvetkez6 A-kifejezések:

true = dzy.z,
false = A\zy.y.
Lathatd, hogy a logikai konstansok nem értékek, hanem A-absztrakcidk,
a true az els6, a false a misodik aktudlis paramétert adja eredményiil.
Ez éppen megfelel a szokasos if-then-else utasitdsnak: ha a logikai kon-
stans A-absztrakcidja az if utasitis feltétele, akkor a then-dg kifejezése a

A-absztrakcid elsd, az else-ag kifejezése a A-absztrakcié mésodik aktudlis
paraméterének tekinthetd. Ezért az if nevi if-then-else A-absztrakciét az

if = Apgr.pgr

alakban definidlhatjuk.

1.4.1. Példa. (Azif true KF applikicio az F kifejezésre, az if false K'F
pedig az F-re redukdlhatd)

if true K I"=

(Apgr.pgr)true EF —g

(Agr.true gr)EF —p
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(Ar.true Er)F —pg
true K'I" =

(Azy.z)EF —pg

if false KI°' =
(Apgr.pqr)false EF —p
(Agrfalse qr)EF —g
(Arfalse Er)F —p

false F'F =
(Azy.y)EF —p
Ay.y)F —g F. O

Mivel mar ismerjiik az if A-kifejezést, a konstansokon értelmezett logikai
fiiggvények értékének meghatarozasara haszndlhatjuk az imperativ nyelvek-
bél jbl ismert optimalizdilt kiértékelés mdodszerét. Az optimalizalt logikai
kiértékelés és az if definicigja szerint

and FF ~if E'F false = (Apgr.pqr) E'F false _D; ET false,

or FF =~ if F true F'= (Apqr.pgr)F true F —D; F true F),

és hasonléan
not I/ ~ if F false true = (Apgr.pqr)E false true —DE F false true.
Ezekbél pedig a logikai fiiggvények A-absztrakcioi:

and = Azy.xy false,
or = Azy.x true y,

not = Az.z false true.

1.4.2. Példa. (Azand false true kifejezés)
and false true =

(Azy.zy false)false true — g
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(Ay.false y false)true —g

false true false =

(Azy.y)true false —pg

(Ay.y)false —3 false. ]
1.4.3. Példa. (A not false kifejezés)

not false = (Az.z false true)false —4

false false true =
(Azy.y)false true —pg
(Ay.y)true —g true. O

1.4.2. Par, n-es és miiveleteik

A rendezett pdr kombindtora legyen a pair A-kifejezés, és vdlassza ki a
rendezett par elsé elemét a first, a misodik elemét a second fiiggvény. Ezekre
teljesiilnie kell a kovetkezéknek:

first(pair uv) —DE u,

second (pair uv) —«>; v,
azaz a pair fliggvényt aktudlis paraméterként alkalmazva a first és second
projekcidkra, az applikdcionak éppen a megfelelé komponenst kell eredmé-
nyiil adnia. Ezek a fiiggvények a kovetkezOképpen frhaték le A-absztrak-
ciéval:
pair = Azyz.zry,
first = Az.z true = Az.z(Ayz.y),
second = Az.z false = Az.z(Ayz.2).

Kénnyen beldthatd, hogy az igy definidlt fliiggvények kielégitik a fenti

tulajdonsagokat.
A pair F'F kifejezésre

pair EF —% Mz .2EF,
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ezt a kifejezést gyakran [F, F|-fel, vagy (F, I')-fel is jel6lik.

1.4.4. Példa. (A first(pair uv) —* u redukcid)
first(pair uv) =

(Az.z(Ayz.y))(pair uv) —g

pair uv(Ayz.y) =

(Azyz.zzy)uv(Ayz.y) —g

Ayz.zuy)v(Ayz.y) —p
(
Qyz.y)u

Az.zuv)(Ayz.y) —p

Ayz.y)uv —g

(Az.u)v —g . ]
1.4.5. Példa. (second(pair uv) —1 v)

second (pair uv) =

(Az.z(Ayz.2))(pair uv) —g

pair uv (Ayz.z)
Azyz.zzy)uv(Ayz.z) —g
Ayz.zuy)v(Ayz.z) —p

(
(Ayz.zuy)v
(Az.zuv)(Ayz.z) —p
(/\yz Z)uv —g
(Az.2)v

Az.z)v —g 0. O

Az n-eseket (n > 2) a pair n — 1-szeri alkalmazdsival kaphatjuk meg.
Ha ¥ = zy29...2,, akkor az [F, Fy, ..., F,]-nel jelolt n-es konstruktora

n-es = AZ.pair zq(pair za(...(pair z,—12,)...)),
azaz

[El, EQ, ey En] = [El, [EQ, Ceey [En—h En] . ]] =
Az.zFy(Az.zFy(. .. (Az.zFa Ey) L),

Egy n-es i-edik elemét a
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{)\m.first(secondi_l(m)), hal<i<mn,
select; =

Az.second” ™! (z), hai=mn

A-absztrakciéval hatdrozhatjuk meg, ahol
(71 (2)), han > 1,
W)E{ () han >
x, ha n = 0.

Az i-edik elemet kivalaszté szelektort megadhatjuk a kévetkezd A-kifeje-
zéssel is:

{)\m.x falseN(i_l)true, ha 1 <1 < n,
select; =

Az.z false™", ha 7 = n,
ahol
. {(xf~<”-‘>>f, han > 1,
xf~ =
x, ha n = 0.

Az elsd sor az applikdcidk asszociativitisa miatt z f~("=1f alakban is
irhaté.

1.4.6. Példa. (Az[Fy, Ey, E3, F4] négyes harmadik komponense)
A négyes A-kifejezése pair I (pair Fq(pair F5Fy)), és a harmadik kompo-
nenst kivalasztd szelektor a masodikként megadott A-kifejezéssel

Az.z false™2true.
Ekkor

Az.2 faIseNQtrue)(pair Ey (pair Fa(pair E3Fy4))) —g
pair E; (pair Ey(pair E3FEy)))false™true =
pair Fy(pair Fy(pair F3ky)))false false true =

(
(
(
(

Azyz.zay) By (pair Fy(pair FsF,))false false true —

w4

false Fi(pair Fy(pair F3F,))false true _DE

pair Ey(pair F3F,)false true =
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(A\zyz.zzy) Ey(pair E3F,)false true —7

false Fy(pair F3F4)true —DE

pair F3F, true =

(Azyz.zzy) F3Ey true —DE

true E3E4 _D; Eg. a

Az n-es egy mésik egyszeri implementacidja a kovetkezo.
Az (Ey, Es, ..., Ey,)-nel jelolt n-es konstruktor A-kifejezése

n-es = A¥z.z 7%,

tehdt az (K, K, ..., F,) n-es a Az.zE A-kifejezéssel frhaté le. Az n-es i-
edik komponensét kivilasztd szelektor A-kifejezése

select; = Az.z(AZ.2;) (1<i<m).

1.4.7. Példa. (Az (Fy, Ey, F3, F4) négyes harmadik komponense)

A négyes A-kifejezése Az.z K Fo K3 Fy, és a harmadik komponenst kivilaszté
szelektor Az.z(Az z22324.23). Igy

(Am.x(A$1$2$3$4.$3))(AZ.ZE1E2E3E4) -3
(AZ.ZE1E2E3E4)(A$1$2$33’34.$3) -5

(>\$1$2$3$4.$3)E1 E2E3E4 —DE E-g O

1.4.3. Listdk és listakon értelmezett miiveletek

En En—l En—? o nil

1.10. abra. A lancolt lista adatszerkezet

Az {F,,E,_1,...,E1} ldncolt lista adatszerkezetben, amelynek felépi-
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tése az 1.10. abran lithatd, F,, a lista feje, és az E; elem utan a nil jeloli
a lista végét. Az Ky, F; (1 <i<n—1)elemkapcsolatot jeldljiik a

cons = Azy.pair false(pair zy)
konstruktor A-kifejezés cons F;1q F; applikicidjaval, és a nil elem legyen
nil = pair true true.

A nil A-kifejezésben az utolsd A-kifejezés egy tetszdleges A-kifejezés is lehet,
és majd kés6bb a nil-re egy egyszeriibb A-kifejezést is adunk.

pair falseA;

pair E,
pair false
pair E,_q
pair false
pair En_»

pair true true

1.11. abra. A lancolt lista adatszerkezet implementacidja

Ez tehdt azt jelenti, hogy a listat ,,dupla parokkal” implementaljuk, a
lista minden eleméhez egy dupla péar tartozik (1.11. abra):

e az els6 par els6 eleme jelzi a lista végét, a nil elemben ez true, a t6bbi
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elemben false,
e a masodik par elsé eleme tartalmazza a lista elemét.

Egy 1j elemnek a lancolt listiba beszirdsa azt jelenti, hogy az j elemhez
lancoljuk a mar meglevd listat. fgy a lista konstruktor elsé argumentuma
mindig a beszirandé elem, a mésodik pedig a bovitendd lista.

Felhaszndlva azt, hogy a lancolt listit 1ényegében rendezett pdrokkal
implementdljuk, a lista fejelemét és a maradék részét meghatirozd A-kife-
jezés a kovetkezo:
head = Az first(second z),

tail = Az.second(second ).

1.4.8. Példa. (Az K" = {Fs, Ky, F1} lista fejeleme és maradék része)
Ha a lista konstruktor A-kifejezését felhaszndlva

E' = cons Ey nil = pair false(pair £y nil),
FE'" = cons FyF' = pair false(pair FyF'),
akkor az {F3, Fy, F1} lista A-kifejezése
E" = pair false(pair E5E").

Az E" elsé eleme

(Az first(second z)) K" —pg
first(second E") =

first(second (pair false(pair F3E"))) —DE
first(pair F53E") _D; Fs.

Az E" -bél a fejelem utdni maradék rész a kovetkezd:

(Az.second(second z))E"” — 4

second (second F"") —D;

second (pair F3FE") _DE E". O
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A rendezett pdrok els6é eleme arra szolgal, hogy egy listardl kénnyen
eldontheté legyen, vajon iires-e. Erre a vizsgalatra az

empty = first

A-kifejezés adhatd meg, hiszen egyediil csak a nil elemnél true a listdt alkotd
rendezett par elsé tagja. Mivel a nem nil listdkndl a cons konstruktor a
listakat alkoté parok elsé elemeként a false A-kifejezést adja meg, az empty
definiciéja miatt a nil iires listdra barmelyik olyan A-kifejezés megfelel, ame-
lyik a first fiiggvényre a true értéket adja. Egy ilyen egyszeri A-kifejezés
példdul a kovetkezo:

nil = Az.true.

1.4.4. A szamkonstansok és aritmetikai miiveletek

A cg,cq,... Akifejezéseket szdmjegyrendszernek vagy réviden szamrend-
szernek nevezziik, ha ¢; € A° (0 < 7), és van olyan succ és zero A-kifejezés,
amelyre

succ ¢ = ¢i+1 (0 <),
és

true, ha 2 =0,
zero ¢ =
' false, egyébként.

A szamjegyrendszer normdlt, ha minden ¢ normal formdban van. A szdm-
jegyrendszer adekvdt, ha megadhaté egy olyan pred A-kifejezés, amelyre

c_1, hai>1,
pred ¢j = s
false, egyébként.

A cg,cq,... Akifejezéseknek a természetes szdmokat feleltetjiik meg, az
1 € Nszdmot a ¢;, vagy még kifejezObben jeldlve, az i A-kifejezés képviseli.
Héirom normalt és adekvit szidmjegyrendszert mutatunk be. Az elsé ket-
tében, a harmadikhoz viszonyitva, kiilonésen a pred fiiggvény egyszeriisége
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tlinik fel, a harmadik szdmjegyrendszerben pedig néhany aritmetikai mi-
veletet is definidlunk.

1. Egy egyszerii szamjegyrendszer
Legyen

07 = Xzx =1,
succ = Ay.pair false y —o}' Ay.(Az.z false y) = Ayz.z false y,
zero = Az.x true,

pred = Az.x false.

1.4.9. Példa. (Fbben a szdimjegyrendszerben a szdmok tehdt a kévetkezdk)

0" = Az.z,

17 = succ 07 = (Ay.pair false y)™ 0" —D; Az.x false 707,

27 = succ 17 = (Ay.pair false y)" 1" —D}' Az.z false T17,

F37 = succ 27 = (Ay.pair false y)™ 2" _DE Az.z false 727,
O

Az egyszerii szdmjegyrendszer szdmjegyeinek felépitése az 1.12. dbrdn
lathaté. A szdmok tehét

[false, false, . . ., false, I] = [false, [false, . . ., [false, 1] . . .]]

tipusi kifejezések. A szadmok szerkezetébdl azonnal 1dthatd, hogy zero =
first, és pred = second. A "07'-nek azért célszerii az |-t vélasztani, hogy
zero "0 = true legyen.

1.4.10. Példa. (zero "0 = true és zero "1 = false)
zero "0 ' =

(Az.x true)™ 07 —g

T07 true =

Az.z)true —g true.
( B
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3 pair false [ |

A

pair false

1 pair false

1.12. abra. Az egyszerd szamjegyrendszer szamainak implementdcidja

zero "1 =
(Az.z true)"17 —p

17 true =

(Az.z false "07)true —g

true false "07 =

(Azy.z)false "07 —p

(Ay.false)"07 —p false.

1.4.11. Példa. (pred "27="1"7 és pred "0 = false)

pred "27 =
(Az.x false)™27 —g

T27 false =

(Az.z false "17)false — g

false false "1 =
(Azy.y)false 17 —4
Ay.y) 17 —5 "1
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pred "0 =
(Az.x false)"07 —g
"0 false =
z.z)false —5 false. O
Az.z)fal s fal

2. Scott-szamjegyek

Legyen

07 = Azy.z = true,

succ = Azzy.yz,

zero = Az.z true(\y.false),

pred = Az.z "0 (Ay.y) = Az.z T07 I

Ezt az adekvdt szamjegyrendszert Scott-szdmjegyrendszernek, az "1 szdm-
jegyeket Scott-szdmjegyeknek, vagy réviden Scott-szdmoknak nevezziik. A

Scott-szamjegyek grafja az 1.13. dbran lathatd. Az dbrabdl kiolvashatéd a
zero és a pred fiiggvény miikddése is.

n? = Az
(n>0) l
07 = A Ay
| l
Ay @
| N\
x Y n—17

1.13. dbra. A Scott-szamjegyrendszer szamai
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1.4.12. Példa. (A Scott-szimjegyek a kovetkezok)
0" = Azy.z,

17 = suce 07 = (Azzy.yz)"07 —5 Azy.y 707,
27 =succ "17 = (Azyz.y2)"17 —pg Azy.y "17,
37 =succ 27 = (Azyz.y2z)"27 —pg Azy.y "27,

Végezziik el az el6z6 szdmjegyrendszer példdit a Scott-szdmokra is.

1.4.13. Példa. (zero "0 = true és zero "1" = false)
zero "0 ' =

(Az.z true(Ay.false))"07 —p

707 true(\y.false) =

(Azy.z)true(Ay.false) —g

(Ay.true) (Ay.false) —p

true.

zero"17 =

(Az.z true(Ay.false))™17 —pg

717 true(Ay.false) =

(Azy.y "07")true(Ay.false) —p

(Ay.y T07)(Ay.false) —p

(Ay.false)™07 —p

false. O

1.4.14. Példa. (pred "27="1"éspred 07 ="0")
pred 27 =

(A2 "0 (Ay.y)) 27 —g

2770 (A\y.y) =

(Azy.y "1)T0(Ay.y) —p

(Ayy "1 (Ayy) —5
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Ay.y) 17 —g "1

pred "0 =

(Az.z "0 (Ay.y)) 07 —pg

roﬂro—l()\y_y) =

Qey.2) 07 (Ay.y) —

(w0 0pg) 5 707 )

A Scott-szamokra szokds egy mas stilusi zero’ fiiggvényt is adni:
zero' = A\zyz.zyz.

Ez a fiiggvény a "07 Scott-szdamjegyre true értéket ad. Hdrom argumentum
esetén, ha az els6 argumentum a "0 Scott-szamjegy, akkor a figgvény a
masodik argumentumot adja eredményiil, ha az elsé argumentum egy nem
nulla 747 Scott-szamjegy, akkor az eredmény a harmadik argumentummal
és "1 — 17 -gyel képzett applikacié:

U, ha "7 ="07,
v 1 — 17, egyébként.

zero' "1 uw —DE

1.4.15. Példa. (zero’ "07 = Ayz.y = true és zero’ "17 = Ayz.2"0")
zero’' "0 =
(Azyz.zyz) 07 —g
Ayz." 07 yz =
Ayz.(Azy.z)yz <>,
Ayz.(Azv.z)yz —g
Ayz.(Av.y)z —g
Ayz.y = true.

zero' "1 =
(Azyz.zyz) 17 —pg
Ayz."1 T yz =



54 1. A X-kalkulus

Ayz.(Azy.y "0yz —g
Ayz.(Ay.y "0z —pg
Ayz.z "0

A kapott eredményekbél a fentiekben a zero’ fiiggvényre tett megjegyzés
jol 1athaté. O

3. Church-szamok

A 1.4.2. pontban leirt f"(z) jel6lést haszndlva, legyen
cn = Afz.f"(z) (n=0,1,2,...)

A cg,c1, 2, ... A-kifejezéseket Church-szdmjegyeknek, vagy réviden Church-
szdmoknak nevezziik.
Egy Church-szdm riakévetkez6jét a

succ = Anfz.f(nfz)
A-kifejezés allitja elo.
1.4.16. Példa. (succ ¢y =c;1)
succ ¢g = (Azyz.y(eyz))co —g

Ayz.y(coyz) = Ayzy((Afz.a)yz) —p
Ayzy((Az.x)z) —g

Ayz.yz >, Afzr.fr =cy. a

1.4.17. Példa. (A Church-szdmok a kévetkezdk)

co ="0"= Afz.z,

cg =17 =succ "0 = (Anfz.f(nfz) 07 —bg Afz.f(z),
¢ =27 =succ "1 = (Anfa.f(nfz)" 17 _DE Afz.f(f(z)),
c3 =37 =succ 27 = (Anfz.f(nfz) 27 —DE Mz . f(f(f(x))),

|

Megjegyezziik, hogy az n természetes szimnak megfelel6 c, A-kifeje-
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zés azt jelenti, hogy egy c,F'F applikdciéban az els6 aktudlis paraméter
kifejezését éppen n-szer kell alkalmazni a masodik aktudlis paraméterre:

cBEF =% E(E(..E(EF)...),

n
ezért a Church-szamokat iterdtoroknak is nevezhetjiik.

Kénnyen beldthaté, hogy egy Church-szam rakévetkezéjét a
succ’ = Anfz.nf(fz)

A-kifejezés is eléallitja, és az is azonnal 1atszik, hogy succ # succ’.

Definidlhaté a zero fiiggvény is, amely a cg argumentumra a true, min-
den mas argumentumra a false értéket adja:

zero = Az.z(true false) true = Az.z(Ay.false)true.

Lathatd, hogy a zero ¢, kifejezésben az elsé argumentum egy olyan fiigg-
vény, amelyik minden paraméterre a false értéket adja, a masodik argu-
mentum pedig a true érték. Ha c, nulla, akkor a fenti megjegyzés szerint
az elsé argumentumot nullaszor kell alkalmazni a mdsodik argumentumra,
azaz, az eredmény a masodik argumentum, ha ¢, nem nulla, akkor az elsé
argumentumot n -szer kell alkalmazni a masodik argumentumra, de az elsé
argumentum mindig a false értéket adja eredményiil.

1.4.18. Példa. (zero co = true és zero cy = false )
zero ¢g =

(Az.z(true false) true)cg — g

co(true false)true =

(Afz.x)(true false)true —g

Az.z)true —g true.
( B

zero ¢y = (Az.z(true false)true)cy —p

co(true false)true =

(Afz.f(fz))(true false)true —4
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Az.(true false)((true false)z))true —pg

(
(true false) ((true false)true) =

((Azy.z) false)((true false)true) —g

(Ay.false)((true false)true) —3 false. ]

A nem nulla Church-szim megel6z6jét meghatarozd A-kifejezés bonyo-
lultabb, erre most négy megoldast is adunk.

1. pred’ = An.(n(Ayz.z(succ(y true))(y true))(Az.z coco))false,

2. pred” = An.second(n(Ay.pair succ((first y)(second y)))(pair(Az.co)co)),
3. pred” = An.(A fz.second(n(pref” f)(pair true z))),

ahol

pref’” = X fp.pair false(if(first p)(second p)(f(second p))).

Ennek a fliggvénynek a mikoédése kdnnyen atlathatod, ha észrevessziik azt,
hogy

pref” f(pair bz) —D; pair false(if (b)(z)(fz)),
és gy

pref”’ f(pair true z) _DE pair false z.

Mivel

pref” f(pair false z) —DE pair false(fz),

(pref” f)*(pair false z) _DE pair false(f*(z)) (k> 0),
ezért

cn(pref” f)(pair false z) —bg

"o \n i ) T
(pref™ f)"(pair true z) —73

pair false(f"~'(z)) (n > 0).
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Ezt felhasznalva
pred” ¢, fx —4>?; =),
azaz

pred” c, —DE Mz "7 H(z) = cnor.

4. Az el6z6 pontban megadott fiiggvény egy kicsit egyszeriibben is megad-
haté, a megel§z6 szdmjegy meghatirozdsinak elve hasonlé:

pred" = An.(A fz.second(n(pref” f)(pair zz))),
ahol

prefV = A fp.pair(f(first p))(first p).

A cq(pref” f)(pair zz) kifejezés egy olyan part &llit el8, amelyiknek a
masodik tagja éppen a c,_1 szam A-absztrakcidjanak a torzse. A pref” kife-
jezés minden alkalmazasdnal ,,atmésolja” az argumentumként megadott par
elsd tagjat az 1ij par masodik tagjiba, és az elsd tagban az f applikdcidinak
szamat eggyel noveli (1.14. dbra).

o : pair
S pair
C ! pair

cs: pair (f(f(fx

1.14. abra. A pref f(pair zz) értékei
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Lathato tehdt, hogy a Church-szamjegyrendszer egy adekvat szamjegy-
rendszer.

A Church-szdmokra Rosser definidlta az 6sszeadds, szorzds és hatvinyo-
zas miiveleteket:
add = Azypq.zp(ypq),
mul = Azyp.z(yp),
exp = Azy.yx.

Koénnyen beldthatd, hogy a természetes szdmoknak megfeleltetett Church-
szamokra ezek a miiveletek éppen a megfelelé aritmetikai mivelet eredmé-
nyének megfeleltetett Church-szamot adjdk.

1.4.19. Példa. (A ¢ és a ¢ dsszeaddsdnak eredménye ciy;j)
add cicj = (Azypq.zp(ypq))cic; —p
(Aypg-cip(ypg))j —p

Apg.cip(cjpq) =
Apg-(\fz.f'(2))p(eipg) 5
Apg-(Az.p'(x)) (pg) —p
Apq.p'(cipq) =

Apg-p' (M. fi(2)pg) 5
Apg-p'((Az.p/(2))q) 5

Apq.p' (P (q)) o

M fi(f(z) =

Mz fiti(z) = Ciyj- O

1.4.20. Példa. (A ¢ és a ¢ szorzdsdnak eredménye ciyj)
mul ¢ic; = (Azyp.z(yp))cic; —4

(Ayp-ci(yp))e —p

Ap.ci(cgp) =

Apci((Mfz.f(2)p) 5
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Ap.ci(Az.pi(2))

Ap (Afz.f(2)) Az p/(2)) +a
Ap. A fi(2)(Azp/(2) —

Ap.(Az.(Az.p/(2)) (2)) +»

M.z f(2)) () = Mz (A2 f(2)) ().

Maér csak azt kell beldtni, hogy
Az f(2) () —F [ (x) = f (. (F (). )

Ez viszont nyilvdnvalé, hiszen

=

(Az.f7(2))'(x) =

(A2 f7(2)) (- (A2 () ((A2£1(2) () --2)) 5

(A2 f2 () (AL () () ) —s

(A2 f1 () (- (F(F () --)) —F

Pl (P (@), =

Az aritmetikai miveletek leirhatdk a succ és pred felhaszndlasaval is,
példdul:

add’ = Azy.z succ vy,
sub’ = Azy.y pred =,

a szorzds és a hatvinyozds az Gsszeadds és a szorzas felhasznilasdval:

mul’ = Azy.z(add y)co,
exp’ = Azy.y(mul z)cq,

Felhaszndlva a sub miiveletnek azt a tulajdonsigdt, hogy m < n esetén
sub mn = cq, lefrhatjuk a két szdm egyenlGségét vizsgalé A-kifejezést is:

equal = Azy.zero(add(sub zy)(sub yz)),

vagy egy méasik forma:
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equal’ = Azy.and(zero(m pred n))(zero(n pred m)).

Megjegyezziik, hogy a konstansok definicigjaval a A-kalkulus egy ij, nem
deklardlt fogalommal, a konstansok tipusdval boviil, hiszen a konstansok
mar logikai vagy nemnegativ egész konstansok, és a fiiggvényapplikaciékban
mar meg kell kdvetelni azt, hogy a fiiggvények argumentuma megfeleljen a
fiiggvénytol fliggd elére megadott tipusnak.

1.4.5. A d-redukcid

A 1.4.19. és a 1.4.20. példakbdl is lathatd, hogy a definialt konstansokkal a
miiveletek végzése kissé nehézkes. A A-kalkulus kifejezései kbnnyebben és
kényelmesebben irhatdk és olvashatdk, ha a A-kalkulus beépitett, elére de-
finidlt konstansokat, és az ezeken a konstansokon értelmezett el6re definidlt
fiiggvényeket tartalmaz. Kzért a tovdbbiakban a szdmkonstansokat leird
A-kifejezéseket a reprezentdlt szamkonstanssal, a fiiggvényeket a szokdsos
miveleti jelekkel jeldlhetjik, tehdt példaul a "07 vagy a cg helyett 0-t, az
add helyett a + jelet, az equal helyett az = jelet is irhatjuk. A konstansokon
értelmezett fiiggvényeket d-fiiggvényeknek nevezziik. A 4-fiiggvények nem
csak a lefrast egyszertsitik, hanem a kifejezések atalakitasat is gyorsitjak,
mivel G-redukciékbdl és a-konverziékbdl allé sorozatok végrehajtisat teszik
feleslegessé.

1.4.21. Definicié. A é4-redukcio:
Ha egy fliggvényapplikdcicban szerepld fliggvény eqy &-fligguény és az
aktudlis paraméter konstans, akkor a fliggvényapplikdicio helyettesitheto
azzal az értékkel, amelyet a fliggvény a paraméterrel megadott pontban
felvesz.

1.4.22. Példa. (A é-redukcio felhaszndldsa)

+23 —5 5,

—}—(*23)4—4>5 + 64 —5 10,

and true false —; false,

= 34 —;5 false. |
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Mivel a §-redukcid a konstansok részhalmazan egy elére megadott miive-
letet végez, bGnmaga is konstansnak tekinthetd. Ha az egyszeri tipusnélkiili
A-kalkulust bévitjiik a konstansokkal és a konstansokon értelmezett §-fiigg-
vényekkel, azaz

< konstans > 1= < szdmkonstans >
| < logikai konstans >
| < d-fiiggvény >,
akkor konstansos tipusnélkiili A-kalkulusrdl vagy réviden a tipusnélkili A-

kalkulusrdl beszéliink. Az 1.1.1. definiciéban meghatirozott egyszeri ti-
pusnélkiili A-kifejezések tehat a kévetkezdképpen bdvithetok:

1.4.23. Definicié. A konstansos tipusnélkuli A-kifejezés:
Tegyiik fel, hogy adott eqy nem feltétleniil véges, eqymdstol pdronként
kiilonboz6 vdltozokat (szimbolumokat), konstansokat, a A jelet, a pontot,
valamint a nyito- és csukozdrojeleket tartalmazo halmaz. FEzen a halma-
zon, mint dbécén értelmezett \-kifejezések a kovetkezo szavak:

< A-kifejezés > = < wdltozé >

| < konstans >

| < A-absztrakcio >

| < applikdcié >
< A-absztrakcic > = (A < vdltozé > . < A-kifejezés > )
< applikdcié > == ( < A-kifejezés > < A-kifejezés > )

A konstansos tipusnélkiili A-kalkulust alkalmazott A-kalkulusnak is ne-
vezhetjiik.

1.5. A rekurzid

Mivel a A-kalkulusban a figgvényeknek nincs neviik, ugy tunhet, hogy
a A-kalkulusban rekurziv fiiggvényhivisok nem lehetségesek. A fixpont-
kombindtor alkalmazdsaval azonban a A-kalkulus bévitése nélkiil le tudunk
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irni rekurziv fiiggvényeket.
A fixpont-kombinatort és alkalmazdsit a fac(n) = n! figgvényen mu-
tatjuk be. A fiiggvény szokdsos

fac(n) =if (n=0) then 1 else (n * fac(n — 1))

LRV

fac = An.if(= n 0)1(x n(fac(— n 1))),

ami természetesen nem helyes, mert jobboldalon nem hivatkozhatunk a fac
fiiggvényre, hiszen ekkor a fac helyettesitéseivel végtelen hossziu A-kifejezést
kapnank. Azonban tegyiik fel, hogy a jobboldalt egy

H=Af.(An.if(=n 0)1(x n(f(— n 1))))
fiiggvény és a fac, mint argumentum applikiciéjaval kaptuk, azaz

fac = H fac.

Ldthatd, hogy megsziinik a rekurziv fliggvényhivas, a H fiiggvény a fac
argumentumra a fac eredményt adja.

1.5.1. Definicié. A X-kifejezés fixpontja:
Ha az F és F A-kifejezésekre F = K, akkor az F A-kifejezést a F
fizpontjinak nevezzik.

A feladat tehat az, hogy megtaldljuk a H fiiggvény fixpontjat, hiszen H
fixpontja lesz a fac fiiggvény.

1.5.2. Példa. (A A-kifejezés fizpontjainak darabszima)
A Xz.6 és (Az.— 12 z) A-kifejezéseknek egy fixpontjuk van:

(Az.6)6 =6,
(Az.—12 2)6 = 6.

Egy A-kifejezésnek t6bb fixpontja is lehet:
(Az.x2z2)0 =5 x00 —5 0,
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(Az.xz2)l =g x11 —5 1.
A Xz.x 1z Xkifejezésnek minden ¢ (7 > 0) szdmkonstans fixpontja:
(Az.x12) ¢ =c.

Van olyan A-kifejezés, amelynek minden A-kifejezés a fixpontja, minden £ -
re:

(Az.z)E = F.
Nem minden A-kifejezésnek van fixpontja, a
Az.+21)

A-kifejezés semmilyen ¢; szdmkonstans argumentumra sem adja ¢;-t ered-
ményiil. O

1.5.1. A fixpont-kombinator

Tegyiik fel, hogy Y € A® egy olyan A-absztrakcid, amelyet tetszdleges E \-
kifejezéssel applikdlva eredményiil az I A-kifejezés fixpontjit kapjuk meg,
azaz

YE = E(YE).

Az Y tehdt eldillitja egy A-kifejezés fixpontjdt, az ilyen tulajdonsdgi Y A-
absztrakciot fixpont-kombindtornak nevezziik. Legyen

Y = Az.(Ay.z(yy)) (Ay-z (yy))-

Ezt a fixpont-kombinatort Curry fedezte fel, aki ezt az Y -t paradozon-
kombindtornak nevezte, mivel az Y-t a Russell-paradoxonbdl (lasd 1.5.3.)
vezette le.

Az Y -ra teljesiil, hogy minden F A-kifejezésre YE = E(YE).

YE =
(Az.(Ayz(yy) Ayz(yy) E —p
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(Ay-Elyy) Qy-Elyy)) —p
E((Ay-E(yy) (Ay-E(yy))) s
E((Az.(Ayz(yy)) (Ay-z(yy))) E) =
E(YE).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy YE = F(YF),de YE 74’?3_ E(YFE), és meg-
jegyezziik, hogy az Y fixpont-kombinator csak lusta paraméterkiértékeléssel
hasznéalhatd, mohé paraméterkiértékeléssel az

YE = B(YE) = E(E(YE)) = E(E(E(YE) = ...

végtelen sorozatot kapjuk.
Ha az YE = (Az.(Ay.z(yy))(Ay.z(yy)))E A-kifejezést I -fel jeldljiik,

akkor a fentiek alapjan kimondhaté a kévetkezd allitds:

1.5.3. Tétel. (Az 1. fixpont tétel)
H Minden F X-kifejezéshez létezik olyan I A-kifejezés, amelyre F' = E'F.

Egy masik fixpont-kombindtor Turingtdl szdrmazik:

0 = (Azy.y(zzy)) (Azy.y(zzy)).

Azt kell belatnunk, hogy tetszéleges I A-kifejezésre a O F applikdcid el6dl-
litja az F fixpontjat:

OF = E(OF).

A baloldalra g-redukcidkat alkalmazva

OF =

(Azy.y(zzy)) Azy.y(zzy))E —p

Ayy((Azy.y(zzy)) Qey.y(zay))y)) E —p

E((Azy.y(zzy))(Azy.y(zzy)) E) =
E(OF).

Léthatd, hogy a © fixpont-kombiniatorra a OF —DE E(OF) is teljesiil,
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és igy az 1. fixpont tétel F = OF vilasztassal F _DE EF alakban is
felirhaté.
Az 1. fixpont tétel dltaldnosithatd kettd, s6t tobb A-kifejezésre is:

1.5.4. Tétel. (Dupla fixpont tétel)
Minden F és I’ A-kifejezéshez létezik olyan G és Go A-kifejezés, amelyre
G1 = EG1G2 és G2 = FG1G2.

Bizonyitas. Az G = O(Au.FuGy) és Gy = O(Av.F'Ghv) vilasztdssal, az
1. fixpont tételt alkalmazva,

G1 = O(Au.FuGy) =

(Au.FuGs)(O(Au.FuGy)) =

E(O(Au.FuGy))Gy =

FEG1G,

és hasonldéan

Gy = 0(M.FGyv) =

(Av.FGv)(O(Av.FGy)) =

FG{(©O(M.FGy)) =

FG1G,. a
Bizonyitds nélkiil kézoljik a kovetkezo tételt:

1.5.5. Tétel. (Tobbszoros fixpont tétel)

Minden Fy, Ky, ..., F, A-kifejezéshez léteznek olyan Fy, Iy, ..., F, A-ki-
fejezések, amelyekre

Py =FRFE. .. F,,

Fy = Kol Fy .. Fy,

F,=FE,FF;,.. . F,.

Az Y és a O fixpont-kombindtoron kiviil még sok fixpont-kombindtor
létezik. Néhany fixpont-kombinator:
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e Biohm és van der Mey: Legyen G = Azy.y(zy). Ekkor a GG fixpontja
fixpont-kombindtor, azaz ha IF = GF, akkor minden F-re FF =

e Bohm: Legyen YO =Y, és legyen Y™ = Y"((7). Ekkor az
YO vl yz ..

mindegyike fixpont-kombinator.

Bohm bizonyftotta be azt is, hogy Y! —bg' O.

e Ha F egy tetszbleges A-kifejezés, akkor a
Az.(Ayz.z(yyz)) (Ayz.z(yyz))
A-kifejezés az F fixpont-kombindtora.

o Klop: Legyen

£ = Aabcdefghijklmnopgstuvwzyzr.r(thisisafizedpointcombinator),
S=LLLLLLLLLLLLLELLLLLLLLLLLLE,

Ekkor a $ egy fixpont-kombinator.

e Az el6z6 kombinatordhoz hasonléan:

Q = Xdbedefghijklmnodprstvryza.a( csérnyeifizpontkombindtora),
WE—RVAVIVIVVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVE

A $ egy fixpont-kombindtor.

Legyen § egy olyan fiiggvény, melyre § : A — N. Ilyen fiiggvény kdnnyen
eldallithaté, példaul:

1. ha 21, 9,... a A-kalkulus véltozéi, akkor legyen fz; = 2¢,
2. a \z;.F M-absztrakciéra legyen f(\z;.F) = 3i#i50

3. az F F, applikiciéra legyen §(FE;Fy) = 7811182,
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1.5.6. Definicié. Godel-szam:

Ha F egqy A-kifejezés, akkor a §F természetes szimot az K A-kifejezés
Godel-szimdnak nevezziik.

A §F Godel-szam Church-szamjegyét "4 F " -vel jeloljiik, erre gyakran az
§F és [E] jelolést is hasznéljdk. Bebizonyithaté a kévetkezd allitas:

1.5.7. Tétel. (A 2. fixpont tétel)
H Minden F A-kifejezéshez létezik olyan I \-kifejezés, amelyre K™ 4F " = F.

Formdlisan a tétel az 1. fixpont tételtdl csak abban kiilonbézik, hogy
itt a baloldalon nem az F’, hanem az F Goédel-szamanak Church-szamjegye
all.

Bizonyitas. Legyen app és num a természetes szamokon értelmezett két
olyan fliggvény, amelyre

app(1G1, §G2) = 4(G1Ga),
ésn € N-re
num(n) = 4" n".

Az app és num fiiggvények A-kifejezéseit (ldsd 1.6.10. tétel) jeloljik app és
num-mal, azaz legyen

app” G T EG: T = T4 (GhGR) T

num™n? = T4 .

A mésodik egyenlet specidlisan egy n = G természetes szamra
num™ 4G = T4TEG T,

Most legyen H = Az.F/(appz(numz)), éslegyen ' = H"4H ™. Erre az I’ -re
teljesiil a tétel allitasa:

F=H"4H =

Az.F(appz(numz))"4H" —pg

F(app™tH (num™$H7)) =
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E(app I’ﬁH—l[_ﬁf_ﬁH—l—l) —
B(T4(HT4H ™)) =
B(4E7). 0

1.5.2. A rekurziv fliggvények

Most térjink vissza a fac meghatdrozdsihoz. Lattuk, hogy fac = H fac,
azaz a fac a H A-kifejezés fixpontja, fgy fac = Y H vélasztissal rekurzié
nélkiil lefrhatjuk a fac fliggvényt.

1.5.8. Példa. (A 2! értékének kiszdmitdsa)

fac 2 =

YH2=

Az.(Ay-2(yy) (Ay-z(yy)))H 2 —=p

H((Ay-H(yy)) (Ay-H(yy)))2 =

(Afnif(=n 0)1(x n(f(= n 1)) (Ay-H{yy)) Ay-H(yy)))2 —p
(An.if(=n 0)1(x n(((Ay. H(yy))(Ay-H(yy)))(— n1))))2 —p
if(=20)1 ( +2 ((Ay-H(yy)) (Ay-H(yy)) (= 2 1)) —»s

* 2((Ay-H(yy)) Ay-H(yy)1).

A szorzas miivelet masodik argumentumas

(Ay-H(yy)) (Ay-Hyy)1 —p
H((Ay-H(yy)) (Ay-H(yy)))1 =
(Afnif(=n 0)1(x n(f(=n 1)) (Ay-H{yy)) Ay-Hyy))1 —p
(An-if( n 0)1(x n(((A\y-H(yy)) Ay-H(yy))) (= n D)1 —p5
if( 10)1 ( L(((Ay-H(yy)) (Ay-H(yy))) (= 1 1)) —»s5

+ 1((Ay-H(yy)) (Ay.H(yy))0).

Az eldbbihez hasonléan:

(Ay-H(yy)) Ay-H(yy))0 —p
H((Ay-H(yy)) (Ay-H(yy)))0 =
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(Afn.if(=n 0)1(+ n(f(= n 1)) ((Ay-H(yy)) (Ay-H(yy)))0 —p
(An.if(=n 0)1(x n(((A\y-H(yy)) Ay-H(yy))) (= n 1))))0 —5
if(=0 0)1(x 0(((Ay.H(yy))(Ay.H(yy)))(— 01))) —»s L.

Tehat

*2(x11) =5 x21 —5 2. O
A koévetkez6 példiban a fac =Y H helyett a fac = H fac alakot haszndl-

juk.

1.5.9. Példa. (A 2! értékének kiszdmitdsa)

fac 2 =

H fac 2 =

Af.(Anif(=n 0)1(x n(f(— n 1))))fac 2 —pg

(An.if(=n 0)1(x n(fac(— n 1))))2 —p4

if(=20)1(x 2(fac(— 2 1))) —»5

* 2(fac(— 2 1)) —5

* 2(fac 1).

A szorzas masodik operandusa:

fac 1 =

Hfac 1=

Af.(Anif(=n 0)1(* n(f(— n 1)))) facl —4
(An.if(=n 0)1(x n(fac(— n 1))))1 —g
if(=10)1(x 1(fac(— 1 1))) —s

* 1(fac(— 1 1)) —5

* 1(fac 0).

Hatarozzuk meg ennek a szorzasnak is a méasodik operandusat:

fac 0 =
H fac 0 =
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Af.(Anif(=n 0)1(x n(f(—n 1))))fac 0 —g
(An.if(=n 0)1(x n(fac(— n 1))))0 —»g
if(=0 0)1(x 0(fac(— 0 1))) —5 1.

Tehat

*2(*11) —5 x 21 —s5 2. O

A fixpont-kombindtorokkal val6 szdmitisokat leegyszeriisiti a kovetkezo
észrevétel.

1.5.10. Allitas. (Fixpont-kombinatorok és a redukcid)
YAuwv.EYF = FElu:=YAuv.F)]v:= F),
O(Auv.E)F —DE Elu:=0(Auv.E)][v:= F].

Bizonyitas.

Y(Auwv.E)F =

Az.(Ay.z(yy)) Ay-z(yy))) Quv. E)F —p
(Ay-(Auv.E) (yy)) (Ay. (Awv.E) (yy) ) I 5

(Auv. E)(Ay.(Auwv.E) (yy)) (Ay.(Auv.E) (yy)) F <5
(Auv.E)((Az.(Ay.z(yy)) (Ay-z(yy))) Auv. E)) F =
(Auwv. E)Y(Y(Auv.E) F _DE
Elu:=YAuwv.E)]v:=F].

Az allitds masodik része is hasonléan konnyen beldthatd, a levezetésben
(-absztrakciéra nincs sziikség. a

1.5.11. Példa. (A 2! értékének kiszdmitdsa)
A 1.5.8. példa szamitasai a fenti dllitds alkalmazdsdval jelentésen leegysze-
risédnek.

fac 2 =

YH2=

Y(Afnif(=n 0)1(x n(f(— n 1))))2=
if(=20)1(x 2 ((Y H)(—= 21))) —s5
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*2 (YH)(=21)) —5
2 (Y HI).

A szorzas muvelet mésodik argumentuma:

YHI1=

Y(Afnif(=n 0)1(x n(f(— n 1))))1 =
f(=10)1(x1 (YH)(=11)) —s
1 ((YH)(=11)) —»s5

1 (Y HO).

Az elébbihez hasonldan:

YHO=

Y(Afnif(=n 0)1(x n(f(— n 1))))0 =

if(=00)1(x 0 (Y H)(=01))) —5

1. a

Osszefoglalva, a médszer tehat a kévetkezd. Ha adott egy

f=...f...
rekurziv matematikai fiiggvény, akkor el6szér ebbol készitiink egy
F=Xx. ...2...

A-kifejezést. Ha f-fel jeloljiik az f figgvény A-kifejezését, akkor f = F f,
azaz, az [ figgvény A-kifejezését az F fixpontja, példaul az Y F applikacié
adja. Az Y F F applikicié redukilasakor az 1.5.10. allitast hasznalhatjuk.

1.5.3. A Russell-paradoxon

A nafv halmazelmélet egyik ellentmondésa a Russell-paradozon: Nevezziink
egy halmazt ,rendes” halmaznak, ha 6nmagat nem tartalmazza elemként,
és legyen A az Osszes rendes halmazok halmaza, azaz A = {2 | =z ¢ z}.

Ekkor
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e ha A egy rendes halmaz, akkor benne van A-ban, hiszen az A az
Osszes rendes halmazt tartalmazza. Tehdt A benne van A-ban, és igy
nem lehet rendes halmaz,

e ha A nem rendes halmaz, akkor 6nmagét tartalmazza, mert ellenkez6
esetben rendes halmaz lenne. Tehit A benne van A-ban, de mivel A
a rendes halmazokat tartalmazza, A csak rendes lehet,

azaz A € A< A ¢ A. A nafv halmazelmélet tehdt inkonzisztens. Most azt
mutatjuk meg, hogy ez az inkonzisztencia a A-kalkulussal leirhaté.

Ha az x € B tartalmazasnak egy olyan Bz applikiciét feleltetiink meg,
amelyre

By — true, ha z € B,
T false, ha = ¢ B,

és ha az {z | C'} halmazhoz a Az.C A-absztrakciét rendeljiik, akkor a Russell-
paradoxon A halmaza az

A = Az.not(zx)
A-kifejezéssel frhaté le. Az A € A A-kifejezése
A A = (Az.not(zz))A —5 not(A A),

ami nyilvdn ellentmondas. Ha tehit a A-kifejezésekhez matematikai fogal-
makat rendeliink, példdul a tartalmazdst, a halmazt és a not fiiggvényt,
akkor ezekkel a matematikai fogalmakkal kénnyen ellentmondasra jutha-
tunk, azaz a bevezetett matematikai fogalmakkal, az 4ltaldnos értelemben
vett fiiggvényfogalommal a A-kalkulus inkonzisztenssé vélik. Church ezt
a problémdt gy prébélta elkeriilni, hogy azt mondta, az A A-nak ,nincs
értelme”, az A = Az.not(zx) fiiggvény ne legyen értelmezve az A pontban,
azaz Az.not(zz)-ben. Ebbdl azonnal adédott, hogy a ,nincs értelmezve”
fogalomnak a ,,nincs normdl formgja” fogalmat kell megfeleltetni; ezzel a
kérdéssel a kovetkezd pontban foglalkozunk.

Visszatérve a fenti egyenletre, az egyenletbdl azonnal 1athaté, hogy az
A A a not fixpontja. fgy
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Y not = A A = (Az.not(zz))(Az.not(zz)).

Ezt dltaldnositva, ha a not-ot egy tetsz6leges f -fel helyettesitjiik,
Y f=(Azf(zz))(Az.f(2z2)),

és ebbol

Y = M.(Az.f(zz))(Az.f(zx)).

Az Y fixpont-kombindtor tehit a Russell-paradoxonbdl levezethetd, és ezért
nevezte Curry az Y -t paradoxon-kombindtornak.

1.6. A-definialhaté fiiggvények

Az el6z6 pontban lattuk, hogy a A-kalkulusban a rekurziv figgvények a
fixpont kombindtor segitségével lefrhaték. Most arra a kérdésre keresiink
vélaszt, hogy vajon minden fiiggvény lefrhaté-e A-kalkulusban, és hogy a
A-kalkulusban leirhaté fiiggvények rekurziv figgvények-e.

A tovdbbiakban fiiggvényen az f : N — N leképezést értjik. Eloszor
a teljes rekurziv fiiggvényekkel, majd ezutdn a parcidlis rekurziv fiiggvé-
nyekkel foglalkozunk. Rekurziv fiiggvényen, ha kiilén nem jel6ljik, mindig
teljes rekurziv fiiggvényt értiink. A természetes szamok leirasara a Church-
szamjegyrendszer A-kifejezéseit haszniljuk.

1.6.1. Definicié. A-definialhato fuggvény:
Azt mondjuk, hogy az f n-vdltozés figguény A-definidlhato, ha ezt a

fliggvényt az F € A° \-kifejezés reprezentdlja, azaz minden x1, 2, ... %, -
re

r ar A r a0 r A
Fray Mz 0 Te, = f(2y, 22, ... 2,)

Mivel a Church-szamjegyrendszer normalt szémjegyrendszer, azaz min-
den szamnak van normadl formédja, feltehetjiik, hogy a definiciéban szerepld
szamok normal formaban vannak. Az I. Church-Rosser tétel alapjan a fenti
egyenl6ség igy is irhato:



74 1. A X-kalkulus

r ar al r al r al
Fray Ty T, —b T f(zy,29,...,2,)7,

B

azaz a A-kalkulusban a A-definidlhaté fiiggvények értékét normal sorrendii
redukcidkkal meghatirozhatjuk.

1.6.1. Primitiv rekurziv fuggvények

Most a primitiv rekurziv fliggvényeket definialjuk, és megmutatjuk, hogy a
A-kalkulusban a primitiv rekurziv fiiggvények leirhatdk.
1.6.2. Definicié. Primitiv rekurziv fuggvények:

Primitiv rekurziv fiigguvények a kévetkezo fliggvények:

1. Z(z) = 0, a nulla értéki konstans fiiggvény,

2. suce(z) =z + 1, az egységgel néveld fiiggvény, és

3. UMz, 22,...,2n) = 2; (1 <i<n), aszelektor figgvény.

Primitiv rekurziv fiiggvényekbol tovdbbi iy primitiv rekurziv fliggvénye-
ket a helyettesités és a primitiv rekurzié véges sokszori alkalmazdsdval
konstrudlhatunk.

4. Helyettesités: legyen g eqy m -vdltozos primitiv rekurziv figgvény,

és legyenek hy, ho, ..., hy n-vdltozos primitiv rekurziv fliggvények.
FEkkor helyettesitéssel a kévetkezo primitiv rekurziv f fiiggvényt kapjuk:
flzr, 2. 0 2p,) =

g(hi(z1, 2, oy xn), ha(Zr, 2o, oo 20)y oo A (21, 29, .., 24)).

5. Primitiv rekurzio: legyen g egy n — 1-vdltozos, és h eqy n + 1-
vdltozds primitiv rekurziv fliggvény. A primitiv rekurzéval a kévetkezd
[ primitiv rekurziv fiiggvényt kapjuk:
f(0a3r2a"'7$n) :g(m%"'ﬁxn)

flsuce(zy), z9, ..., x0) = h(f(z1,29, ..., T0), 21,2, ..., Tn).

A fenti definicié 1-3. pontjaiban leirt fiiggvényeket alapfiiggvényeknek,
a primitiv rekurziéban szereplé h fiiggvényt pedig a rekurzié lépésfiggvé-
nyének nevezziik. Bebizonyithatd, hogy a primitiv rekurzié minden adott
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g és h fliggvényhez pontosan egy fliggvényt hatiroz meg, ezt az 4llitast
a primitiv rekurzio tételének nevezziik. A primitiv rekurziv fiiggvények
jelentéségét az adja meg, hogy minden primitiv rekurziv fiiggvény Turing-
kiszdmithato, minden primitiv rekurziv fiiggvényhez létezik olyan Turing
gép, amellyel a szamitds véges sok 1épésben véget ér.

Megjegyezziik, hogy a primitiv rekurzié f fliggvényének masodik sorat
gyakran az

f(suce(zy), g, ... xn) = h(zy, f(z1,29,...,20), 22, ..., 2p).
alakban adjik meg.

1.6.3. Példa. (Az ld(z) = x identitds fiiggvény primitiv rekurziv)
1d(0) Z(0) =0,
ld(suce(zy)) = succ( 2(1d(x1), 1)),

ahol a definicidban szerepld h(z1, v2) fiiggvényt az Uf (z1, v2)-nak a succ(z)-
be helyettesitésével kaptuk meg. |

1.6.4. Példa. (A konstans figgvények primitiv rekurzivak)
A K, (z) =m (m > 0) konstans fiiggvény:

K, (0) = Id( ) =m,

K (suce(z)) = U (K (z), 2). O
1.6.5. Példa. (Az sg(z) eldjelfiggvény primitiv rekurziv)

59(0) = 7(0) =0,

sg(suce(z)) = K1 (UE(sg(z),z)). O

1.6.6. Példa. (Az add(zy,z3) = 21 + 2 fiiggvény primitiv rekurziv)
add(0, z2) = Id(zq) = z9,

add(succ(zy), z2) = succ(UP(add(zy, v4), 21, 22)) = succ(add(zy, z3)). O
1.6.7. Példa. (A mul(zy,z9) = x1 * 29 fliggvény primitiv rekurziv)
Mivel az add(z,, z9) fiiggvény primitiv rekurziv,
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mul(O, mQ) = Z(mZ) =0,
mul(succ(z1), z2) = add(UP (mul(z1, z2), 71, 22), U3 (mul(z1, 22), 71, 22)) =
add(mul(zy, z2), 2),

ahol a jobboldalon szerepld fiiggvényt a helyettesités kétszeri alkalmazasé-
val kaptuk meg. a

Most megmutatjuk, hogy a fenti definicié 1-5. pontjaban megadott
fiiggvények a A-kalkulusban lefrhatdk, a fiiggvények A-definidlhatésdga nyil-
vanvald. A fenti definicid elsé két pontjaban szereplé fliggvények A-kifeje-
zéseit mar ismerjiik, a szelektor fiiggvény A-kifejezése is egyszeri:

i) An."07 = Anfr.x,
ii) succ = Anfz.nf(fz), és
i) Ax1xo. .. Th.T; .

iv) A helyettesités lefrdsdhoz tegyiik fel, hogy a definiciéban szerepld
g,hy, ha, ..., hy, figgvények A-kifejezései rendre G, Hy, Ha, ..., H,,.
Ekkor az f fiiggvény a kovetkezd I A-kifejezéssel definidlhaté:
=

Az12y .. .2, .G(Hiz 129 .. 2n) (Hozzg . 2y) .o (Hpz12o .. 2y).
v) A primitiv rekurzié miiveletét elszor irjuk &t if-then-else alakba:

f(z1, 29, ..., 2,) = if (z1 = 0)
then g(zg,...,2,)
else

h(f(pred(z1),z2,...,2n), pred(z1), x2, ..., Tp),

ahol a pred(z) fiiggvény a nem nulla 2 szdmra az z-et megeléz6
szamot adja. Ldthatd, hogy az f egy rekurziv fiiggvény. Tegyiik fel,
hogy a definiciéban szerepld g és h fiiggvények A-kifejezései G és H.
A Church-szamjegyekre mar definidlt if, zero és pred A-kifejezéseket
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hasznalva az f A-kifejezése legyen

F = Azyzy. .. x,.if (zero z4)
(Gzy...zp)
(H(F((pred z1)zg...2,)(pred z1)z2...2,)).
Ebbdl
FE = Myzqzq...2,.0f (zero zy)
(Gzg...2p)
(H(y((pred z1)z2...2,)(pred z1)z2...2,)),

amelyre ¥ = FF, és igy az Y fixpont-kombindtor alkalmazdisival
F=YF, azaz

F=Y(Ayzizy...2,.if (zero zq)
(Gzg...2p)
(H((y(pred z1)z2...2,)(pred z1)z2 ... 2,))).

1.6.2. Teljes rekurziv fliggvények

Ha a primitiv rekurziv fliggvények 1.6.2. definicigjit kiegészitjiik a min-
imalizdlds, vagy mas elnevezéssel, az inverzid miivelettel, akkor a teljes
rekurziv figgvényeket kapjuk meg. Megmutatjuk, hogy a teljes rekurziv
fiiggvények is A-definidlhaték.

1.6.8. Definicié. Teljes rekurziv figgvények:

Legyenek a teljes rekurziv figguények a 1.6.2. definicioban szereplé 0
konstans, a succ és az U figgvények. Teljes rekurziv fiiggvényekbol
tovdbbi 1y teljes rekurziv fiiggvényeket a helyettesités, primitiv rekurzid
és a minimalizdlds véges sokszori alkalmazdsdval konstrudlhatunk. A
helyettesitést és a primitiv rekurziot az 1.6.2.-ban definidltuk, a mini-
malizdlds a kévetkezd:
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6. Minimalizdlds (vagy inverzid): Legyen g egy n+1 -vdltozos teljes rekur-
ziv fiiggvény, és teqyiik fel, hogy minden adott z1, x4, ..., z, -re mindig
létezik olyan y, amelyre g(y, x1, 22, ...,2,) = 0. Jeldlje
uy[g(y, T1yT2y ey mn) = 0]

a legkisebb olyan y szdmot, amelyre ¢(y,x1,22,...,2,) = 0. Ekkor
g -bol minimalizdldssal a kévetkezd teljes rekurziv fliggvényt kapjuk:

flzr, 2o, ..y zn) = pylg(y, w1, 22, ..., z,) = 0].

A fenti definiciéban a ,teljes” jelzé azt jelenti, hogy minden adott
X1, %9, ..., 2T, -re mindig létezik olyan y, amely kielégiti a

gy, z1,22,...,2,) =0

egyenletet. A p-operator a legkisebb ilyen y-t hatarozza meg. Minden teljes
rekurziv fiiggvény Turing-kiszdmithatd, minden teljes rekurziv fliggvényhez
létezik olyan Turing gép, amellyel a szamitds véges sok [épésben véget ér.

Most megmutatjuk, hogy a minimalizilds fiiggvénye is leirhaté A-kalku-
lusban.

vi) Az 1.6.8. definicié 6. pontjiban leirt egyenlet jobboldaldt adott g
fliggvényre és adott =1, z9, ..., z, értékekre allitsa el egy

MUOPy 21 zs...., (2) = muop(2)
figgvény gy, hogy g-t sorban tesztelje a z = 0,1, ... értékekre, és a
legkisebb olyan z érték legyen az y, amelyre a g(z, 21, 29,...,2,) =0
allitds teljesiil. A muop fiiggvényt if-then-else alakban felirva:
muop(z) = if g(z,z1,22,...,2,) =0

then z

else muop(succ(z)),
ahol a z-nek, azaz a muop argumentumdnak a kezddértéke nulla. A

fenti egyenletet A-kifejezésre atirva, ha a muop A-kifejezése muop és
a g teljes rekurziv fiiggvény A-kifejezése G,
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muop = Az.if (zero(Gzx1 %y ...%,))

z

(muop(succ z)).
L4thatd, hogy a muop fiiggvény rekurziv, ebbél pedig a mar t6bbszor
alkalmazott eljardssal, az Y fixpont kombindtor felhasznaldsaval, meg-
kaphatjuk a muop rekurziémentes leirdsat:

muop = Y(Ayz.if (zero(Gzxi X ...Xn))
z

(y(suce 2))).

A muop fiiggvény a nulla kezd6értékre adja a minimdlis z értéket, igy
a g-bol a minimalizaldssal konstrualhaté f teljes rekurziv fiiggvény
A-kifejezése
F=Xrqzy. . 2, Y(Ayz.if (zero(Gzzi2g ... 2,))

z

(y(succz))) 0.

1.6.9. Példa. (Az I fiiggvény helyes mikodése konnyen igazolhatd.)
Tegyiik fel, hogy n = 2, egy adott g hiaromvaltozds teljes rekurziv figg-

vényre és ¢q, ¢y konstansokra py[g(y, c1,c2) = 0] = 2.

Ha E-vel jeloljik a Ayz.if(zero(Gz c1 ¢2))z(y(succ z)) kifejezést,

FCl Co —DE
Y (Ayz.if(zero(Gz ey €2)) z(y(succ 2))) 07 =
YET0M.

Ez a kifejezés az 1.5.10. allitas felhaszndlasdval tovabb redukalhatd,

=3

(if(zero(G'z ey ¢2)) z(y(succ 2))) [y == YE][z :="07] =
if (zero(G' "0 ¢c1¢2)) 07 (Y E(succ™07)) —DE
YFE(succ "07) —pg
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YE™1.
Megismételve ezeket a lépéseket az "17 argumentumra,

+
B

(if (zero(Gz 1 ¢3))z(y(succz))) [y :=YE][z:="17] =
if (zero(G'"17¢y ¢2)) " 17(YFE (succ™17)) —DE
YE(succ™17) —g

YE™27.

—

Ebbél

+
B

(if (zero(Gze1 ¢3)) z(y(succ z)))[y == YE][z:="27] =
if (zero(G' 727 ¢y ¢)) 27 (YE (succ™27)) _°[+9

l_2_\

—

;

igy

Feio —Dg w27, |
Tehdt az i—vi. pontban leirt fiiggvényekkel és konstrukcidkkal a teljes

rekurziv fiiggvények A-definidlhaték. Az 4llitds forditva is igaz, azaz az

1.6.1. definiciéval A-definidlhaté minden fiiggvény teljes rekurziv, igy a
kovetkezo tételt kapjuk:

1.6.10. Tétel. (Kleene-tétel [1936.])

A A-definidlhaté figgvények osztdlya pontosan azonos a teljes rekurziv
fliggvények osztdlydval.

1.6.3. Parcialis rekurziv fuggvények

Egy f parcidlis rekurziv fliggvény értéke nincs minden zq,z9,...,2, ar-
gumentumra definidlva. Ha ennek az f fiiggvénynek akarjuk a A-kifeje-
zését meghatdrozni, akkor az a kérdés, hogy az f-hez milyen A-kifeje-
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zéseket kell hozzarendelni azokban a pontokban, amelyekben az értéke nincs
értelmezve. A klasszikus megolddst Church javasolta: ha az f(z1, z2,...2,)
Ty, .Tx, " egy olyan A-kifejezés legyen,

nincs értelmezve, akkor az F"x1 " x4

amelynek nincs normdl formédja.

1.6.11. Definicié. A-definidlhaté parcidlis fiiggvény:

Legyen f eqy n-vdltozos parcidlis fiiggvény, és reprezentdlja ezt a fiiggvényt
az I € AO X-kifejezés. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény X-definidlhatd,
ha minden x1,xq,...2, -re

— A —
="m7, ha f(z1,29,...,2,) =m,
Fra, ey T, nincs normdl formdja,
ha f(xy,29,...,2,) nincs értelmezve.

Ennek a definiciénak azonban tébb kellemetlen tulajdonsdga van.

1. Mint majd a 2. fejezetben latni fogjuk, a A-kifejezések a kombi-
nator logika kifejezéseibe konvertilhaték. A normél forma azonban
nem invaridns tulajdonsag a A-kalkulus és a kombindtor logika kozott
(lasd ?? pont). Ezért nem garantdlhaté, hogy egy parcidlis rekurziv
fiiggvénynek megfeleltetett A-kifejezés transzformacidja az adott fiigg-
vénynek a kombindtor logikdban megfeleltetett kifejezését adja meg.
El6fordulhat, hogy a kombindtor logika egy kifejezése mar normal
formdban van, de a neki megfeleltethetd A-kifejezésnek még van re-
dexe.

2. Ha egyenl6ség reliciét definidlunk két olyan A-kifejezés kozé, ame-
lyeknek nincs normél formajuk, akkor a A-kalkulus inkonzisztenssé
valik (1.8.5. kévetkezmény).

3. Egy mésik probléma a helyettesitéssel kapcsolatos: két fliiggvény kom-
poziciéjanak A-kifejezése nem feltétleniil a A-kifejezések kompozicidja:

Legyen f(n) = 0és g(n) olyan, hogy semmilyen n -re sincs értelmezve.
Ekkor nyilvan f o g = f(g(n))-nek sincs értéke semmilyen n-re.
Ugyanakkor, ha az f A-kifejezése F' = (Azy.z)"07, és a g A-kifeje-
zése G = (Azy.z)Q, akkor
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FolG =X . F(Gz)=Xz."07,
ez pedig biztosan nem az f o g A-kifejezése.
A problémikat az okozza, hogy a ,nincs értelmezve” fogalomnak a
,nincs normdl formdja” van megfeleltetve. Ezeknek a problémédknak a meg-

sziintetésére Barendregt és Wadsworth 1971-ben bevezette a ,,megoldhaté-
sag” fogalmat.

1.7. A megoldhatésag

mezve” esetnek egy ,nem megoldhatd” kifejezést fogunk majd megfelel-
tetni.

1.7.1. Megoldhaté A-kifejezés

Ebben a pontban a Az.x A-kifejezésnek kiemelt szerepe van, ezért itt erre
a A-kifejezésre az 1.1.4. példaban bevezetett | jel6lést haszndljuk.

1.7.1. Definicié. Megoldhaté A-kifejezés:

Az E € AY X-kifejezést megoldhatéonak nevezzik, ha léteznek olyan
Fi, By, ... F, (n > 0) A-kifejezések, amelyekre

EFlpgpn == I

Fgy tetszéleges € A A-kifejezés megoldhato, ha az F lezdrdsa, azaz
AZ.FE megoldhata.

Kénnyen belathaté, hogy egy F € A A-kifejezés megoldhatdsiga fiigget-
len a AZ.F lezdrisban szerepld z; valtozdk sorrendjétol.

A ,megoldhatd” elnevezés onnan szarmazik, hogy ha F megoldhatd,
akkor az I - - - = (G egyenletnek tetszéleges GG kifejezésre van ,,megolddsa’”:



1.7. A megoldhatésdg 83

1.7.2. Kovetkezmény.
Ha E megoldhato, akkor tetszéleges G-hez léteznek olyan Iy, Fy, ..., F,

A-kifejezések, melyekre
ERF,y ... F, =G.
Bizonyitas. Az &llitas trividlis, hiszen ha E megoldhaté, akkor 1éteznek
olyan I, Fy, ..., F,_1 kifejezések, melyekre
ERFy...F,_y =1
Ekkor legyen F, = G,
igy
ERF, .. . F,=1F,=1G=4. O

1.7.3. Példa. (Megoldhatd \-kifejezések)
A K = true = Azy.z és a false = Azy.y A-kifejezések megoldhatdk, hiszen
tetszéleges F-re

(Azy.2)lF =1,
(Azy.y)Fl=1.

Megoldhaté a Azy.zy és az S = Azyz.2z(yz) kifejezés is.

(Azy.zy)l =1,
(Azyz.zz(yz))H=1. O
1.7.4. Példa. (AzY fizpont-kombindtor)

Az Y fixpont-operdtor is megoldhaté, felhasznalva az YF' = F(YF) egyen-
letet,

Y(zl) = (Az.)(Y(Azl)) = 1.

Az Y fixpont-kombindtornak semmilyen argumentumra sincs normil for-
maja, ezért az 1.6.1. definicid szerint az Y A-kifejezés egy olyan numerikus
fiiggvénynek feleltethet6 meg, amelyik semmilyen pontban sincs értelmezve.
Es Y-ra, erre a nem-értelmezett fliggvényre applikilva a minden pontban
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értelmezett Ay.l fiiggvényt, megkapjuk ennek a fiiggvénynek a fixpontjit,
azaz egy A-definidlt, minden pontban értelmezett fiiggvényt. (Ha a A-
definidlhatésagban a ,,nincs értelmezve” fogalomnak a ,nem megoldhatd”
fogalmat feleltetjiik meg, akkor, mivel az Y megoldhaté, az Y , értelmezet-
té” valik, és igy ez a furcsa tulajdonsdg megsziinik.) O

1.7.5. Példa. (Az egyszerd szimjegyrendszer szdmjegyei megoldhatdk)
Az n € Nszdm egyszeri szamjegyrendszerbeli A-kifejezésére a K11 kifejezést
applikdljuk, akkor eredményiil az | A-kifejezést kapjuk.

07Kl =

(Az.2)KIl —pg

KIl =1,

ésm > 1-tre

7Kl =

succ'n — 17KII =

(Ayz.zfalsey) ™ n — 17Kl =

Kfalse™n — 17l =

falsell =

(Azyy)ll=1. ]
1.7.6. Példa. (A Scott-szimjegyek megoldhaték)

Az n € N szdm Scott-szdmjegye "n”. Ha erre a A-kifejezésre az I(KI)

kifejezést applikaljuk, akkor eredményiil az | A-kifejezést kapjuk.
T0TI(KI) =

(Azy.z)(KI) =1,

ésm > 1-re

(Kl =

succ'n — 171(KI) =

(Azzy.yz) n—171(KI) =
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KI"'n-1"=1. |

1.7.7. Példa. (A Church-szimjegyek megoldhatck)

Az n € N szam Church-szamjegye "n'. Ha erre a A-kifejezésre az |1 kife-
jezést applikdljuk, akkor eredményiil az | A-kifejezést kapjuk.

0=

(Afz.z)ll=1,
ésm>1-re
Tnll =

succ'n — 1711 =

(Anfz.f(nfz)) ™ n—1"11=

[("n—171) =

n—1"11=

(r...(i(ry)...)=1L O
ey

1.7.8. Példa. (Az$Q nem megoldhatd)

Tegyiik fel, hogy az Q = (Az.zz) (Az.22) kifejezés megoldhatd, azaz léteznek
olyan Fq, Fy, ... F, kifejezések, melyekre Q K1 Fy...F, = |. Mivel | normal
forméban van, az 1.3.10. kévetkezmény szerint

QF\E;y...E, —5 .

Mivel csak

Q —5 Q

lehetséges, ezért valamilyen F’ kifejezésre csak az
QFE\Ey.. B, =3 QF

lehetséges. Az QF # | semmilyen F'-re sem, igy

QFFEy... E, 74>2§| O
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1.7.9. Példa. (Azz1Q kifejezés)

Az 1€ is megoldhatd. A A-kifejezés lezdrdsira

(Az.z1Q)(Azy.z) = 1. O
1.7.10. Példa. (A Az.zz kifejezés is megoldhato)

Most megmutatjuk, hogy egy nem megoldhaté kifejezés részkifejezése meg-
oldhaté is lehet. Az Q = (Az.zz)(Az.zz) kifejezés Az.xz részkifejezésére

(Az.zz)l =1,

azaz a Az.xz kifejezés megoldhaté. a

Kénnyen belathatdk a kovetkezo allitdsok.

1.7.11. Lemma. (Megoldhatésag és az absztrakcid)
H Az FE X-kifejezés akkor és csak akkor megoldhatd, ha Ax.F is megoldhatdo.

Nyilvdnval4, ha F nem megoldhaté, akkor a Az.F kifejezés is egy nem
megoldhaté kifejezés.

1.7.12. Lemma. (Megoldhatésig és az applikacid)
H Ha az F'F A\-kifejezés megoldhatd, akkor az F is megoldhatd.

Természetesen, az allitas forditott irdnyban nem igaz, ha F megoldhatd,
akkor egy I’ kifejezésre az E'F nem feltétleniil megoldhaté kifejezés (1.7.10.
példa).

1.7.13. Lemma. (A nem megoldhatdsag)

Ha az F X-kifejezés nem megoldhatd, akkor minden F -re az K[z = F]|
és BF nem megoldhato A-kifejezések.

A megoldhatdsag eldontéséhez meg kell taldlni az 1.7.1. definiciéban
szerepld Fy, Fy, ..., F, A-kifejezéseket. A megoldhatdsig azonban szintak-
tikus tulajdonsdg, az Fy, by, ..., I, figgvények nélkiil, a A-kifejezés szerke-
zetébdl is eldonthetd, hogy a A-kifejezés megoldhaté-e. Ezzel foglalkozunk
a kovetkezo pontban.
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1.7.2. A fej normal forma

A M-kifejezést applikdcios A-kifejezésnek nevezziik, ha KF alaki, és ab-
sztrakcios A-kifejezésnek, ha Az.F alakd. A konstansos tipusnélkiili A-ki-

«ze 2

valtozd, vagy konstans, vagy applikicids A-kifejezés, vagy egy absztrakcids
A-kifejezés. Konnyen beldthatd a kovetkezo két allitas:

1.7.14. Lemma. (Az applikaciés A-kifejezés)
Minden F applikdcios \-kifejezés

E=FFy...F, (n>2)

alaki, ahol Fy nem applikdcios \-kifejezés.
1.7.15. Lemma. (Az absztrakcios A-kifejezés)
Minden F absztrakcids \-kifejezés

E=Xzjzy...ap.F (n>1)

alaki, ahol F' nem abszirakcids \-kifejezés.
Ezekbdl az allitdsokbdl azonnal 1dthatd, hogy egy K A-kifejezés vagy
1. Azqzg. . ap.aF Fy . Fy (nym > 0), vagy
2. Az12y. . 2. (AT Q) Fy . F, (> 0,m > 1)
alaki, mivel
e ha F egy viltozd vagy konstans, akkor az 1. formdban {rhaté fel, ahol
n=m =0,

e ha F egy applikdciés A-kifejezés, azaz F1Fj ... FE) formajui, akkor az
Fy -t6l figgden

— ha F; egy valtozé vagy konstans, akkor az 1. formdban {rhaté
fel n = 0-ra,

— ha F; X-absztrakcid, akkor a 2. formdban irhatd fel, szintén
n = 0-ra,
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e ha F absztrakcidés A-kifejezés, vagyis Azjzqy...x,.F formdja, akkor
az I’-t6l fliggben

— ha F egy véltozé vagy konstans, vagy egy olyan applikicid,
amelynek elsé tagja egy vdltozé vagy konstans, akkor az 1. alak-
ban irhato fel,

— ha a torzsben levé applikdcié els6 eleme egy absztrakeid, akkor
a 2. alakban irhaté fel.

A 2. formdban m > 1 miatt a (Az.Fp)F) részkifejezés biztosan re-
dukalhatd, ezt a A-kifejezés fej redexének nevezziik. Tehdt a 2. formgja
A-kifejezésnek mindig van fej redexe. Az 1. tipusu A-kifejezésben is lehet
fej redex, akkor, ha z egy olyan §-fiiggvény, amelynek m-nél nem t6bb
paramétere van. Ha z egy valtozd, szamkonstans vagy logikai konstans,
akkor redex csak az Iy Fy ... F,, -ben lehet.

Ha egy A-kifejezésnek van fej redexe, akkor ez biztosan a legbaloldalibb
redex, de a legbaloldalibb redex természetesen nem feltétleniil fej redex. Ha
a A-kifejezésnek nincs fej redexe, akkor a A-kifejezés fej normdl formdban
van.

1.7.16. Definicié. Fej normaél forma:

Ha eqy A-kifejezés
Ae1zy ... xp a1 Fy . Fy (nym > 0)

alaki, és az xFFy ... F, nem redex semmilyen p < m -re sem, akkor azt
mondjuk, hogy a A-kifejezés fej normdl formdban van.

A definiciéban z-szel egy valtozét, vagy egy konstanst (specidlisan egy
d-fiiggvényt) jeldltiink.

Azt mondjuk, hogy az E A-kifejezésnek wan fej normdl formdja, ha
vagy fej normdl formdban van, vagy létezik olyan E' A-kifejezés, amelyik
fej normal formaban van és ¥ = E’. A fej normdl forma z véltozdja a
A-kifejezés fej vdltozoja.
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1.7.17. Példa. (Fej normdl forma)
A kovetkezo kifejezések fej normal formaban vannak:

m?

+,

rF,

x€,

| = Az.z,

z(ly),

2,

+2,

Az.2,

Ar.yF,

Az.2 3,

Az.+ 2. O
1.7.18. Példa. (Egy kifejezésnek t6bb fej normdl formdja is lehet)
A Xz.lz(I) kifejezés nincs fej normal formdban, de

Az lz(l) —p

Az.z (1)

mar fej normal forma, és egy djabb redukciéval,

Az.z(ll) —g

Az.zl,

az el6z6t6l kiilonbozo fej normdl format kapunk. a

1.7.19. Példa. (A kévetkezd kifejezések nincsenek fej normdl formdban)
A kifejezésekben aldhiuzdssal a fej redexeket jeldljiik.

123,
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(Az.y)2,

Az.(Ay.z)EF,

Ax.4+ 234,

Q= (Az.zz)(Az.zx). ]
1.7.20. Példa. (AzY kifejezés)

Az Y fixpont-kombindtor nincs fej normal formadban, de fej normdl forméra
hozhaté:

Y =Xz.(Ayz(yy)) (Ay-z(yy)) —p

Azz((Ay-2(yy)) (Ay-z(yy)))- O
1.7.21. Példa. (A kévetkezd kifejezéseknek nincs fej normdl formdjuk)
Q= (Az.zz)(Az.az) —g Q —g ...

Az.Q —g Az.) -5 ... a

A megoldhatdsig és a fej normél forma kozotti kapesolatot a kovetkezo
tétel adja meg:

1.7.22. Tétel. (Wadsworth-tétel [1971.])

Az E \-kifejezés akkor és csak akkor megoldhato, ha F -nek van fej normdl
formdja.

A fej normal forma a normal forma altaldnositasanak tekinthetd, ha
egy A-kifejezés normdl formaban van, akkor nyilvin fej normdl formaban is
van, de ez forditva nem érvényes: ha egy A-kifejezés fej normal formaban
van, akkor nem feltétleniil van normal formdban, s6t az is lehetséges, hogy
nincs is normdl formaja. Erre a masodik esetre egy egyszerii példa az Y
fixpont-kombinator.

A fej normdl forma méar tartalmazza — ha létezik, — a normil forma
struktarajat, ugyanis ha

AIlrgxn.fElEgEm —DE F,
akkor
F= A$1$2...$n.$F1F2...Fm,



1.7. A megoldhatésdg 91

a két kifejezésben az absztrakcidék valtozdi és az applikdciék szama nem
valtozik meg, a torzs elsé eleme mindkét kifejezésben az z viltozd. A
torzs elemeinek F; _D; F; (1 <14 < n) konverziéi egyméstdl figgetleniil,
parhuzamosan is elvégezhetok.

Ez azt jelenti, hogy ha redukildsokkal elértiink a kifejezés fej normal
formdig, akkor mar mindent tudunk a A-kifejezés szerkezetérdl, tovabbi
redukdlisok a A-kifejezés felépitését mar nem viltoztatjak meg.

Konnyen beldthatdok a kdvetkezo dllitdsok.

1.7.23. Lemma. (Fej normal forma és az absztrakecid)

Az B A-kifejezésnek akkor és csak akkor van fej normdl formdja, ha a
Az. K kifejezésnek is van fej normdl formdja.

1.7.24. Lemma. (Fej normal forma és az applikacid)

Ha az K'F \-kifejezésnek van fej normdl formdja, akkor az F kifejezésnek
is van fej normdl formdja.

1.7.25. Lemma. (Fej normal forma és a helyettesités)

Ha az F A-kifejezésnek van fej normdl formdja, akkor minden F -re az
E[z := F] kifejezésnek is van fej normdl formdja.

A lemmdk szerint, ha az F A-kifejezésnek nincs fej normal formédja,
akkor nincs az FF1F,...F, (n > 1) kifejezésnek, nincs Az.F-nek és az
E[z := F]-nek sem. Az F ugy viselkedik, mint egy , teljesen definidlatlan”
fiiggvény. Ezért azok a A-kifejezések, amelyeknek nincs fej normal formajuk,
— egy kis tulzdssal — a A-kifejezések ,,fekete lyukainak” tekinthetok.

1.7.3. A gyenge fej normal forma

Az 1. fejezet bevezetdjében utaltunk ra, hogy a funkciondlis programok A-
kifejezések, az 1.1. pontban megmutattuk, hogy ezek csak zart kifejezések
lehetnek. Az 1.3. pontban foglalkoztunk ezeknek a kifejezéseknek az egy-
szerlis{tésével, és littuk, hogy az egyszerlisités eredménye, azaz a program
végrehajtisinak eredménye a kifejezés normal formdja.

A normil formdt, ha létezik, a legbaloldalibb, legkiils6 redexek 3-re-
dukcidival, azaz a normadl sorrendii redukdlasi stratégiaval kapjuk meg. A
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B-redukciondl azonban dllandéan vizsgélni kell a névkonfliktust, azaz azt,
hogy az argumentum szabad viltozdja a redukalds utdn k6totté valik-e. Ha
a névkonfliktus fenndll, akkor a-konverziot kell végrehajtani.

Mivel a programok kifejezései zart kifejezések, ezért ha nem hajtunk
végre a fliggvények belsejében redukciot, akkor nem fordulhat eld név-
konfliktus. Ez azt jelenti, hogy a funkcionilis programok kifejezéseinek
redukdldsaival megdllhatunk, ha egy redukcié eredménye fiiggvény. fgy ju-
tunk el a gyenge fej normdl formdhoz.

1.7.26. Definicié. Gyenge fej normal forma:

Ha eqy A-kifejezés
Az. K

vagy

i Fy. . F, (n>0)

alaki, és az xF1 Fy ... F,, nem redex semmilyen m < n -re sem, akkor azt
mondjuk, hogy a A-kifejezés gyenge fej normdl formdban van.

A definicié masodik kifejezésében xz-szel egy valtozdt, vagy egy kon-
stanst (specidlisan egy é-fiiggvényt) jeloltiink.

Azt mondjuk, hogy az F A-kifejezésnek van gyenge fej normdl formdja,
ha vagy gyenge fej normdl formaban van, vagy létezik olyan E’ A-kifejezés,
amelyik gyenge fej normal formaban van és F = F'.

1.7.27. Példa. (Gyenge fej normdl forma)

A kovetkezd kifejezések gyenge fej normél formaban vannak:

Ty

2,
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2F,

+2,

Az.2,
Ar.yF,
Az.23,
Az.+ 2,
Az.(Ay.E)F

O

Nyilvdnval, hogy ha egy kifejezés fej normél formaban van, akkor
gyenge fej normdl formaban is, de ez forditva nem 4ll fenn. Az el6z6 példa
utolsé kifejezése gyenge fej normal formaban van, de van egy redukalhaté
fej redexe, azaz nincs fej normal formaban.

Ha egy kifejezés nincs gyenge fej normal formaban, akkor a legbalolda-
libb legkiilsé redexet csiics redexnek nevezziik. A gyenge fej normél formédt
a cstcs redexek redukdldsaival kapjuk meg (1.15. dbra).

kifejezés

l cstcs redexek, nincs a-konverzio

gyenge fej normal forma

l fej redezek,

nincs a-konverzid

fej normal forma

l belso redexe

k, a-konverzid lehetséges

normal forma

1.15. abra. Redukalasok

és normal formak
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1.7.28. Példa. (Nem gyenge fej normdl formdk)
A kifejezésekben alihiizdssal a csics redexeket jel6ljiik.

+23,

(Az.y)2,

(Az.(Ay.z)z)zz(Ay.2),

Q= (Az.az)(Av.zz). O

A fej normél formahoz hasonléan, lathatd, hogy egy gyenge fej normal
formaban levo kifejezés struktirdja a tovabbi lehetséges redukalasok végre-
hajtasdval nem viltozik meg, a fiiggvény fliggvény marad, az elsé viltozd
vagy konstans sem fog a kifejezés elejérol eltiinni. Ezért a funkciondlis
programok végrehajtisit, azaz a redukdldsokat be lehet fejezni a gyenge
fej normal forma elérésekor, azaz a funkcionilis program eredménye mindig
egy gyenge fej normdl formaju kifejezés.

1.7.4. A-definialhaté fliggvények

Most definidljuk djra a A-definidlhaté fiiggvényeket a fej normal forma fel-
hasznaldsaval.

1.7.29. Definicié. A-definidlhaté parcialis fiiggvény:

Legyen [ egy m-vdltozés parcidlis fliggvény, €s reprezentdlja ezt a
fiiggvényt az F € AV \-kifejezés. Azt mondjuk, hogy az f fiigguény \-
definidlhato, ha minden xq,x9,...2, -re
="m7, ha f(zi,29,...,2,) =m,
Frag Moy, .Tay,? nincs fej normdl formdja,
ha f(xy,29,...,2,) nincs értelmezve.

A definicié és az 1.7.22. tétel alapjin tehdt a nem-értelmezett pontok-
ban a parcidlis fiiggvénynek egy olyan A-kifejezést feleltetiink meg, amelyik
az adott pontban, azaz az adott argumentumokra nem megoldhaté.

A parcidlis fiiggvények A-definidlhatésdgdnak ezzel a definicigjaval a
kordbban emlitett , kellemetlen” tulajdonsigok megsziinnek, a A-kalkulus és
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a kombindtor logika kifejezései konvertalhatdk, és ha azokat a kifejezéseket,
amelyeknek nincs fej normdl forméjuk, egyenldeknek tekintjiik, a A-kalkulus

konzisztens marad.
Most el6szor a parcidlis rekurziv fiiggvényeket definidljuk, majd meg-
mutatjuk, hogy a A-kalkulusban a parcidlis rekurziv fiiggvények lefrhaték.

1.7.30. Definicié. Parcialis rekurziv fuiggvények:

Parcidlis rekurziv fiigguények a kévetkezd fliggvények:

1. Z(z) = 0, a nulla értéki konstans fiiggvény,

2. suce(z) =z 4+ 1, az egységgel néveld fiiggvény, és

3. UMz, 29,...,2,) =2; (1 <1< n), a szelektor fiiggvény.

Parcidlis rekurziv fiiggvényekbol tovdbbi ij parcidlis rekurziv fiiggvényeket

a helyettesités, primitiv rekurzié és a minimalizdlds véges sokszori alkal-

mazdsdval konstrudlhatunk.

4. Helyettesités: legyen g eqy m -vdltozés parcidlis rekurziv figgvény,
és legyenek hi,hy, ..., hy, n-vdltozés parcidlis rekurziv fliggvények.
FEkkor helyettesitéssel a kovetkezo parcidlis rekurziv f figgvényt kapjuk:

f($17m27"'7mn):

g(hi(z1, 22, . xn), ha(Zr, 22, o 20)y oo A (21, 29, .- 24)).

Ha az x1,29,..., 2, pontokban a hj(z1,29,...,2,) (1 <j < m) fiigg-
vények mindegyike és a

g(h1($1,$2, . 'amn)ahZ(mlax% . 'axn)a . 'ahm(xlam% . amn))

is €rtelmezett, akkor a helyettesitéssel kapott fiiggvény is értelmezett,
ellenkezd esetben a fiiggvény ezen a helyen nincs értelmezve.

5. Primitiv rekurzid: legyen g eqy m — 1-vdltozés, és h eqy n + 1-
vdltozos parcidlis rekurziv fiiggvény. A primitiv rekurzoval a kévetkezd
[ parcidlis rekurziv figgvényt kapjuk:
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F(0,29,...,2,) =g(z2,...,2,)
flsuce(zy), xa, ..., x,) = h(f(z1, 29, ..., 20), 21, T2y ..., Tp).
Ha g(zq,...,2,) és h(f(zy,29,...,2,),21,22,...,2,) az adott pon-

tokban értelmezett, akkor a primitiv rekurzioval kapott fiigguény
is értelmezett, ellenkezé esetben a fiiggvény ezen a helyen nincs
értelmezve.

6. Minimalizdlds (vagy inverzid): Legyen g egy n + 1 -vdltozés parcidlis

rekurziv figgvény. Ha adott xq,29,...,2,-re mindig létezik olyan
y, amelyre g(y,z1,22,...,2,) = 0, és minden (0 < z < y)-ra
g(z, 1,29, .. ., x,) €rtelmezett és g(z, x1, 22, ..., 2,) # 0, akkor jelélje
ezt az y -t

/Ly[g(yﬁrh‘r% .. 'a‘rn) - 0]7

és a g figguénybdl minimalizdldssal a kévetkezd parcidlis rekurziv figg-
vényt kapjuk:

flze, 2, 2n) = pylg(y, x4, 22, ..., 2n) = 0].

FEllenkezé esetben, azaz ha nincs ilyen y vagy eqy z értékre a
g(z,21,22,...,2,) nincs értelmezve, akkor az f(zy,zq,...,2,) figg-
vény sincs az T, Ty, ..., T, pontban értelmezve.

A fenti definici6 els6 hidrom pontjiban szereplé fiiggvények A-kifejezései
azonosak a primitiv rekurziv fiiggvényeknél, az 1.6.1. pontban az i. — ii. -
ben megadott fiiggvényekkel. Most megadjuk a fenti definiciéban szerepld
helyettesités A-kifejezését.

vii) A helyettesités leirdsdhoz a g, hq, ha, ..., hy, fliggvények A-kifejezései
legyenek rendre G, Hy, Hy, ..., H,,. Ekkor az f fiiggvény a kovetkezd
F A-kifejezéssel definialhaté:

F=
Az12q ... xn.(Hizizg . x ) (Hozyzg . oxpll) oo (Hpziza .o 2pll)
(G(Hyz12g ... 20) (Hoz12o .. xy) .o (Hpz1 22 .. 24)).
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Megmutatjuk, hogy azokban a pontokban, ahol az f fiiggvény értel-
mezve van, az F A-kifejezés elédllitja az f(z1,29,...,2,) Church-szamét.
Ezutdn bebizonyitjuk azt, hogy ha valamelyik h; nincs értelmezve, vagy ha
a g fiiggvény nincs értelmezve az adott pontban, akkor az f(z1,z2,...,2,)
A-kifejezése nem megoldhato.

Ha az 21,...,z, pontban h;(z1,...,2,) (1 < i < m) mindegyike
értelmezett, akkor minden 7-re

H"z0. 0 T, =1

mivel H;"z,7..." 2z, " értéke egy Church-szam, és az 1.7.7. példdaban littuk,
hogy a Church-szamok éppen az |1 kifejezéssel oldhaték meg. Ekkor tehdt
Fra0. .. Ta,”
.o D (GH "2 T2, ) o (H T2, ) =
GH "z .."2, ) o (Hy 2y . T2y, ) =
GThi(z1,...,20)" o Thy (2, . 2,) " =
Cghi(zry. oy ®n)y e chm(z1, . ) =

Tf(zy, .. z0)™.
Ha h;(z1,22,...,2,) nincs definidlva Valamelylk < i < m-re, akkor
az FTzy7..."z," Akifejezés nem megoldhaté. Ha hg, (24, n) nincs

értelmezve, akkor az 1.7.29. definicié szerint a

H; "z, Tz,

kifejezés nem megoldhatd, igy az 1.7.13. lemma szerint
H; )"z ."2,

sem oldhaté meg, és igy ugyanezen lemma alapjan
Fra,.7...Tz,”

sem.
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Ha mindegyik h;(z1,...,z,) (1 <i < m) definidlt, és h;(z1,...,2,) =
¢i, de g(cq, ..., ¢m) nincs értelmezve, akkor
Fre0 .0 T
. (GH "2 T2, ) o c(H "z T2y )) =
GH "z, ...Te, ) .(Hp 2y T2, ) =
G hi(z1, ..y @n) oo Thp (21, 2n) T =

Ger?. . Tey”

ez viszont, feltételiink szerint, az 1.7.29. definicié alapjan nem megoldhaté.

Ezek utan foglalkozzunk a primitiv rekurzié és a minimalizdlds A-kifeje-
zéseivel. A primitiv rekurzié megaddsira nincs is sziikség, mert Kleene
Normdl Forma tétele azt mondja ki, hogy minden f parcidlis rekurziv
fliggvényhez léteznek olyan g és h primitiv rekurziv fiiggvények, hogy az f
lefrhaté e két fiiggvénnyel, a helyettesités és a minimalizalds miiveleteinek
felhasznélasdval.

viii) Ha az f és g fliggvények A-kifejezései F' és G, akkor a ¢-b6l a mini-

malizdlassal el6éllitott I fiiggvény A-kifejezése a kovetkezd:

F=Arqzy. .. 2, Y (Ayz.if (zero(Gzzizy...2,))

z
(y(succz)))™0™.

Ez a kifejezés azonos a teljes rekurziv fiiggvényekre megadott mini-
malizdlé fiiggvény A-kifejezésével. Igy, ha az f(z1,22,...,2,) értelmezve
van, akkor az v) pontban lefrtak szerint a g(z,z1,22,...,2,) is mindig
értelmezett, és van olyan y, hogy ¢(y, z1,z2,...,2,) = 0, azaz
Fram ... Tz, =" f(z1,29,...,2,) "

Ha az f(z1,22,...,2,) nincs értelmezve, akkor minden z-re

g(z,z1,29,...,2,) #0,
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és igy
zero(Gzzy2y ... 2,) = false.

Belithaté, hogy ekkor az
Y (Ayz.if (zero(Gzzyzy...2,))

z

(y(succz))) 0™

kifejezésnek végtelen redukdldsi sorozata van, és {gy nincs normil forméja,
és az is bizonyithatd, hogy ez a kifejezés nem megoldhaté.

Az 1.6.10. tétel tehdt kiterjesztheté a parcidlis numerikus fliggvények
és az 1.7.29. definiciéval A-definialhaté fiiggvények kapcsolatara is.

1.7.31. Tétel. (Kleene-tétel [1936.])

A A-definidlhaté parcidlis fiiggvények osztdlya pontosan azonos a parcidlis
rekurziv figguények osztdlydval.

1.8. Konzisztens formalis elmélet

Church a A-kalkulus definidldsaval arra térekedett, hogy elméletével min-
den matematikai meggondolds formalizilhatd legyen, még azok is, ame-
lyek ellentmondasra vezetnek. Az 1.5.3. pontban, a Russell-paradoxon
vizsgdlatidndl azonban littuk, hogy a A-kalkulus 4ltaldnos fiiggvényfogalma
ellentmondédshoz vezethet. Ha a A-kifejezésekhez fogalmakat rendeliink,
azaz. ha megadjuk a A-kifejezések szemantikdjit, akkor kénnyen ellent-
mondasra juthatunk. Megjegyezziik, hogy ezt a probldmat a tipus beveze-
tésével, azaz a fliggvényfogalom dltaldnossiginak korldtozasdval meg lehet
oldani, a tipusos A-kalkulusban az ellentmondésok elkeriilhetdk.

Az 1.1.1.,1.2.27. és 1.4.23. definicidk egy (els6 rendii) formdlis elméletet
hatdroznak meg. A A-kifejezésekre megadott szintaktikai szabalyok alkotjdk
az elmélet nyelvi részét, a formulak az £/ = F tipusu egyenl6ségek, és a for-
muldk bizonyitdsara az 1.2.27. definiciéban megadott axiémak szolgalnak.
Ha a formuldk egyenloségek, a formadlis elméletet egyenloségi elméletnek
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is nevezhetjiik. A A-kalkulus, An-kalkulus, A4-ezt-kalkulus tehat formdlis
(egyenl8ségi) elméletek.

A formdlis elméletek egyik alapvetd problémaéja az, hogy az elmélet kon-
zisztens-e. A tovdbbiakban a A-kalkulus konzisztencidjaval foglalkozunk.

1.8.1. Definicié. Konzisztens formalis elmélet:

FEgy olyan formdlis elmélet, amelyben a A° elemei, mint formuldk kézétt
egyenlbség adhaté meq, konzisztens, ha van olyan E, F € A, amelyre

E+F.

A definicié tehat azt mondja ki, hogy egy konzisztens formalis elmélet-
ben nem lehet minden egyenléséget bizonyitani, azaz ha az ¥ = F nem
bizonyithaté egyenl6ség, akkor az F = F -et feltéve a formélis elmélet in-
konzisztenssé valik.

Most megmutatjuk, hogy a A-kifejezésekbdl, konverzids szabalyokbdl
all6 tipusnélkiili A-kalkulus konzisztens.

1.8.1. A X-kalkulus konzisztens

Ha az F és F MA-kifejezések normélformaja kiilonboz6, akkor az 1.3.12.
kévetkezmény alapjan F = F esetén lenne olyan A-kifejezés, példaul az F,
amelynek két kiillénb6z6 normial forméja lenne. Most megmutatjuk, hogy
ha az F-nek és az F-nek kiilonb6z6 normdl formaja van, akkor az F = F
bevezetésével a A-kalkulus inkonzisztenssé valik.

Az allitds a Bohm-tételen alapul. A tétel a A-kalkulus egyik klasszikus
eredménye, jol alkalmazhatd A-kifejezések egymadstdl valé megkiilonbozte-
tésére.

1.8.2. Tétel. (Bohm-tétel [1968.])
Ha E,F € A° \-kifejezéseknek van normdl formdjuk, és E # F , akkor
léteznek olyan Gy, Gy, ..., G, € A® (n > 1) A-kifejezések, amelyekre
EGGy...G, = false,
FG1Gy ... .G, = true.

A tételt nem bizonyitjuk.
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Ha a tételben mindkét egyenlet mindkét oldalara a Hy, Hy A-kifeje-
zéseket applikaljuk, akkor

false HHy = (Azy.y)H1Hy = Hy,

true HiHy = (Azy.2)HHy = Hy,

és fgy a tétel egyenletei tetszdleges Hy, Hy € A® A-kifejezésekre a kdvetkezd
formdban is felirhatok:

EG1G2 . .GnHlHQ — Hz,

FG1G2 .. .GnHlHQ = Hl.

Most megmutatjuk, hogy két kiilo6nb6z6 normal formaju A-kifejezés nem
lehet egyenl6:

1.8.3. Kovetkezmény.

Ha az F és F A-kifejezéseknek kiilonbéz6 normdl formdjuk van és beve-
zetjik az B = F egyenloséget, akkor a A-kalkulus inkonzisztenssé vdlik.

Bizonyitas. A kdvetkezmény azt mondja ki, hogy F = F esetén tetszd-
leges Hy, Hy egyenlGsége bizonyithatd. Legyen G = Azyz.zyz, és legyenek
Hy és Hs tetszbleges A-kifejezések. Ekkor

G HH, false = false HyH; = Hy,

GH1Hy true = true HoH{ = Hs.

A B6hm-tétel alapjan, ha az F és I’ A-kifejezéseknek van normal formdjuk,

és ezek kiilonb6zéek, akkor léteznek olyan G, Gy, .. .G, A-kifejezések, me-
lyekre

FEGG,y...G, = false,
FGGy ... G, = true,

és ezeket a fenti két egyenletbe helyettesitve

GHlHQ(EGlGQ . Gn) - H17
GHlHQ(FGlGQ .. Gn) = HQ.
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Ebbdl pedig az ' = F feltétel miatt Hy = H,, tehdt azt kapjuk, hogy
tetszéleges két A-kifejezés egyenldsége bizonyithatd, azaz a A-kalkulus in-
konzisztenssé valt. a

Tehat a kiilonb6z6 normdl formaju A-kifejezések nem lehetnek egyenldk.
Olyan két A-kifejezés, amelyeknek a normadl formajuk kiilénbo6z6, nyilvan-
valéan van, ebbdl viszont azonnal kovetkezik a A-kalkulus konzisztens tu-
lajdonsdga:

1.8.4. Tétel. (Konzisztencia tétel)

H A A-kalkulus konzisztens.

A MA-kalkulus akkor is inkonzisztenssé vdlik, ha olyan A-kifejezéseket
kapcsolunk 6ssze az = reldciéval, amelyeknek nincs normadl formajuk:

1.8.5. Kovetkezmény.

Ha az F és F X-kifejezéseknek nincs normdl formdjuk €s bevezetjik az
FE = F egyenléséget, akkor a A-kalkulus inkonszisztenssé vdlik.

Bizonyitas. Legyen

E=Xx.2KQ=Az.z(Aey.2)Q,
F=X.2SQ= Azz(Aeyz.az(yz))Q,

és tegyiik fel, hogy K = F. Ekkor

E(Azy.z) = (Av.z(Azy.2)Q)(Azy.z) = Aey.a,
F(Azy.z) = (Az.ax(Azyz.az(y2))Q)(Azy.2) = Aeyz.az(yz),

azaz az F = F miatt

Azy.x = Azyz.az(yz).

Ebbdl tetszoleges G, Go, G5 A-kifejezésre

(Ary.2)GhGaGs = (Aryz.xz(yz))G1G2Gs, és a redukcidkat végrehajtva
G1G5 = G1G5(G2G3).
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Legyen Gy = G5 = Az.z, ekkor

(Az.z)(Az.z) = (Az.2)(Az.2)((Ge(Az.2)),
Az.x = Ga(Az.z).

Most legyen Gy = (Azy.z)H, ahol H egy tetszbleges A-kifejezés. Ekkor

Go(Az.z) = (Azy.z)H (Az.z) = H,
és igy
Az.x = H.

Mivel H tetszéleges A-kifejezés volt, a fenti egyenléség jobboldaldra tetszé-
leges A-kifejezés irhatd, azaz a A-kalkulus inkonzisztenssé vilt. O

1.8.2. A megoldhatésag és a konzisztencia

Az 1.6. pontban lattuk, hogy a parcidlis fliiggvények a fej normal forma,
azaz, a megoldhatésig felhaszndlisaval probléma nélkiil definidlhatdk, a nem
megoldhaté kifejezések a ,,definidlatlansag” fogalmdt valdsitjdk meg. Most
megmutatjuk, hogy — ellentétben a normal formdval, — ha a nem megold-
haté kifejezéseket egyenléeknek tekintjiik, a A-kalkulus konzisztens marad.

El6szor a helyettesités miveletét dltalanositjuk. Helyettesitéskor iigyel-
ni kell arra, hogy a kifejezés szabad viltozdja nehogy kétotté viljon, ezt a
problémat a kontextus bevezetésével oldjuk meg.

Ha egy kifejezést gy épitiink fel, hogy benne ,iires helyeket”, ,lyu-
kakat” hagyunk, és ezekre az iires helyekre, feltételek nélkiil, tetszoleges
kifejezéseket irhatunk be, akkor ezt a kifejezést kontextusnak nevezziik.
Az iires helyeket az X vagy X; (i > 1) kontextus vdltozdkkal jeldljik, a
kontextus valtozdinak szama a kontextus dimenzidja.

Egy n -dimenzids kontextust C[ X1, X, ..., X,] -nel jel6link. Ha a
C[Xy, Xo,..., X,,] kontextusba rendre az Fi, Fy,..., F, kifejezéseket he-
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lyettesitjiik, akkor a C[F4, Fy, ..., F,] kifejezést kapjuk.

1.8.6. Példa. (Kontextus)
Ha C[X] = Az.Xyz, akkor

Clz] = Az.ayz

[y] = Az.yyz,

ClAy.y] = Az.(Ay.y)yz,
[

ClAy.zy] = Az.(Ay.2y)y=.

)

Lathaté, hogy a C[z] és a C[Ay.zy] kifejezésben az z véltozd kototté valt.
O

A koévetkezd lemma a nem megoldhaté kifejezések egy fontos tulaj-
donsigit irja le.

1.8.7. Lemma. (Az altalanosithatdsag lemmaja)

Tegyiik fel, hogy F eqy nem megoldato kifejezés, és az I’ -nek van normdl
formdja. Fkkor, ha minden egydimenzios C kontextusra

C[E] = F,

akkor minden G A-kifejezésre

C[c] = F.

A lemm&t nem bizonyitjuk, a bizonyitas példaul [Bar84]-ben megtalal-
haté. A lemma azt mondja ki, hogy ha egy kifejezés redukilasakor egy olyan
részkifejezést kapunk, ami nem megoldhaté, akkor, feltéve, hogy a kife-
jezésnek van normal formaja, a redukaldsok eredményében ez a részkifejezés
nem jatszik szerepet, helyette ide barmilyen kifejezést beirhatunk. Ez mér
azt mutatja, hogy a nem megoldhaté A-kifejezések nagyon hasonld tulaj-
donsigokkal rendelkeznek.

Elbszor bovitsiik a A-kalkulust a kontextusokra vonatkozdé egyenléségek-
kel, megmutatjuk, hogy ez az elmélet konzisztens.
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1.8.8. Lemma. (A H* elmélet)

Jeldlyik H* -gal azt a formdlis elméletet, ahol a A-kifejezésekre a kovetkezd
eqyenloséget adjuk meg:

E =g F,
ha minden egydimenzids C kontextusra

C[E] akkor és csak akkor megoldhaté, ha C[F] is megoldhatd.

A H* konzisztens.

Bizonyitds.  Eloszor azt kell belitnunk, hogy ez az elmélet teljesiti
az egyszeri tipusnélkiili A-kalkulusra az 1.2.27. definiciéban megadott
axiémakat.

Az =g« reldcié nyilvanvaléan ekvivalencia reldcid, azaz reflexiv, szim-
metrikus és tranzitiv. A p-szabily a kévetkez6: Tegyiik fel, hogy F =g+ F,
és ekkor be kell 1atni, hogy tetszbleges G kifejezésre FG =g« FG, azaz
hogy tetszéleges D kontextusra D[FG] akkor és csak akkor megoldhatd, ha
D[F(G] is megoldhaté.

Nyilvanvalé, hogy ha D[FG] megoldhatd, akkor 1étezik olyan C[X] kon-
textus, melyre C[F] is megoldhatd, és forditva, ha C[E] megoldhatd, akkor
létezik olyan D[X] kontextus, melyre D[EFG] is megoldhatd.

D[EG]|megoldhaté <=

C[F]megoldhaté <> (FE=pg+ F)
C[F]megoldhaté <=

D[FG]megoldhaté,

igy FF =g« FG. A GE =g« GF és a Axz.F =g« Az.F hasonlé médon
bizonyithaté.

Most mutatjuk meg, hogy az ij egyenldség relacié a B-konverzié bovi-
tése.

Tegyiik fel, hogy F =g F. Legyen C egy tetszdleges olyan kontextus,
melyre FV(F)U FV(C) C {z1,22,...,2,}. Ekkor



106 1. A X-kalkulus

C[F] megoldhat6 <—

Az12y . ..2,.C[F] megoldhaté <=

3G1Gy .. .Gy, melyre (Az122...2,.C[F])G1Gy ... .G, = <—
1G1Gy .. .G, melyre (Azyzy...2,.C[F]))G1Gy...G, = &<
Az12y .. .2,.C[F] megoldhaté <=

C[F] megoldhaté,

azaz K =g+ F.

jezést, amelyeknek az egyenlosége nem bizonyithatd. Legyen

C[X] = X,

E=1,

F=qQ.

Tegyiik fel, hogy F =g« F, azaz minden C kontextusra C[F] akkor és csak
akkor megoldhaté, ha C[F] is megoldhaté. C[F] = C[l] = |, tehdt F nyilvan-

val6an megoldhatd, és C[F] = C[Q] = 2, amirdl az 1.7.8. példaban lattuk,
hogy nem megoldhatd, azaz csak az | g+ Q egyenlétlenség dllhat fenn. O

Sziikitsiik a H*-ra megadott relaciét.

1.8.9. Lemma. (A H elmélet)

Jeloljiik H -val azt a formdlis elméletet, ahol a A-kifejezésekre a kovetkezd
eqyenléséget adjuk meg:

E=yF,

ha E, F € A° nem megoldhaté kifejezések.

A H konzisztens.

Bizonyitds. Bebizonyitjuk, hogy # C H*. Legyen K, F € A° két nem
megoldhaté kifejezés, azaz legyen FF =g F, megmutatjuk, hogy ekkor az
E =g« F egyenl6ség is fennall.

Legyen C egy olyan kontextus, melyekre FV(E)U FV(E)U FV(C) C
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{z1,29,...,2,}. Ekkor

C[F] megoldhaté <
Az123 .. .2,.C[F] megoldhaté <=
3G1Gy . . .Gy, melyre (Az122...2,.C[E])G1Gy...Gy = 1.

Az 4ltaldnosithatésdg lemméja alapjin

1G1Gy .. .Gy, melyre (Azyzy...2,.C[F]))G1G2...G, =1 <
Az123...2,.C[F] megoldhaté <=
C[F] megoldhatd,

azaz F =g« F.

A | és az € kifejezések nyilvan nem egyenloek, igy H konzisztens formdlis
elmélet. |

Tehat megallapithatjuk, hogy a A-kalkulusban a nem megoldhaté kife-
jezések, azaz amelyeknek nincs fej normdl formdjuk, egyenléeknek tekint-
heték, egy , értéket” képviselnek.

1.8.3. Eldonthetetlen problémak

A kérdés ezek utin az, hogyan lehet két A-kifejezésrél eldénteni, hogy vajon
egyenlék, azaz egymasba konvertdlhatdk-e.

Ez a probléma azonban algoritmikusan eldonthetetlen. Egy kérdést
algoritmikusan eldénthetének neveziink, ha megadhaté hozza egy olyan al-
goritmus, amely a kérdésre véges lépésben ,igen” vagy ,nem” vilaszt ad.
Tehdt az egymdsba konvertdlhatésdg eldonthetetlensége azt jelenti, hogy
nem létezik olyan eljards, amellyel eldonthetd lenne, hogy egy tetszéleges,
adott A-kifejezés egy masik adott A-kifejezésbe konvertalhaté-e.

A M-kifejezések egy A halmazdt a konverzios szabdlyokra nézve zdrtnak
nevezziik, ha F € A és F = F esetén az I € A is teljesiil.
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1.8.10. Tétel. (Scott—Curry eldonthetetlenségi tétele )

Legyen A és B A-kifejezéseket tartalmazo, a konverzidkra zdrt két nem
tres halmaz, ekkor nincs olyan G A-kifejezés, amelyre

M1, ha E € A,
G #E7=
# {FO—‘, ha FE € B.

Bizonyitas. A bizonyitds indirekt, tegyiik fel, hogy az A és B zart, nem
iires halmazokhoz taldlhaté egy, a tételben megadott tulajdonsdgi G A-ki-
fejezés. Megmutatjuk, hogy ebbél ellentmonddasra jutunk.

Legyen D egy olyan A-absztrakcid, amely tetsz6leges = és y A-kifejezésre

a
Dzy™17 =y,
Dxy™ 0" ==z

eredményt adja. Ilyen D A-kifejezés lehet példaul a
Azyz.if (zero z)z y,

vagy a

Azyz.z(true y)z = Azyz.z(Av.y)z.

Legyen

H = Xz.Dzy(G(app z(num 2))),

ahol az app és a num az 1.5.7. tétel bizonyitdsiban szereplé A-kifejezések.
Legyen tovdbba

J=H"#H".
Ekkor
J=H"#H"=

(Az.Day(G(app =(num 2)))) #H " —;
Day(G(app” #H (num” #H 7)) =
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Dzy(Gapp™#H ""#H™)) =
Day(GH(H#H 7)) =
Dzy(GT#J7),

tehat

J = Dzy(GT#J7).

Ha J € A, akkor a G A-kifejezés definiciéja alapjin
Gr#J =17,

azaz

J=Dzy" 1"=1y,

vagyis a A zartsdga miatt csak y € A dllhat fenn. Az y azonban tetsz6leges
A-kifejezés, igy y € B esetén ellentmonddsra jutunk.
Hasonléan, ha J € B, akkor a G' A-kifejezés definicidja alapjin

GI—#J—I — I—O—l7
azaz
J=Dzy 0=z,

vagyis a B zartsaga miatt csak « € B lehetséges, és igy ebben az esetben is
ellentmonddsra jutunk. |

Ha az A és B zart halmazokra létezik a tételben szerepld tulajdonsdgi
G M-kifejezés, akkor az A és B halmazokat rekurzivan elkilénitheté halma-
zoknak nevezziik. A tétel tehat azt mondja ki, hogy a konverzidkra nézve
zart halmazok nem rekurzivan elkiilonithet6k.

Ha az A halmaz és az A komplemens halmaza rekurzivan elkiilonithetd,
akkor az A halmazt rekurziv halmaznak nevezziik.

Ha a Scott—Curry eldénthetetlenségi tételben a B halmazt az A kom-
plemens halmazanak vilasztjuk, akkor a kévetkezd allitast kapjuk:
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1.8.11. Kovetkezmény.

Ha az A halmaz a konverzids szabdlyokra nézve zdrt halmaz, akkor az A
nem rekurziv.

A Scott—Curry elddnthetetlenségi tételbdl azonnal kévetkezik az is, hogy
az M = F, azaz a konvertdlhatésig is eldonthetetlen:

1.8.12. Kovetkezmény.
Nincs olyan G A-kifejezés, amelyre

[‘1‘\

, ha ¥ =F,

Gl_ FJ’_H_ F_| —
# # {'_O—‘, eqyébként.

Bizonyitas. Az 1.8.10. tétel jel6léseit hasznalva, legyen A egy nem
iires, a konverziékra zirt halmaz, és legyen B = A\ A. Legyen példdul
A ={F|F = Az.z}, azaz tartalmazza azokat a A-kifejezéseket, amelyeknek
a normdl formdja Az.z. Ez az A halmaz nyilvin zart, és nyilvanvaléan
a B is zart lesz. A Scott-Curry eldénthetetlenségi tétel alapjan az A és
B halmazok rekurzivan nem elkiilonitheték, azaz nincs olyan fliggvény,
amely a Az.z A-kifejezéssel azonos normdl formajiu A-kifejezésekre ugyanazt
a fliggvényértéket adna. a

A midsodik fixpont tétel alkalmazdsdval bizonyithatd, hogy egy A-kife-
jezés normdl formajanak meghatdrozasa is eldonthetetlen.

A kovetkezd tételt a benne szerepld halt fiiggvény miatt gyakran a
megdlldsi feladat eldénthetetlenségének is nevezik.

1.8.13. Tétel. (A normadl forma eldonthetetlen)

Nincs olyan halt \-kifejezés, amelyre

true, ha F -nek van normdl formdja,

halt" #F 7 = o
false, egyébként.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ilyen halt fiiggvény létezik. Legyen

D = Xz.if(halt z)Q270™.

Ekkor a 2. fixpont tétel alapjan létezik olyan X A-kifejezés, amelyre
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X = D#X " =if(halt"#X 7)Q"0".
Ha X -nek van normdl forméja, akkor a halt definicigjit felhaszndlva
X =if true Q707 =,

de az 2-nak nincs normdl formdja. Ha azt tessziik fel, hogy az X -nek nincs
normdl formdja, akkor az el6z6h6z hasonléan

X =if false Q707 ="0",

a "07 A-kifejezésnek viszont van normadl formdja. Tehdt mindkét esetben
ellentmonddsra jutottunk. O

Bizonyitds nélkiil kimondjuk a kovetkezd dllitast is.

1.8.14. Tétel. (A fej normal forma eldonthetetlen)

Nines olyan F A-kifejezés, amelyre

P true, ha F -nek van fej normdl formdja,
~ |false, egyébként.

Az utébbi két tétel tehdt azt mondja ki, hogy a normdl formak halmaza
és a fej normal formdk halmaza, azaz a megoldhatésdg nem rekurziv.
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konstansos, 61
konzisztens, 11, 36, 1.8.1.,
100-103, 1.8.2., 103-107
operaciés szemantikdja, 1.2.,
13-31

szintaktikdja, 1.1., 2-13
tipusnélkiili, 61
tipusos, 99
A-kifejezés, 2
absztrakcios, 87
applikacids, 87
de Bruijn forma, 20
egyszeri tipusnélkiili, 2
fixpontja, 62
grafja, 7
konstansos tipusnélkiili, 61
konvertalhatd, 25
lezarasa, 10
megoldhaté, 82
megoldhaté, 82-86
zart, 9
A-term, ldsd A-kifejezés
lancolt lista, ldsd lista
1épésfiiggvény, 74
lezards
A-kifejezés, 10
lista, 45, 1.4.3., 4548
nil, 46
fejelem, 46
maradék, 47
mivelet, 1.4.3., 45-48
logikai
konstans, 1.4.1., 40-42
mivelet, 1.4.1., 40-42
lusta paraméterkiértékelés, 37

magasabbrendii fliggvény, 5
megoldhaté  A-kifejezés, 1.7.1.,
82-86
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megoldhatésig, 1.7., 82-99, 103— formélis, 4
107 paraméterdtadis
minimalizalds, 77, 95 érték szerinti, 39
mnemonik, 3 névszerinti, 37
mohé paraméterkiértékelés, 39 paraméterkiértékelés
miivelet lusta, 37
aritmetikai, 48—60 mohé, 39
lista, 45-48 parcidlis  rekurziv  fiiggvény,
logikai, 40-42 1.6.3., 80-82, 95
n-es, 42-45

n-es, 1.4.2., 42-45
miivelet, 1.4.2., 4245
névkonfliktus
valtozdk, 17
névszerinti paraméteratadas, 37
normal
forma, 1.3., 31-39
fej, 1.7.2., 87-91
gyenge fej, 1.7.3., 91-94
sorrend
redukdldsi stratégia, 37
normalizalé
redukéldsi stratégis, 36
normdlt szimjegyrendszer, 48

operacios szemantika
A-kalkulus, 13-31

optimalizalt kiértékelés, 41

paradoxon
kombinator, 63, 73
Russell, 71-73
paraméter
aktualis, 4

precedencia, 5
primitiv
rekurzié, 74, 95
rekurziv figgvény, 74, 1.6.1.,
74-77

redex, 14, 31
cstcs, 93
fej, 88
redukdlisi stratégia, 1.3.1., 33—
39
applikativ sorrendii, 39
normal sorrendii, 37
normalizald, 36
redukdlhaté kifejezés, 14, 31
redukcid
B, 14
J, 60-61
reflexiv reldcié, 3, 13, 26
rekurzié, 1.5., 61-73
primitiv, 74, 95
rekurziv
figgvény, 1.5.2., 68-71
halmaz, 109
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rekurzivan elkiilonitheté halmaz, teljes rekurziv fiiggvény, 77,
109 1.6.2., 77-80
relicié tipus, 99
equivalencia, 3, 25 tipusnélkiili
reflexiv, 3, 13, 26 konstansos
szimmetrikus, 3, 13, 26 A-kalkulus, 61
tranzitiv, 3, 13, 26 tipusos
rendezett par, 42 A-kalkulus, 99
részkifejezés, 9 torzs
rombusz-tulajdonsig, 34 A-absztrakcié, 4
Russell-paradoxon, 1.5.3., 71-73 tranzitiv relacié, 3, 13, 26
Turing-kiszamithaté  fliggvény,
Scott-szamjegyek, 51 75, 78
szabad
és kotott valtozdk, 1.1.3., 6- viltozo, 2, 61
10 fej, 88
valtozé, 6 kontextus, 103
szabaly kotott, 6
gyenge kiterjeszthet6ség, 31 A-absztrakcid, 4
£, 15,26 szabad, 6
szamjegyek valtozdk névkonfliktusa, 17
Church, 54 ,
egyszeril, 49 zart
Scott, 51 halmaz, 107

szamjegyrendszer, 48 A-kifejezés, 9

adekvit, 48

normadlt, 48
szamkonstans, 1.4.4., 48-60
szemantika

operacios

A-kalkulus, 13-31

szimmetrikus reldcié, 3, 13, 26
szintaktika

A-kalkulus, 2-13



