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3. FEJEZET

Bevezetés

3.1. A tipus kialakulasa

A tipus csak egy illizid...

Kezdetben minden egyforma, egységes volt, tipus nélkiili volt a vildg. Kz
maris egy érdekes ellentmondds, mert mit jelent az, hogy nincs semminek
sem tipusa? Azt, hogy mindennek azonos a tipusa, azaz, hogy van egy
tipus, de csak egy tipus van, és mindennek ez az egy tipus a tipusa.

Ilyen homogén rendszer példaul a szdmitégép memoridja, ahol csak bitek
vannak, minden bit felveheti a 0 vagy az 1 értéket, és a bitekre csak a logikai
alapmiiveleteket értelmezziik. Vagy példaul ilyen a A-kalkulus, ahol minden
egy A-kifejezés, és csak a kifejezések dtalakitisdra adunk meg szabilyokat.

Es akkor az ember egyes bitkombinicidkhoz mér ismert fogalmakat ren-
del, bizonyos bitekre azt mondja, hogy ez a nulla, misokra azt, hogy ez az
1, 2, vagy a 49 természetes szam. KEgészen mas bitcsoportra meg azt, hogy
ez az Osszaadds miivelete, egy masik meg a szorzdsé. Ugyanakkor a 65
szam bitkombindciéja lesz az ,,A” betli, a 66 a ,,B”, két ilyen bitkom-
bindcié egymds mellé irva pedig egy stringet jelent. FEzutdn ha jabb,
hosszabb, nulla bitekbdl 4ll6 bitsorozatot jeloliink ki, akkor ez lesz a nulla
lebeg6pontos szam, masok meg az 1, 2 lebegépontos szamok.

A A-kalkulusban hasonléan, egy kifejezéshez hozzarendelhetjiik a nulla
szamot, egy madsikhoz az 1-et, a harmadikhoz a 2-t, egy F kifejezésre
pedig azt mondhatjuk, hogy ez az Gsszeadds miivelete, mert az K 0 2 app-
likdcié éppen a 2-nek megfeleltetett kifejezést adja eredményiil. Egészen
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mas kifejezésekre is megtehetjiik ezt a hozzirendelést, ekkor egy mdsik
nszamrendszert” kapunk. Vagy kivdlaszthatunk hirom A-kifejezést tdgy,
hogy az els6re a masodikat alkalmazva a harmadikat, az elsére a harmadikat
applikalva a masodikat kapjuk eredményiil, és ekkor azt mondjuk, hogy az
elsé a not, fiiggvény, a masodik a true, a harmadik a false érték. Kz utébbi
kettot akdr fel is cserélhetjiik.

A homogén rendszerbdl kivilasztott elemek koziil bizonyosak tehat
a kijelolt miveletek szempontjabél hasonléan viselkednek. Az azonos
viselkedésii elemeket egy halmazba fogjuk Ossze, és ez a halmaz alkotja
a tipust. A tipus tehdt értékek halmaza. Ezért azt mondhatjuk, hogy , egy
érték egy tipus egy eleme”, ,egy érték egy tipushoz tartozik”. A tipus
értékhalmazianak egy megkiilonbozteté nevet adhatunk, és azt is mond-
hatjuk, hogy a halmaz elemei ilyen tipusiak.

3.1.1. Példa. (Tipusok)
A true és false értékek alkotjak a Bool tipust.
A 0,1,2... szdmok a Nat nevii tipus elemei. a

L4tszik tehdt, hogy a tipus csak illizid, a tipusnélkiili viligot csak mi
képzeljiik tipusosnak. Ez a tipusos vildg azonban megvédi az alatta levé
nem tipusos viligot a hibds, vagy a nem jé hasznilattél. A tipusrendszer
feltorése, példdul egy Integer tipusi szdm Pointer-ként valé hasznélata,
gyakran nagyon kellemetlen kévetkezményekkel jar.

3.2. A tipus szerepe

A programnyelvekben tipust alapvetéen két célbdl hasznalunk,
e bizonyos programtulajdonsigok leirdsinak eszkozeként,
e és a programok biztonsdgos miikodésének szavatoldsara.

Tipusok haszndlatival nem csak egyes programelemek struktirdjdt
tudjuk lefrni, példdul azt, hogy egy valtozd karaktersorozatokbdl 4116 témb,
hanem egyes programelemek miikodését is, példdul megadhatjuk azt, hogy
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egy fliggvény inputja egy egész szam, eredménye pedig logikai értékek
listaja.

Az ilyen tulajdonsigok leirhatésiga a program jobb struktiraltsigan
kiviil a jobb megértést és a konnyebb programirast is lehet6vé teszi.
Ezenkiviil a forditds hatékonysigdt is ndveli, bar a tipusok forditisban
valé felhaszndldsinak a kovetkezd hatdsat is figyelembe kell venni. A
polimorfikus tipusok haszndlata lehetévé teszi azt, hogy ugyanazt a pro-
gramkddot kiilonb6zd tipusi adatokra haszniljuk, az absztrakt adattipus
haszndlata pedig a kéd strukturdldsat segiti. De mivel a tipussal kapc-
solatos vizsgdlatokat forditasi idében kell végezni, a forditéprogram csak
véges idében eldénthetd problémdak vizsgalatdaval foglalkozhat, azaz egy
tipusrendszernek olyannak kell lennie, hogy benne a nem-terminalas ne for-
dulhasson eld.

A Curry-Howard izomorfizmus lehetdvé teszi azt, hogy a matematikai
logika médszereit és eredményeit a tipuselméletben is felhaszndlhassuk.
Ezzel a témakorrel egy késébbi fejezetben foglalkozunk.

Azokat a nyelveket, amelyekben a viltozdknak tipusuk van, tipusos
nyelveknek nevezziik. Egy nyelv lehet tipusos ugy, hogy a tipus a nyelv sz-
intaxisdnak része, ezeket a nyelveket explicit tipusos nyelveknek nevezziik,
de egy lehet tipusos ugy is, hogy a tipusfogalom a szintaxisban egyaltalan
nem fordul el6. Ezek az implicit tipusos nyelvek.

Explicit tipusos nyelv példdul a Haskell, Clean, implicit tipusos nyelvre
példa az ML. Implicit tipusos nyelvek esetén a tipus bevezetése és a
tipushozzdrendelés a forditéprogram feladata.

Azok a programnyelvek, amelyekben a viltozék értékkészletének nem
adunk meg halmazokat, azaz a viltozékhoz nem rendeliink tipust, a nem
tipusos nyelvek kozé tartoznak. Ezekben a nyelvekben egy miiveletet
tetszbleges argumentumra elé lehet irni, és az eredmény is tetszOleges
,tipusi” értéket felvehet, az eredmény lehet példdul egy eltériilés, vagy
mas run-time hiba is. A tipusnélkiili A-kalkulus a nem tipusos nyelvek egy
olyan tipikus példdja, ahol a miiveletknek ez a hibdra utalé eredménye nem
fordul eld, itt csak egy ,miivelet” van, az applikicid, és ha az applikicid
elsd tagja nem fiiggvény, akkor azt mondjuk, hogy a kifejezés nem viltozik,
azaz a kifejezés normal formdban van.
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4. FEJEZET

Formalis tipusrendszerek

4.1. Formalis matematikai rendszer

A formdlis matematikai rendszer szimbdélumok és a rijuk alkalmazhaté
szabdlyok rendszere.

4.1.1. Definicié. Formalis matematikai rendszer:
A formdlis matematikai rendszer négy komponensbél dll:

1. Az dbécé, azaz az alapszimbélumok halmaza. Az alapsz-
imbolumokbdl dllo véges sorozatokat formuldknak nevezzik.

2. Nyelvtani szabdlyok halmaza.  Azokat a formuldkat, amelyek
megfelelnek a nyelvtani szabdlyoknak, jol formdlt formuldknak
nevezziik.

3. Azxiomdk. A jol formdlt formuldk egy specidlis halmazdrol feltessziik,
hogy jelentéssel birnak, ezek az axiémdk.
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4. Levezetési szabdlyok. A levezetési szabdlyok felhaszndldsdval az
axiomdktol kilonbézé formuldkrdl bizonyithatjuk be, hogy van je-
lentéstik.

4.1.2. Példa. (Egy G grammatika és a fomdlis matematikai rendszer)
Egy G = (T,N,S,P) grammatika &ltal meghatdrozott mondatformak
lefrhaték egy formdlis matematikai rendszerrel. Az dbécé a T'U N halmaz,
a nyelvtani szabdlyok halmaza iires, az S szimbdlum az egyetlen axiéma,
és P a levezetési szabalyok halmaza.

Ebben a rendszerben tehdt minden szimbdlumsorozat jél formalt,
és az S-bol a P-beli szabdlyok alkalmazasaval levezethetd sz-
imbdlumsorozatoknak, a mondatformaknak van jelentésiik. a

A kovetkezd pontban litni fogjuk, hogy a formdlis tipusrendszer is
megadhaté dgy, mint egy formdlis matematikai rendszer (4.2.10. példa).

4.2. Formalis tipusrendszerek

Egy formélis tipusrendszer megadasihoz el6szor meg kell adni a kifejezések
szintaktikdjdt. A szintaktika két részbdl all, az egyik rész a tipusok kife-
jezéseinek, a masik rész a A-kifejezéseknek a szintaktikajit irja le. A szin-
taktika kornyezetfiiggetlen grammatikaval irhaté le.

A tovdbbiakban a tipuskifejezéseket, vagy roviden a tipusokat az
A, B, ... betukkel, a A-kifejezéseket tovabbra is az F,F,... betikkel
jeloljik. A tipusvdltozok jelolésére az «, f3,... betliket, a A-kifejezések
valtozdinak jeldlésére most is az z,vy, ... betliket haszndljuk.

A szintaktikusan helyes tipusoknak és a szintaktikusan helyes kife-
jezéseknek kiilén nevet is adhatunk, a tipusazonossigot is a = jel jeldli.

4.2.1. Definicié. Jél formalt tipus:

FEgy tipus jol formdlt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel a tipus sz-
intaktiktikdjinak leirdsdban megadott szintaktikai szabdlyoknak.




4.2. Formdlis tipusrendszerek 7

4.2.2. Definicié. Jél formalt A-kifejezés:

Egy A-kifejezés jol formdlt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel a A-ki-
fejezések szintaktikdjdinak leirdsdban megadott szintaktikai szabdlyoknak.

Ha egy jol formdlt kifejezésben csak jol formalt tipusok szerelnek, ez
még nem garantilja azt, hogy a kifejezés a tipus szempontjabdl helyes. A
tipusok és a kifejezések jol forméltsiginak a megkovetelése nem elég, ennek
az az oka, hogy a helyes tipus leirdsidra nem elegendéek a kérnyezetfiiggetlen
szabdlyok. Az, hogy egy kifejezés a tipus szempontjibdél mikor helyes,
nem irhaté le kornyezetfiiggetlen gramatikdakkal. A tipus helyességét csak
tovabbi vizsgilatokkal tudjuk eldonteni, erre szolgdl a tipuskérnyezet és a
kovetkeztetési szabalyok halmaza.

Egy formdlis tipusrendszerben kévetkeztetéseket adhatunk meg. Egy
kovetkeztetés alakja

-7,

ahol I a statikus tipuskérnyezet, és T a I'-bél adédd dllitds.

A statikus tipuskornyezet elnevezésbél a , statikus” jelz6t el is hagy-
hatjuk.

4.2.3. Definicié. A tipuskornyezet szintaktikaja:
< tipuskornyezet > = ()
| < tipuskérnyezet > , < vdltozé > : < tipus >

A tipuskérnyezetekre még a kévetkezé tulajdonsdgokat is megkéveteljiik:

o Ha x; eqy A; tipusi vdltozé (1 < i < n), akkor egy tipuskérnyezet
az
21t Ay, Ay, x, t Ay
pdrokbol felépitett lista.

o Ha 1 # j, akkor x; # x;, azaz a tipuskérnyezetben egy vdltozo csak
eqyszer szerepelhet, azaz eqy vdltozonak csak eqy tipusa lehet.
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A T tipuskérnyezetet arra fogjuk hasznalni, hogy A-kifejezések szabad
valtozdinak tipusait meghatarozzuk, a szabad valtozék tipusait majd innen
fogjuk , kiolvasni”.

Ha a I tipuskdrnyezet egy part sem tartalmaz, akkor a tipuskérnyezetre
az { jelet haszndljuk. A T-ban szerepld viltozdk halmazdt dom(T)-val
jeloljiik. A -t egy olyan fiiggvénynek tekinthetjiik, amelyre ha x; : A; € I,
akkor I'(z;) = A;.

4.2.4. Definicié. J4l formalt tipuskornyezet:

FEgy tipuskérnyezet jol formdlt, ha szintaktikusan helyes, azaz megfelel a
4.2.3. definicidban megadott szabdlyoknak.

Ha a I' tipuskérnyezet jél formilt, akkor ezt a
I' Fwf

kovetkeztetéssel jeloljiik. A ) iires tipuskornyezet nyilvanvaléan mindig jél
formdlt, azaz ) + wf. Ha a I' tipuskdrnyezetben az A tipus jél formdlt,
akkor ezt a tulajdonsigot a

rr+A
jeloli. Szémunkra most a
' kKA

alaka kovetkeztetések a fontosak. A I' = F @ A kévetkeztetés azt mondja ki,
hogy figyelembe véve az F szabad viltozdinak a I' tipuskérnyezetben levé
tipusait, az F kifejezés tipusa A.

Megjegyezziik, hogy egy jél formalt I' tipuskérnyezet statikus, azaz ha
[-ban egy z valtozéra z : A, akkor ez a kés6bbiekben nem viéltozik meg.
Még akkor sem, ha ez a tipus beépiil egy A-kifejezésbe, és a tipus kikeriil
a I-bél. Nem lehet a késobbiekben az z : B tipust megadni, ha A # B.
Példaul a Az.\z.y kifejezésben nem lehet a kiilsé = tipusa A, a bels6é z
tipusa pedig B, azaz ha y tipusa C, akkor nem lehet a kifejezés tipusa
A= (B—=C).

A formdlis tipusrendszerben egy kovetkeztetés lehet érvényes,
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vagy érvénytelen. FEgy kovetkeztetés érvényességének bizonyitisira a
tipusrendszer szabdlyai szolgilnak.
Egy szabaly

n+zZ ..., k7,
I'+-7

[SZABALYNEV]

alaki, ahol a vizszintes vonal f6l6tt a feltétel kovetkeztetései, a vonal alatt a
feltételekbdl szarmaztatott kovetkezmény kovetkeztetése van. Egy szabdly
a feltételben szerepld kovetkeztetések érvényességet nem vizsgalja, a szabily
azt mondja ki, hogy ha a feltétel mindegyik kévetkeztetése érvényes, akkor
a kovetkezmény kévetkeztetése is érvényes.

A szabalyoknak nevet is adhatunk, és ha sziikséges, a feltételek mellett
jobboldalon még a szabaly alkalmazasanak feltételeit is megadhatjuk.

Ha egy szabdlyban a feltételek halmaza iires, azaz a vonal felett
nincs egy allitds sem, akkor a kovetkeztetés mindig érvényes. Az ilyen
kovetkeztetéseket aziomdnak nevezziik.

Mint majd a 5.1. pontban ldtni fogjuk, a szabdlyokat a jél formalt
tipuskérnyezet lefrdsara is haszndlhatjuk.

4.2.5. Példa. (Az dres tipuskornyezet mindig jol formdlt)

—— [Env 0
0+ wf [ )
A szabdly azt irja le, hogy az iires t{puskérnyezet minden esetben jol
formdlt. Az allitas a 4.2.3 definicié nyilvanval6 logikai kévetkezménye, de
ez a szabdly a majd definidlandé kovetkeztetési rendszerekben axiomaként
fog szerepelni. |

A szabdlyokat tipuslevezetések készitésére is haszniljuk, dgy, hogy
példdul egy kévetkeztetési fdt vagy méas néven levezetési fdt épitiink fel.
A szabdlyokat egymashoz kapcsoljuk, az Si szabdly koévetkezményének
kovetkeztetése az Si szabdly feltételének egy kovetkeztetéséhez kapcsol-
haté, ha a két kovetkeztetés megegyezik.

4.2.6. Példa. (Levezetési fdk)
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[(1 1 1(41
Ki2 [51] 52] Kz (54] [S5] Kei [S6]
Koo Kso Kgo
S3 S7] O
Ky 53] Kry 57

4.2.7. Definicié. Ervényes kovetkeztetés:

Azt mondjuk, hogy a I' F FE : A kévetkeztetés érvényes, ha létezik
olyan tipuslevezetés, ahol a kévetkeztetés a tipuslevezetéshez tartozé
kévetkeztetési fa gyokérpontja.

4.2.8. Definicié. Jél tipusozott kifejezés:

Ha egy tipusrendszerben a I' F E : A kéovetkeztetés érvényes, akkor azt
mondjuk, hogy az I kifejezés jol tipusozott.

Al' F E: A kovetkeztetés érvényessége tehdt azt jelenti, hogy az F
kifejezés a tipus szempontjibdl is helyes, és a kovetkeztetés azt is megadja,
hogy az F kifejezés tipusa A.

R

4.2.9. Definicié. Formalis tipusrendszer:

Egy T formdlis tipusrendszer egy (S, J, R) hdrmas, ahol

o S a tipusrendszer szintazisa, a tipusok és a kifejezések szintaktikdjdt
adja meg,

o 7 a kévetkeztetések formdit irja le,

o R a kivetkeztetések érvényességének bizonyitdsdra szolgdlo
szabdlyok halmaza.

4.2.10. Példa. (Egy formdlis tipusrendszer és a fomdlis matematikai
rendszer)

A (8,7, R) formélis tipusrendszer egy olyan formélis matematikai rend-
szer, amelyben a tipusokat és kifejezéseket alkotd, azaz az S szintak-
tika lefrdsdban szerepld szimbdélumok és jelek halmaza a formadlis rend-
szer abécéje, és a tipusrendszer § szintaxisa a formalis rendszer nyelv-
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tani szabdlyainak halmaza. Az R szabdlyhalmaz axiémai a formédlis rend-
szer axiémédi, és az R nem-axioma szabdlyai lesznek a formadlis rendszer
szabdlyai.

Tehat a tipusrendszer jol formdlt kifejezései a formadlis matematikai
rendszer jél formalt formuldi, és a jél tipusozott kifejezések a formalis
matematikai rendszer jelentéssel biré formuldi. a

4.3. A tipus és a biztonsag

A tipusok alkalmazdsinak alapvetd célja az, hogy a program futasakor
keletkez6 végrehajtdsi hibdkat megel6zziik. gy végrehajtisi hiba jelen-
tkezése esetén

e vagy azonnal abbamarad a program végrehajtisa, mert egy kivétel
1ép fel (ezeket a hibdkat hivjuk megdllito hibdknak),

e vagy a program fut tovabb, és egyaltalin nem, vagy esetleg késébb
jelentkezik valamilyen hiba ( ezeket a végrehajtasi hibdkat hivjuk nem
megdllité hibdknak).

Megallito hiba példdul a nulldval valé osztas, vagy egy nem létezd cimre vald
hivatkozas, nem megdllité hiba egy tombelem olvasdsakor az indexhatér
tullépésekor a tomb elotti vagy utdni memoriateriiletrdl torténé olvasas,
vagy rossz cimre, példiul egy adatmezdbe valé ugras.

Azt mondjuk, hogy egy program biztonsdgos, ha nem okoz nem
megdllité hibdt, azaz a program minden hiba esetén megdll. Azokat a
programnyelveket, amelyekben minden program biztonsigos, biztonsdgos
nyelveknek nevezziik.

A tipusos nyelvek tgy biztositjdk a biztonsigot, hogy mar forditisi
idében visszautasitjdk a nem biztonsdgos programokat, a nem tipusos
nyelveknél a biztonsig elérése csak a futdsi idében végzett ellen6rzéssel
valésithaté meg.

Természetesen nem minden nyelv biztonsdgos, és a biztonsag fiiggetlen
attél, hogy a nyelv tipusos-e. A 4.2. dbrdn néhdny programnyelvet
osztalyozunk ezen szempontok szerint.
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megallitd
nem hibdk
megallitd
hibak T

Biztonsdgos program hibdi

4.1. Abra. Biztonsagos program

tipusos nyelv nem tipusos nyelv
biztonsdgos ML, Haskell, Clean | LISP
nem biztonsdgos | C assembly

4.2. dbra. Programnyelvek osztilyozdsa

Egy nyelv biztonsiga a programok fejlesztési és futtatdsi idejének
ardnydt hatirozza meg. A biztonsig eléréséhez sziikséges vizsgaltok
elhagyasit legtobbszor azzal magyardzzak, hogy ezzel a hatékonysigot
névelik, mivel biztonsdgos tipusos nyelveknél a programfejlesztési idé néhet
meg, hiszen a forditéprogram csak a biztosigos programot fogadja el, a biz-
tonsdgos nem tipusos nyelvek esetén pedig a run-time idében elvégzendd
ellendrzések a program futasi idejét novelhetik meg jelentésen.

A biztonsag ugyanakkor sok szempontbdl a koltségek megtakaritasat is
jelenti, példdul egy biztonsigos programban a hibakeresésre forditott idé
minimalis, vagy példdul lehetévé valik a hulladékgyiijtés, ami a program
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méretét is csokkentheti.

A programnyelvekben a nem megdllité hibdkat és a megallité hibdk egy
részét tilos hibdknak nevezziik. Tilos hiba példdul az a megallité hiba, ahol
a miivelet argumentuma nem megfelel6, mint példdul a not 3 kifejezésben.

TILOS HIBRAK megallité
nem hibdk
megallitd
hibak T

Jol viselkedd program hibd:

4.3. abra. Jdl viselkedd program

Egy programot jél viselkedd programnak neveziink, ha nem okoz tilos
hibat.

Nyilvdnvalé, hogy minden jél viselkedd program biztonsigos, de
ez forditva nem 4ll fenn. A tipusrendszerek jol viselkedd programok
el6dllitasat tiizik ki célul, ez a biztonsig vizsgilatdt is magdba foglalja.

Azokat a nyelveket, amelyekben minden program jél viselkedd, erdsen
ellendrzétt nyelveknek nevezziik. fgy egy erdsen ellenérzétt nyelvii pro-
gramban nem lehetnek nem megallité hibdk, és nem lehetnek olyan
megdllité hibik, amelyek tilosak.

Ha egy nyelv tipusos, akkor a jol viselkedés vizsgalata statikus,
azaz, forditasi idében végezhet6. Kzt az ellen6rzést tipusellendrzésnek,
a tipusellen6rzéssel ellenérzott programot jél tipusozott programnak
nevezziik. Ha a tipusellen6rzés hibat jelez, akkor a program rosszul
tipusozott program. A rosszul tipusozott program nem garantilja a jél
viselkedést, futdsakor tilos hibak is el6fordulhatnak.

A nem tipusos nyelvek is lehetnek jél viselked6ek, még akkor is, ha
egyaltaldn nem tartozik hozzajuk tipusellenérzés. A sziikséges vizsgdlatok
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ekkor csak futasi id6ben végezheték el, ezért ezek az ellen6rzések egy ti-
los hiba esetén, még nem megdllité hiba esetén is, megdllitjik a program
futasat.

Erdsen ellenérzott, tipusos nyelv az ML, és erdsen ellendrzott, de nem
tipusos nyelv a LISP.

Az lenne az optimdlis, ha a jol viselked6 programok minden megallito
hibat kisziirnének, azaz minden megallité hiba a tilos hibik ko6zé tartozna.
Sajnos ez nincs igy, s6t a gyakorlatban az ellenérzés még a nem megdllitd
hibdk egy részére sem terjed ki. Az ilyen nyelveket gyengén ellendrzott
nyelveknek nevezziik.

TILOS HIBAK megallité

nem hibak

megallitd

hibak ( T
|

Gyengén ellendrzott program hibdi

4.4. abra. Gyengén ellendrzott nyelv programja

Gyengén ellendrzott nyelv példaul a Pascal és a C, a nem vizsgalt leallité
hiba a C-ben példaul a nagyon gyakran haszndlt pointer-aritmetika.

4.4. Tipushelyesség

Lattuk, hogy tipusos rendszerekben a jol viselkedést a tipusellendrzés
vizsgélta, és ha az ellenérzés nem taldlt hibit, akkor a programot jél
tipusozott programnak neveztiik. A jdl tipusozott program tehat nem okoz
tilos hibat.

A formdlis tipusrendszerekben is definidltunk egy jél tipusozott fo-
galmat, azt mondtuk, hogy egy FE kifejezés jol tipusozott egy I
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tipuskornyezetben, ha létezik olyan A tipus, melyre I' - ' : A.
A két jol tipusozott fogalom azonossigit bizonyitani kell, azaz meg kell
mutatni, hogy ha egy F kifejezés jol tipusozott, akkor nem okoz tilos hibat.
Vizsgéljuk R. Milnernek[3] azt a kdzismert allitdsdt, hogy

(1) egy jol tipusozott program nem fut rosszul.

Ez az allitis, pontosabban ennek az alibbiakban finomitott viltozata a
tipushelyesség alapja. A tipushelyesség ugyanis a kévetkezOket mondja
ki. A tipusrendszer helyes akkor, ha minden olyan program, amelyre a
tipusrendszerrel megallapithaté a program jol tipusozottsiga, nem miiko-
dik, azaz nem fut rosszul.

A 6l tipusozottsdg fogalma egyértelmii, most a ,nem fut rosszul” kife-
jezést elemezziik.

A tipusrendszer a programot forditisi idében, azaz statikusan vizsgdlja.
Ha egy program inputja egy természetes szam, outputja is egy természetes
szam, akkor a tipusrendszer megallapitja, hogy a program egy

Num — Num

leképezést végez, de nem foglalkozik azzal, hogy a program példdul
négyzetreemelést vagy éppen négyzetgydkvonist hajt végre. A
tipusrendszer tehat a programokat csak tipusuk szerint kiilonb6zteti meg.

A tipusrendszer nem a program szemantikajit vizsgalja, ezért meg kell
kiilénboztetniink a program run-time szemantikdjdt és a program tipus sze-
mantikdjdt, és 1atjuk, hogy a tipus szemantika nem a run-time szemantika
masolata. Mivel a tipustrendszer egydltaldn nem foglalkozik a run-time
szemantikdval, a fenti idézetet {gy kell médositanunk:

(2) egy jol tipusozott program futdsa kézben nem jelez run-time hibdt.

Run-time hibdk a végrehajté rendszer &ltal detektdlt hibdk, amelyek
példdul a nem megfeleld fiiggvény-argumentumok, vagy egy aritmetikai
miivelet nem megfeleld tipusi operandusai esetén jelentkeznek. Ny-
ilvinvaléan nem nevezhetjiik run-time hibdnak azt, amikor a program run-
time szemantikdja nem egyezik meg a programird szdndékaval.
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A fenti (2) &llitds csak egy irdnyban igaz, azaz ha egy program futisa
kézben nem jelentkezik run-time hiba, ez még nem jelenti azt, hogy a pro-
gram jol tipusozott. A Megdllds Problémdja tétel szerint van olyan pro-
gram, amire ez utébbi dllitas teljesiil, van olyan run-time hiba jelzése nélkiil
futd program, aminek a jél tipusozottsidga nem bizonyithatd.

Ezekutan probaljuk megfogalmazni a tipushelyességet:

H VP, haT'H P : A, akkor P = FE esetén' - I : A,

ahol a P = F azt jelenti, hogy a P program futdsinak az eredménye F.

A (2) 4llitds egy kicsit mdst mond, mint ez a megfogalmazds, ez a lefrds
azt allitja, hogy a jol tipusozott programnak mindig van egy F eredménye,
és az eredmény tipusa azonos a program tipusaval. Ez a megfogalmazis
er6sebb, mint a (2) allitds, de célszerii a tipushelyességnek ezt valasztani,
mert ezt kénnyebb bizonyitani.

A tipushelyesség tehit két dologtdl fiigg: a tipusokat meghatirozé
tipusrendszertdl, és a = levezetést meghatirozd redukciés rendszertdl.
Tehdt azt mondhatjuk, hogy egy redukciés rendszert figyelembevéve a
tipusrendszer helyes, ha egy program tipusa megegyezik a program re-
dukciéjaval kapott eredmény tipusaval.

A tipushelyesség fenti megfogalmazdsa azonban még nem tokéletes.
Példaul nyilvanvaléan

(z : Num/y : Num) : Num,

azaz a program jol tipusozott, de mi torténik, ha y = 0 ? Ez nyilvan
megsérti a tipushelyesség allitasat, hiszen a futdsi idében a végrehajtoé rend-
szer run-time hibat fog jelezni.

Mi legyen a hibajelzés?

o Lehetne példdul egy szamérték, mondjuk -1. Ez azonban nem lehet jé
megoldds, hiszen ekkor a 24 (1/0) kifejezésnek lenne értéke, pontosan
1.

e Lehetne egy végtelen ciklusba valé belépés. De ekkor hogyan
kiilénboztessiik meg a run-time hibdkat egymastdl, és ezeket a run-
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time hibdkat a tényleges végtelen ciklustél?

o Egy kivétel generdldsa tiinik a jO megoldidsnak, ez egyértelmiien
jelezheti a hibdt, és lehetéséget ad a programozdénak arra, hogy a
kivételhez megadja a sajat kivételkezel6 programjat.

Ha a program redukdldsdnak valamelyik 1épésében kivételt
generalhatunk, akkor ez azt jelenti, hogy a program, mint fliggvény,
egy parcidlis fiiggvény, és a ,nincs értelmezve” fogalomnak itt a kivétel
generdldsa felel meg. Példdul az 2 /y fiiggvény egy parcidlis fiiggvény, mert
nincs értelmezve az y = 0 pontban.

Elemezve a programok végrehajtisit, elére megadhatjuk a kivételeknek
egy X halmazdt, ebbe azok a kivételek tartoznak, amelyek a pro-
gramfiiggvények parcidlis tulajdonsigdbdl adédnak.

Ezzel az X halmazzal megadhatjuk a tipushelyesség tjabb megfogal-
mazasat:

VP, ha '+ P: A, akkor

— P=> Fesetén ' - F: A,

— wagy a P redukdldsa folyamdn eqy X -beli kivétel lép fel.
Nem foglalkoztunk még azokkal a problémdkkal, hogy a P program
tipusdnak meghatdrozasakor végtelen ciklus léphet fel, és hogy nem
feltétleniil véges a P redukdldsainak szima sem.

Az els6 probléma megoldisa egyszeri, ha a P tipusa nem hatdrozhaté
meg véges lépésben, akkor a P nem jél tipusozhaté. A végtelen re-
dukcids sorozat azonban természetesnek mondhaté, a rekurziv fiiggvények
definidldsival, a rekurzié alkalmazdsival kénnyen kaphatunk olyan pro-
gramokat, amelyek nem redukdlhatdok véges 1épésben.

Ezért a tipushelyesség fogalmit toviabb kell finomitanunk, és ezzel
megkapjuk a végsé megfogalmazast.

4.4.1. Definicié. Tipushelyesség
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A tipusrendszert tipusosan helyesnek nevezziik, ha VP programra I' = P :
A, és
- a P redukdldsdnak termindldsa esetén

- ha P= F, akkor ' F : A,

- vagy a P redukdldsa folyamdn egqy X -beli kivétel lép fel.

Egy tipusrendszer helyességét bizonyitani kell. A tipusrendszer
helyességének 4llitasat z a tipushelyesséq tételének nevezziik, és ha az allitas
igaz, akkor azt is mondhatjuk, hogy a tipusrendszerben a tipushelyesség tel-
jestil.

Mint majd litni fogjuk, a tovdbbiakban vizsgilandé formélis
tipusrendszerek mindegyike helyes tipusrendszer lesz.



5. FEJEZET

Az elsorendu tipusos A-kalkulus

Ebben a fejezetben a legegyszeriibb tipusos A-kalkulussal foglalkozunk, az
elsérendi tipusos A-kalkulussal. Ennek a A-kalkulusnak szemléletiikben
kiilénb6z6 két 6 targyaldsi médszere van, a médszerek elnevezése az elsé
publikdléjukra utal.

o A Curry-tipusos A-kalkulus 1934-b6l szarmazik [2]. A kalkulust im-
plicit tipusos rendszernek nevezziik, mivel nem kell a kifejezések
megadasakor a tipusokat megadni. Késobbi felhasznaldsi teriilete a
tipuslevezetés lett. Programnyelvek implementdcidiban lehet6vé teszi
azt, hogy a forrdsnyelvii programban nem kell tipusokat megadni, a
programnyelv forditéprogramja hatirozza meg a kifejezések tipusit.
Az implicit tipusos programnyelvre a klasszikus példa az ML.

e Church tipusos A-kalkulusrdl sz6l6 cikke [1] 1940-ben jelent meg, A
Church-tipusos A-kalkulus jellemzdje az, hogy minden tipusnélkiili
kifejezésnek egyértelmii, a kifejezés definidldsakor megadott vagy lev-
ezethetd tipusa van. Ezt a rendszert explicit tipusos A-kalkulusnak
nevezziik. Az implementaciéban ennek a A-kalkulusnak az alka-
Imazéasa a tipusellendrzést jelenti, ilyen tipikus programnyelv a Pascal
vagy az Algol.

A gyakorlatban a Curry-tipusos A-kalkulust ,,tipuslevezetéses A-kalku-

lusnak” nevezik, és Church rendszere kapta ,,a tipusos A-kalkulus” eln-
evezést.

19
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A tovdbbiakban mi is els6sorban a Church-tipusos rendszerrel
foglalkozunk, de majd tanulmanyozzuk a tipuslevezetés mddszereit is.

5.1. Az elsorendii Church-tipusos A-kalkulus

Az elsérendii Church-tipusos A-kalkulust Fy tipusrendszernek, réviden F
vagy F rendszernek nevezziik. Ebben a rendszerben a szembetiing valtozas
a tipusnélkiili A-kalkulushoz viszonyitva az, hogy a A-absztrakcidkban a
valtozdk tipusdt is jeloljiik:

Az ALK,

azaz a A-kifejezésekben a kotott valtozd tipust kap, az x valtozd tipusa
ebben a A-kifejezésben A. A programnyelvekben gyakran az F tipusit is
meg kell adni, az F| rendszerben erre nem lesz sziikség.

Egy figgvény tipusit A — B-vel jel6ljiik, ahol A és B tipusok, —
a tipuskonstruktor. Az A a fliggvény argumentumdnak, B a filiggvény
értékének a tipusa, Ahhoz, hogy ilyen tipusokat fel tudjunk épiteni,
sziikségiink van kezdeti tipusokra, azaz az alaptipusok halmazira. kKgy
ilyen alaptipushalmaz lehet példdul a {Bool, Nat}. Az alaptipusok j6
megvilasztisa azért fontos, mert egy adott alaptipushalmazra felépitett Iy
rendszerben a tipusokban csak az alaptipushalmaz elemei szerepelhetnek,
az alaptipusok halmazinak bévitése egy masik rendszert eredményez.

5.2. Az Fj rendszer szintaxisa

Az 1.1.1. definiciéban lathatd, hogy a tipusnélkiili A-kalkulus kifejezéseit
egy egyszeri, kornyezetfiiggetlen szintaxissal le tudtuk irni. Most megadjuk
az I rendszer szintaxisat.

5.2.1. Definicié. Az Fj rendszer szintaxisa:
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< tipus > w= < alaptipus >
| ( < tipus > — < tipus >)
< A-kifejezés > = < wdltozé >
| (A < wdltozd >: < tipus > . < A-kifejezés > )
| ( < A-kifejezés > < A-kifejezés > )

A legkiils6 zardjelpart elhagyhatjuk.

Régebbi publikicikban az A — B fiiggvénytipusra az FAB, (AB), AP,
BA vagy a (BA) jeldlést is hasznalték.

A fenti definiciébdl lathatd, hogy a tipusnélkiili A-kalkulus leirdsa a
tipusokra vonatkozé szintaktikus szabdlyokkal boviilt. Az F) rendszer sz-
intaxisa roviden a

T=U|T—T,
Ar=V | Xz :T.Ar| (ArAT)

alakban is irhatd, ahol T a tipusokat, U az alaptipusokat, V a viltozdkat,
AT a A-kifejezéseket jeloli.

Megjegyezziik, hogy mig az F egy A-kifejezés, az F : A azt jelenti, hogy
az F kifejezés tipusa A, azaz az F az A tipus egy eleme. Ha ezt a tartal-
mazdst akarjuk hangsilyozni, akkor az F¥ € A jel6lést is alkalmazhatjuk.

Az F : A-ban F-nek mindig nagyobb a precedencidja, mint az A-nak,
ezt figyelembe véve (FF): A= EF : Ajés(Ax: A.F): B=Xx: A.F: B.

A A-absztrakcié természetesen most is jobbasszociativ, az applikicié
pedig balasszociativ.

A filiggvénytipus jobbasszociativ, ennek elényét a kdvetkezd példiban
mutatjuk meg.

5.2.2. Példa. (A fiiggvénytipus jobbasszociativ)

A Church-szdmokon értelmezett add(z,y) Gsszeadds figgvény a (Nat X
Nat) — Nat leképezést valdsitja meg. A currying mddszert alkalmazva
lattuk (?? példa), hogy

add(z,y) = add,(y) = (f(=))(y)-

Az f fiiggvény tipusa Nat — p, és az add, fiiggvény tipusa, azaz a p ny-
ilvanvaléan Nat — Nat. lgy az add(z,y) tipusa
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Nat — (Nat — Nat),
ami a jobbasszociativitis miatt
Nat — Nat — Nat

alakban is ithaté. O

A tipusokban és a A-kifejezésekben a legkiilsé zardjelpdrt és az asszo-
ciativitasok miatti redundéans zaréjelparokat elhagyhatjuk.

A 5.2.1 definicié a szintaktikus szabdlyokat irja le, de nem minden sz-
intaktikusan helyes, azaz j6l formilt A-kifejezés ,,j6” egy jél formalt tipus
szempontjabol.

5.2.3. Példa. (A tipus szempontjibdl hibds \-kifejezés)

Ha A egy alaptipus, tehdt nyilvidnvaléan jél formalt, akkor a Az : A .2y
kifejezés szintaktikusan helyes, de a tipus szempontjibdl biztosan hibis,
mivel az zy torzsbdl az kdvetkezik, hogy az xz-nek fliggvény tipusinak kell
lennie, azaz az x nem lehet alaptipus. a

Tehat mar az elsérendii tipusos A-kalkulus definiciéjdhoz sem elegendd
a szintaxis megaddsa.

5.3. Az F; rendszer kovetkeztetései és szabalyai

Az F) rendszer szintaktikus szabdlyait mar megadtuk, most adjuk meg a
tipusrendszer tovdbbi leirdsit.

Az Iy rendszerben hdrom fajta kdvetkeztetés van, az elsd és a masodik
egy tipuskdrnyezet és egy tipus jél formaltsdgit mondja ki, a harmadik egy
jol formadlt kifejezés tipusit adja meg.

5.3.1. Definicié. Az F; rendszer kovetkeztetései:
I v wf I’ j6l formalt kérnyezet
I+ A I'-ban az A j6l formalt tipus
I - F:A I'-ban az F kifejezés tipusa A

Az Fy rendszerben a kovetkeztetések érvényességének bizonyitdsira a
kovetkezd szabalyokat kell haszndlni.
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5.3.2. Definicié. Az F; rendszer szabalyai:

A kérnyezetre vonatkozo szabdlyok:

m [ENV @]
I'cA ¢ Dom(I')
Mx: A wf [N 2]

A tipusra vonatkozé szabdlyok:

' wf A € alaptipus

[Typre CoNsT]

A
I'-A I'EB " A
T ASH [TYPE ARROW]

Kifejezés tipusdra vonatkozo szabdlyok:
Mz AT = wf
IMz:AT"kFz: A

Nz:AFrE:B
I'FXz:A.F:A— B

I'F:A—-B T'HF:A
'-KEF:B

[VAL z]

[VAL FuN]

[VAL APPL]

Az I rendszerben csak egy axiéma van, az ENV ().

A 5.7.3. definiciébdl az is lathatd, hogy a tipusra vonatkozé szabalyok

(Type Const, TYPE ARROW) csak a szintaktikai szabélyokat ismétlik

meg, fgy, ha egy kifejezés A tipusa jol formdlt, azaz szintaktikusan helyes,

akkor a I' = A kovetkeztetés mindig érvényes.

Az ilyen kovetkeztetés

érvényességének vizsgdlatira tehdt az Fy rendszerben még nincs sziikség.
Az ilyen kovetkeztetések érvényességét majd csak a magasabb rendi
tipusrendszerekben kell vizsgdlni. Igy tehdt az F) rendszerben az alapvet6

feladat a kifejezések jol tipusozottsiganak a vizsgdlata.

A VAL z szabaly feltételei a jol formdltsigon kiviil azt jelentik, hogy
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['(z) = A, ezért a szabaly egy gyengébb alakja a kdvetkezd:

I'(z)=A
'kz: A

T

A VaL Fun szabdly feltételében levd kovetkeztetés tipuskdrnyezetében
',z : A szerepel, ami azt jelenti, hogy az z nincs benne a I'-ban, vagyis
z ¢ dom(I'). Lathatd, hogy a feltétel tipuskornyezetébdl az « : A beépiil a
A-absztrakciéba.

A VaL Fun szabdlyt, mivel egy A-kifejezésbe egy tipust épit be,
,tipusbevezetésnek”, a VAL APPL szabdlyt pedig, mivel fiiggvénytipusbdl
egy egyszeri tipust ad eredményiil, ,,tipuselimindciénak” is nevezziik.

5.3.3. Példa. (Azid_Nat = Az : Nat.z kifejezés tipusdinak meghatdrozd-

sa)

Az alaptipusok halmaza legyen K = {Bool, Nat}. Ekkor

0F wf Nate K
0+ Nat z & Dom(I)
z : Nat - wf
z: Natk z : Nat
0+ (Az : Nat.z) : Nat — Nat

5.3.4. Példa. (A Az : Bool— Nat.\y: Bool.zy kifejezés tipusdinak meg-
hatdrozdsa)

Az alaptipusok halmaza legyen K = {Bool, Nat}. Ekkor

0 Fwf Boole K 0 Fwf Nate K
® F Bool 0 F Nat
0 + Bool — Nat z & dom(0)
z : Bool — Nat - wf

Hasonléan, az y-ra:
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x : Bool — Nat + wf Bool € K
00

z : Bool - Nat + Bool y ¢ dom(z : Bool — Nat)
z : Bool = Nat, y : Bool F wf

Ebbdl az = tipusa:

x : Bool— Nat, y: Bool - wf
z : Bool = Nat, y: Bool 2z : Bool — Nat

Hasonldan, az y tipusa:

x : Bool = Nat, y : Bool - wf
x : Bool — Nat, y : Bool -y : Bool

Ezekbél pedig zy-ra:

z : Bool — Nat, y: Bool F z: Bool — Nat
x : Bool — Nat, y: Bool - vy : Bool

x : Bool — Nat, y: Bool - zy: Nat

Most hatarozzuk meg az absztrakcidk tipusit:

x : Bool = Nat, y : Bool - zy : Nat
z : Bool — Nat + (Ay : Bool.zy) : Bool — Nat
0 = (Az: Bool— Nat.\y: Bool.zy) : (Bool = Nat) — Bool — Nat

Mivel a
0 F (Az: Bool — Nat.\y: Bool.zy) : (Bool = Nat) — Bool — Nat

kovetkeztetés a levezetési fa gyokérpontja és a kovetkeztetés érvényes, a
Az @ Bool — Nat.y : Bool.zy kifejezés jol tipusozott, és a kifejezés tipusa
(Bool — Nat) — Bool — Nat. O

5.3.5. Példa. (AzQ kifejezés tipusa)

Az F)} rendszerben nem minden A-kifejezésnek létezik tipusa, a
tipusnélkiili A-kalkulusbél megismert
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Q= (Az.zz)( Az .zz)

kifejezés példdul ilyen. FEzt a kifejezést az F; rendszerben felirva a
kévetkezét kapjuk:

Q=Az:A.zz)(Az: A.zx)

Az A tipusnak fliggvénytipusnak kell lennie, hiszen az zx egy applikacio,
és minden applikacid elsé tagja egy fiiggvény, tehat A csak B — €' form§ji
lehet, legyen tehdt A = B — (. Azonban most az applikicié argumen-
tuma is x, ezért az A = B-nek is fenn kell dllnia. Olyan B és C' tipusokat
azonban nem taldlunk, amelyek kielégitik a B = B — C egyenl6séget, azaz
az §2-hoz nem lehet tipust hozzarendelni.

A tipusnélkiili A-kalkulusban a B = ... B ... egyenlet megoldisira
az Y fixpont kombindtort haszndltuk gy, hogy a jobboldal B-jére egy ab-
sztrakciét alkalmaztunk, és erre a B-vel, mint argumentummal egy app-
likdciét adtunk meg. Ez a mddszer azonban itt nem alkalmazhatd, mivel
a B-re semmilyen ,,tipusabsztrakciot” sem tudunk alkalmazni, mivel nincs
ilyen fogalmunk sem. O

5.4. Az alaptipusok halmazanak bovitése

Mér wutaltunk arra, hogy az elsérendii tipusos A-kalkulusokban az
alaptipusok halmazdnak megvilasztdsa meghatirozza a definidlhatd
tipusok halmazéat. A példékban eddig a { Bool, Nat} halmazt valasztottuk,
most ezt a halmazt bévitjiik, ugyanakkor az F; rendszert is kiegészitjiik a
Bool és Nat tipusra és az j alaptipusokra vonatkozé szabdlyokkal. Ezzel
az I rendszer programnyelvi kapcsolatait is megmutatjuk.

1. A Unait tipus

Programnyelvekben gyakran van sziikség annak a jel6lésére, hogy egy
eljadrdsnak nincs argumentuma, vagy egy fliggvénynek nincs argumentuma
és értéke. Ezt most a Unit tipussal jeldljiik, a tipushoz egy érték tartozik,
a unit. Megjegyezziik, hogy ezt a tipust gyakran Void-nak vagy Null-nak
is nevezik.
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A Unit tipusra nem adunk meg semmilyen miiveletet, a tipus szabdlyai
csak azt allitjdk, hogy a Unit tipus egy lehetséges tipus, azaz jol formilt,
és azt, hogy a Unit tipushoz csak egy érték, a unit tartozik.

'+ wf " U
m [ YPE NIT]
'+ wf
I'Funit: Unit [Var Unir]

2. A Bool tipus

Az ?? pontban definidltuk a true és false A-kifejezéseket, ez a két érték
alkotja a Bool tipust. Ugyanitt ldttuk az if A-absztrakciét is, erre az
utasitdsra most egy kiilén szabdlyt is meg tudunk adni.

I'F wf T B
TT Bool L1YPE Bool]
' wf
I’ F true : Bool [Var Trug]
I' = wf

[ I false : Bool [VaL Favsg]

I'FE:Bool TTHFF:A I'EG: A
'F(fEFFG):A

[FUN TF]

3. A Nat tipus

A szamkonstansokat a ?? pontban a cg konstans és a succ fiiggvény
megaddsaval definidltuk. Az igy meghatirozott értékek alkotjak a Nat
tipust. A szdmjegyrendszerekre megadtuk még a pred és a zero fliggvényt
is.

A Nat tipusra a kovetkez6 szabalyokat adhatjuk meg:
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'+ wf . .
TE N L[LYPE NaT]
'+ wf v
Treg: Nat LYAT <l
'+ FE: Nat
['F succ F : Nat [VaL Succ]
I'F FE: Nat

FuN PRrE
'+ pred F : Nat [F'un Pre]

' FE: Nat
I'+ zero I : Bool

[FUN ZERO]

4. A Pair tipus

Adjuk meg a rendezett parra vonatkozd szabdlyokat. A rendezett part
ado pair fiiggvényt és a parokra alkalmazhatd first és second fiiggvényeket a
?? pontban definidltuk. Ha a rendezett par elsd eleme A;, a masodik eleme
Ay tipusi, akkor a parok lehetséges értékhalmazat, azaz a parok tipusat
jeloljik Pairg, x 4,-vel. Megjegyezziik, hogy ezt a tipust gyakran szorzat
tipusnak is nevezik, és Ay ® A;-vel is jeldlik.

A szabdlyok a kovetkezok:

'EA TFA,
I'F Pairg, x a,

FI_E1:441 F}_E22142
't pair By Ey @ Pairg, x a,

I'E E: Pairg, xa,
I'Ffirst £ Ay

[FuN FIRsT]

' E: Pairy, x4,
I'+ second F : Aq

[TYPE PAIR A, x4, ]

[FUN SECOND]

[VAL PAIR]
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4. A Union tipus

A Pairy, x4, tipus elemei olyan parok, amelyeknek els6 komponensei
Ay, a méasodik komponensei Ay tipusiak, azaz azt is mondhatjuk, hogy
a par tipusa A; és A,;. Ha egy olyan tipust definidlunk, amelynek ele-
mei Ay vagy A, tipusiak, akkor a Union tipust kapjuk meg, és a tipust
Uniong, 4 4,-vel jelljiik. Megjegyezziik, hogy ezt a tipust gyakran diszjunkt
6sszeq tipusnak is nevezik, és A1 @ A, -vel is jeldlik.

A Union tipus az imperativ programnyelvekbél jél ismert case utasitis
haszndlatira ad lehetéséget, ahol a tipus egy elemének az aktudlis tipusa
hatirozza meg, hogy a case utasitis melyik dgat kell végrehajtani.

A Uniona, 44, tipus konstruktora az inLefta, és az inRighta, mivelet.
Azt, hogy egy Uniong, 44, tipust kifejezés aktudlis tipusa A, vagy A,, az
isLeft és az isRight Bool értéki fliiggvények hatirozzik meg, ha a tipus Ay,
akkor az isLeft fliggvény true értéket, a isRight figgvény false értéket ad,
az A, tipusra az értékek rendre false és true. A tipustdl figgd eligazdst a
case mivelet valdsitja meg.

A szabalyok a kovetkezok:

I'EA TEFA,
I'E Uniong, 4 4,

[TYPE UNION 4, 44,]

'-FE: Al I+ A2
['inLefty, E: Uniona, 44,

[VAL INLEFT]

'+ Al r l_ E: AQ
I' = inRight 4 F': Uniong, 44,

[VAL INRIGHT]

I'E E: Uniong, 4+ 4,
I'isLeft E/ : Bool
I'E E: Uniong, 4+ 4,
I' FisRight F : Bool

[FUN ISLEFT]

[FuN IsRIGHT]
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I'EFE: Uniong, 44, I'FF:B I'EF,:B
I' F (case E of ((isLeft F') then F}) or ((isRight F') then F3)): B

[Fun CaAsEg]

A Union tipussal a Bool tipus is kifejezhet6. Legyen
Bool = Unionypitt Unit-

Mivel a Unit tipusnak csak egy eleme van, a Union tipuskonstruktoraival
csak két elem adhaté meg, ezeket nevezziik a true és false értékeknek.

true = inLeft y,;; unit,

false = inRight ;,,;; unit.
Ekkor
case true of ((isLeft true) then Fy) or ((isRight true) then F3)

az I, és hasonldan, a false az I, kifejezést adja, azaz a case egy if the else
miiveletnek felel meg.

5. A Ref tipus

A tipusrendszer lehet&séget ad arra is, hogy az imperativ nyelvekbdl jol
ismert valtozé tartalmi memériacelldkat is leirjuk. Ha A egy tipus, akkor
jeloljiik Ref A-val az A tipusi értékeket tartalmazé celldkat, azaz a Ref A
tipushalmaz elemei legyenek ezek a memoriacellak. Egy 1j cellat az alloc
miivelettel lehet allokilni, a dealloc miivelettel megsziintetni, és egy cella
értékét az értértékadist jelzé := miivelettel lehet megviltoztatni. Mivel
az értékadas egy mellékhatdst eredményez, az értékadas tipusa legyen Unit.

r-A4 T R
_ YPE REF
I'+ Ref A [ ]

'EM:A

. ALLOC
TF alloc M Ref A LVAV Arrod]
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' M : Ref A
I' - dealloc M : A
I'-M:RefA I'EN:A

' M := N : Unit

[VAL DEALLOC]

[FUN AssIGN]

6. A List tipus

A 7?7 pontban vizsgaltuk a ldncolt lista adatszerkezeteket, és megadtuk
a nil és cons konstruktorok, a head, tail és empty fiiggvények \-kifejezéseit.

Az A tipusi elemeket tartalmazé lista tipusat Listy-val jeloljik, erre a
tipusra a kovetkez6 szabdlyokat adhatjuk meg:

r-A T .

m |: YPE ISTA]
'+ wf
N
' nil : Listy [Var Nit]
'FE:A 'k F: Listy VAL C
I'tcons EF F': Listy [Var Cons]

'+ E: Listy F -

[T head oA LIUN HEAD]

' FE: Listy

Fux T
TF el B List, L UN Tan]

' FE: Listy
I' - empty F : Bool

[FuN EMPTY]
LLdthatd, hogy a nil konstanshoz is hozzd kell rendelni a List 4 tipust, azért,
hogy a lista utolsd, a nil-t tartalmazd eleme is jél tipusozott legyen.

8. A Record tipus

A Record tipus a Pair rendezett par tipus olyan altaldnositdsdnak
tekinthetd, ahol a part n-esre bovitjiik, és az n-es minden eleméhez egy-egy
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cimkét rendeliink.

Egy rekord mez6ékbdl all, a mezéknek neveik vannak, minden mez6 egy
megadott tipusi adatot tartalmaz.

Egy n-elemii rekord mezénevei, azaz a mezék cimkéi legyenek /;-k (1 <
i < n), az [; mez6 adatdanak a tipusa pedig legyen A;. Ekkor a rekord tipusa

Record{ly : Ay,... 1, A},
vagy roviden

{Ill ZAl,...,lnIAn |}

Ha az F :4 [y : Ay,... 1, : A, [} rekord mezdit az Fy : Ay, ..., F, : A,
kifejezésekkel fel akarjuk tolteni, akkor ezt a record Iy = Fy ... [, = F,
konstruktorral tehetjik meg.

Egy rekordhoz definidlhatunk selector [; (1 < i < n) fiiggvényeket is,
amelyek a rekord /; nevii mez6jének adatit hatirozzdk meg:

selector I; (record Iy = Iy ... 1, =F,) — F.

A selector [; E applikdciét gyakran F./[;-vel, vagy inkdbb az E™; jellel is
jelolik.
A Record tipusra vonatkozé szabélyok a kévetkezdk:
A, ...THA,
F}_{| 11441,,171/4” |}

F"FlAl Fl_FnAn
I'kFrecordly = Fy ... L,=F, A, ... 0, Ay [}

[TYPE RECORD]

[VAL RECORD]

I'kFrecordly =F) ... L, =F,:{l1:A,....0,: A, [}

F
I' - selector [; (record Iy = Fy ... [, =F,): A; [FuN SELECTOR]

9. A Variant tipus

Mig a Record tipus a Pair, a Variant tipus a két komponensi Union
tipus altaldnositdsa. A Union tipust tobb komponensre bovitjiik, és minden
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komponenshez egy cimkét rendeliink.

Egy n komponensii Variant tipus komponenseinek cimkéi legyenek /;-k
(1 <i < m), az l; komponens tipusa legyen A;. Ekkor a Variant tipus igy
irhato le:

Variant{ly : Ay,..., [, 1 A, }.

A tipus konstruktorat nevezzik inVariant-nak, és az aktualis tipus
vizsgilatat végezze egy isVariant fiiggvény. Az erre a tipusra alkalmazhaté
case tObbiranyu eldgazdst hajt végre.

A Variant tipusra vonatkozé szabalyok a kévetkezdk:

I'-A, ... I'F A,

TYPE
' Variant{l, : Ay,..., 1, An} [TYPE VARTANT 4, 4 4,]

A, ...THA, TFFE:A
I'FinVariant vy ians (i 4y .04} L= B Variant{ly : Ay, oo 0y 0 Ay

[VAL INVARIANT]

I'E F: Variant{l; : Ay,.... [, Ay}
I' FisVariant {; ' : Bool

[FUN ISVARIANT]

' E: Variant{ly : Ay,...,l,: A} THFF:B ...I'FF,:B
I' - (case  of ((isVariant [y E))then Fy)or .. .or((isVariant/,, F)then F},)) : B

[Fun Casg]

5.5. Az alaptipusok definidlasa

A 5.2.1. definicioban 1attuk, hogy az Fy rendszer tipusai az alaptipusok
halmazdnak elemeibdl épiilnek fel, az alaptipusok halmaza egy adott I
rendszerben nem valtoztathatd meg.

Most egy olyan médszert mutatunk be, amellyel a predefinit
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alaptipusok explicit felsoroldsat elhagyhatjuk, és az alaptipusokat az in-
duktiv tipusdefinicionak nevezett miivelettel definidlhatjuk, a tipus ele-
meit pedig a definiciéban levé konstruktorokkal dllithatjuk elé. Az ezzel a
definiciéval megadott alaptipusi F} rendszert Fi;,; rendszernek nevezziik,
ahol az ind az induktiv széra utal.

Az induktiv tipusdefiniciét az indtype kulcsszé vezeti be, utana taldlhato
a definidlandé 1j tipus neve, majd a with kulcsszé utan a konstruktor : tipus
parok felsorolasa.

5.5.1. Definicié. Induktiv tipusdefinicid:

Az Fyi,q rendszer szintaktikdja csak abban kilonbézik a az Fy rendszer
5.2.1.  definicicban megadott szintaktikdjdtol, hogy a tipusy alaptipus
megaddsdt most az indtype mivelettel végezziik.

indtype < tipusp > with Fy : Ty = Tio— ... = Ty, — < tipusg >
Fy T21—>T22—>...—>T2mQ — < tZ/pUSk >

E, : Tya > The — ... Tyn, = < tipusg >
ahol

o I (1 <i < n) adefinidlt tipushoz tartozé konstruktor, specidlisan
lehet az dj tipus értékhalmazdnak eqy eleme, azaz a tipus konstansa
is. A kifejezések leirdsdt a konstruktorokkal is boviteni kell, azaz

< A-kifejezés> = ... | Fy | Ey | ... | Eu,

o Ti; (1 <i <l < j < my) az éppen ezzel a tipusdefiniciéval
megadott < tipusy > tipusbol és mdr kordbban megadott, ismert
tipusokbol készitett jol-formadlt tipus.

A definiciobdl 1athatd, hogy ha F;-t applikaljuk példdul m; darab, ren-
dre T;1,Ta, ..., Tim, tipusi argumentumra, akkor egy, az indtype utdni
< tipusy > tipusi eredményt kapunk.

Lathaté az is, hogy ez a definicié konstansos A-kifejezéseket ad, ahol a
konstruktorok a A-kalkulus é-fiiggvényeinek felelnek meg, a specidlis kon-
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stans tipusértékek pedig a A-kalkulus konstansai lesznek.

5.5.2. Példa. (A konstruktor nélkiili tipus)

Az induktiv tipusdefinicié lehetéséget ad olyan tipus definidlasira is, ame-
lynek egyéltaldn nincs konstruktora, ami azt jelenti, hogy nincs egyetlen
olyan A-kifejezés sem, amelynek ez lenne a tipusa. Nevezziik ezt a tipust
Absurd-nak, gy a tipus definiciéja

indtype Absurd with () Q.

5.5.3. Példa. (A Unit tipus)
A Unit tipus értékhalmaza egy elemet tartalmaz, ez a tipus a
kévetkez6képpen adhatd meg:

indtype Unit with unit : Unit
Nyilvanvalé, hogy a tipus unit konstruktora konstans. a

5.5.4. Példa. (A Bool tipus)
A logikai, azaz a Bool tipus megadisa induktiv tipusdefiniciéval a
kévetkezd:

indtype Bool with true : Bool
false : Bool

Lathatd, hogy a Bool tipus mindkét konstruktora konstans. a

5.5.5. Példa. (A Nat tipus induktiv tipusdefinicioval)
A természetes szdmok tipushalmaza, azaz a Nat tipus a kovetkezo:

indtype Nat with 0 : Nat

O
succ : Nat — Nat

Most megmutatjuk, hogy a fenti példiban definidlt Nat tipus
értékhalmaza hogyan hatirozhaté meg. Az értékhalmaz megadisira egy
specialis primitiv rekurziv figgvényt hasznalunk:

5.5.6. Definicié. Az iter fuggvény:
iter 0 zf — =z
iter (succy) =z f — f (iteryz f)
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A —  jel a redukciét jelzi. Az iter fiiggvény szemléletesen azt je-
lenti, hogy az f-t az z-re pontosan az els§ argumentumban megadott
darabszamszor alkalmazzuk.

Az iter fiiggvény az elsd argumentumban megadott tetszdleges
szamkonstansra biztosan terminalé redukcié-sorozatot ad, az iter fliggvény
bevezetése a A-kifejezések erés normalizdlisit nem viltoztatja meg.

Az n természetes szdm a kivetkezd kifejezéssel adhatd meg:
iter n 0 succ,
és ebbdl a Nat tipusi tetszdleges n szdmot el6dllité fiiggvény:
Az : Nat. iter 2 0 succ.

5.5.7. Példa. (Az iter fiiggvény felhaszndldsa)

Megjegyezziik, hogy az iter fiiggvényt mas célra is fel lehet haszndlni,
példaul az Ko,y n =2n41, Koy a b =a+bésaz Ky ab=axbh
miveletek a kévetkezd kifejezésekkel adhaték meg:

Fiz41 = Az : Nat. iter z (succ 0) (Az : Nat. succ (succ z)),

Fyyy = Ax: Nat. Ay: Nat. iter x y succ,
Frwy = Az :Nat. Ay : Nat.iter 2 0 (Az: Nat. F.4y 2 y).
Mindhéarom kifejezés tipusa Nat — Nat — Nat. a

A fenti iter fliggvény elsé argumentuma és a fiiggvény értéke csak Nat
tipusi lehet. Lathato, hogy az iter fiiggvény a Nat tipus elemein strukturdlis
indukciét hajt végre, és az indukcié eredménye Nat tipusi.

Altaldnositsuk az iter fiiggvényt ugy, hogy a struktirilis indukciét egy
tetszéleges A tipus elemeire hajtsa végre, és eredményiil egy B tipusi
értéket adjon. Ezt a figgvényt jeloljiik iter_ A_B-vel. Ezzel a jel6léssel az
elébbi iter fliggvény alakja most iter_Nat_Nat lesz.

5.5.8. Definicié. Az iter_ A _B fiiggvény:
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Ha az A tipust megadd induktiv tipusdefinicicban n konstruktor van, €s
az i-edik (1 <1 < n) konstruktor

Fi:Th—=Tyg—...=5 Ty, — A
alakd, akkor
iter AB (E; G1Gsy...Gp) WFy... F, — F, GiGYy...G
ahol
o FiegyT =T/, —...= T, — B tipusi fiiggvény,

o G azxt jeloli, hogy Gj-ben minden A tipusi t részkifejezést
(iter /A_B t I\ Fy...F,)-nel helyettesitiink,

o és T!, jeloli azt, hogy Tip-ban az A minden eléforduldsdt B-re
helyettesitjik.

Ha az F; konstruktornak nincs paramétere, akkor a fentiek szerint
iter_A_B Ez F1 F2 e F’n — E’

és ha az F; konstruktor egyik paraméterének sincs A tipusi részkifejezése,

akkor

iter AB (F; ajag ... ap,) AIFy. .. F, — F,ajay...an,

it

5.5.9. Példa. (Az iter_Bool _Bool fiiggvény)
A fentiek szerint, ha a Bool leirasaban true az els6 és false a méasodik kon-
struktor, akkor

iter_Bool_Bool true I1F;, — [}
iter_Bool_Bool false I1Fy — Fy a

5.5.10. Példa. (Az iter_Bool_Bool alkalmazdisa)
Az and, or és not fiiggvények leirdsira az iter_Bool Bool fiiggvényt
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hasznalhatjuk:

and = Az : Bool. \y : Bool.iter_Bool_Bool zy false,
or = Az : Bool. Ay : Bool.iter_Bool _Bool z true y,

not = Az : Bool.iter_Bool_Bool z false true.
Példdul,
not true —3 iter_Bool Bool true false true — false O

5.5.11. Példa. (Az iter_Bool_Nat alkalmazdsa)
Az if x : Bool then y : Nat else z : Nat szerkezet leirdsara az iter_Bool_Nat
fiiggvényt haszndlhatjuk:

if = Az : Bool. Ay : Nat. Az : Nat.iter_Bool_Nat zyz
Példdul, ha y és z 2 és 3, azaz Nat tipusi, akkor
if false 23 —3 iter_ Bool Nat false 23 — 3,

a Bool definicidjiban a false a masodik konstruktor, ezért a iter_Bool_Nat-
nak a Bool tipusi argumentum utdni mdasodik argumentumidt kapjuk
eredményiil. a

5.5.12. Példa. (A Pairy, ya, tipus)
Nat tipusi szdmokbdl képezziik a Pairy.ixna tipust. A tipus leirdsa in-
duktiv tipusdefiniciéval a kévetkezé:

indtype Pairy.x gt With pair : Nat — Nalt — Pairygix Nat

Egy rendezett par elsé és mdsodik elemét az iter_Pairyarxnat-Nat
fiiggvénnyel adhatjuk meg:

first = Az : Pairngx Nae - iter_Pairyatxnat-Nat 2 (Af : Nat. As: Nat. f)
second = Az : Pairyax Nat - iter_Pairnatxnat-Nat 2 (Af: Nat. s : Nat. s)

Mivel a Pairyasx nvat tipusnak egy konstruktora van, a par elsé vagy masodik
elemét az iter_Pairnatxnat-Nat fliggvény masodik argumentumdban levé kife-
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jezés valasztja ki. Mig a pair konstruktor tipusa Nat — Nat —
Pairy.x Nat, ennek a kifejezésnek a tipusa Nat — Nat — Nat.

Példaul a pair uv par els6 eleme:

first (pair uv) =

(Az : Pairngxnat - iter_Pairnatxnat-Nat =z (Af  : Nat.)s
Nat. f)) (pair uv) —g

iter_PairnatxNat-Nat (pair uv) (Af : Nat.As: Nat. f) —

(Af:Nat.Xs: Nat. f) uv —pg

(As: Nat.u)v —pg u O

5.5.13. Példa. (A ldncolt lista adatszerkezet List tipusa)

A Nat tipusi szdmokat tartalmazé lancolt lista megadasa a kovetkezo:

indtype List with nil : List
cons : Nat — List — List

A lista fejelemét egy iter_List_Nat fiiggvénnyel hatirozzuk meg, mivel a fe-
jelem tipusa Nat. A problémit azonban az okozza, hogy igy egy Nat tipusi
értéket kell adnunk akkor is, ha a lista iires. Ezért vilasszunk ki egy szdmot,
ez a szam legyen az iires lista ,,jele”, azaz a hibajelzés, és ez a szdm legyen
a head masodik paramétere. fgy

head = Az : List. Ad : Nat .iter_List_Nat zd(Ac: Nat. Ar: List.c)

Hatdrozzuk meg a [1 :: 2 :: 3 :: 4] = cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil))) lista
fejelemét. A hibajelzés kddja legyen 999.

head (cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil)))) 999 =

Az : List. Ad : Nat .iter_List_Nat zd (Ac: Nat.Ar: List.c)
(cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil)))) 999 —DE

iter_List_Nat (cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil)))) 999 (Ac : Nat.Ar :

List.c) —
(Ae: Nat. Ar: List.c) 1 (cons 2 (cons 3(cons 4 nil)))
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Mivel az aldhizott kifejezés List tipusi, az iter_List_Nat redukciéjanak
végrehajtasihoz ezt a kifejezést tovibb kell alakitani:

cons 2(cons 3(cons 4 nil)) —
iter_List_Nat (cons 2(cons 3(cons 4 nil))) 999 (Ac: Nat.Ar: List.c) —
(Ac: Nat.Ar: List.c) 2 (cons 3(cons 4 nil))

Az aldhizott kifejezés dtalakitisit az olvaséra bizzuk. Lithatd, hogy ezek
az atalakitdsok az eredményt nem befolydsoljak, hiszen a Ac : Nat.Ar :
List. c fiiggvény eredményiil az els6 argumentumot adja, és igy eredményiil
valéban a lista 1 : Nat elemét kapjuk meg.

Egy lista maradékrészének megaddsa kissé bonyolult. A maradék részt
gy a legegyszeriibb felépiteni, hogy a lista épitését jobboldalrdl, a lista
utolsé elemétdl kezdjiik, és mire a lista els6 eleméhez ériink, az ekkor alka-
Imazott cons konstruktor mdsodik argumentuma éppen a meghatirozandé
maradék rész. Azonban ehhez nem elég csak a maradék részeket, azaz a cons
konstruktor masodik argumentumait nyilvidntartani, hiszen egy cons kon-
struktor méasodik argumentumat az el6z6 1épésben létrehozott teljes lista
alkotja. Erre a problémara a szokdsos megoldas az, hogy parokat hozunk
1étre, egy par elsd eleme a lista maradék részét, a misodik eleme pedig a
teljes listdt tartalmazza. fgy a lista felépitése utan az eredményiil kapott
paros elsé eleme éppen a lista maradék részét tartalmazza (5.1. dbra).

El6szor adjuk meg a listikat tartalmazé parok tipusét:
indtype Pairy;six nist With pair @ List — List — Pairp;gsx 1ist
Ekkor a maradék rész a kovetkezd.

tail = Al : List. first(iter_List_Pairr,;s:x r.ist {(pair nil nil)
(Ac: Nat. \r: Pairpsx List - pair(second r)(cons ¢(second r)))

Hatarozzuk meg az iires lista maradék részét.

tail nil =

(Al : List. first(iter_List_Pairz,;s;x is¢ [(pair nil nil)
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pair [2 :: 3‘:: 4] (cons 1 [2::3 :: 4])
1

pair [3 ::‘4] (cons 2 [3 = 41)
1

|
pair [4] (cons 3 [4])

A

|
pair nil (cons 4 nil)
i '

[ |

5.1. dbra. Az [1::2::3::4] lista

(At Nat. Ar: Pairpisy 1ist - pair(second r)(cons c(second r)))) )nil —g

first(iter_List_Pairy,;s;x 1,ise nil(pair nil nil)
(Ac: Nat. Ar : Pairyisix List - pair(second r)(cons c(second r)) —
first(pair nil nil) —DE
nil
Hatdrozzuk meg az [1 :: 2 :: 3 :: 4] = cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil)))
lista maradék részét.

tail(cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil)))) =

(Al List. first(iter_List_Pairr,;s;x 1is¢ [(pair nil nil)
(Ac: Nat. Ar : Pairgisix List - pair(second r)(cons c(second r)))))
(cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil)))) —g

first(iter_List_Pairr,;s:x1.ist (cons 1(cons 2(cons 3(cons 4 nil))))(pair nil nil)
(Ac: Nat. Ar : Pairgisix List - pair(second r)(cons c(second r)))) —

first(Ac : Nat. Ar : Pairg;sx 1ist - pair(second r)(cons c(second r))
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1 (cons 2(cons 3(cons 4 nil))

A fejelem meghatirozdsindl ldtottakhoz hasonléan, mivel az az aldhizott
kifejezés List tipusi, az iter_List_Pairy;sy 155: redukcidjdnak végrehajtisihoz
ezt a kifejezést tovabb kell alakitani:

(iter_List_Pairy,;sx1ist (cons 2(cons 3(cons 4 nil)))(pair nil nil)
(Ac: Nat. Ar: Pairgisix List - pair(second r)(cons c(second r)))) —

(Ac: Nat. Ar: Pairgisy List - pair(second r)(cons ¢(second r)))
2 (cons 3(cons 4 nil))

A redukciét tovabb folytatva

(iter_List_Pairr,;stx 1,5t (cons 3(cons 4 nil))(pair nil nil)

(Ae: Nat. Ar: Pairygy 1ist - pair(second r)(cons c(second r)))) —
(Ac: Nat. Ar: Pairgisy List - pair(second r)(cons ¢(second r)))

3 (cons 4 nil)

majd

(iter_List_Pairy,;stx it (cons 4 nil)(pair nil nil)

(Ac: Nat. Ar: Pairgisix List - pair(second r)(cons c(second r)))) —
(Ae: Nat. Ar 1 Pairg;sex 1ist - pair(second r)(cons ¢(second r)))

4 nil
és végiil
(iter_List_Pairz,;six 1is¢ (nil)(pair nil nil)

(Ae: Nat. Ar: Pairy;gy 1ist - pair(second r)(cons c(second r)))) —
pair nil nil
azaz a b.1. dbra utolsé sordban szerepld kifejezést kaptuk meg. Ha
ezt a nil kifejezés helyére {rjuk és végrehajtjuk a kifejezésben megadott

G-redukcidkat, akkor éppen az dbra utolsé el6tti sordnak kifejezését kapjuk.
Végrehajtva a iter_List_Pairy,;s« 145t redukcié minden 1épését, lathatd, hogy
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a redukcidé éppen az abra elsé sordnak kifejezését hatdrozza meg, és ennek
a parosnak az elsé tagja a lista keresett tail része. a

5.6. Az F; rendszer operacidés szemantikaja

Ahhoz, hogy megadhassuk az F rendszer konverzids szabilyait, el6szor azt
kell megadnunk, hogy hogyan hatirozhatjuk meg a tipusos A-kifejezések
szabad valtozoit, majd a helyettesités miiveletét kell definialnunk.

5.6.1. Definicié. A szabad valtozé:
1.Az x vdltozo szabad az x kifejezésben,
2.az x szabad az F'F -ben, ha x szabad F -ben vagy szabad az I -ben,
3.az x szabad Ay : A.E -ben, ha x #y és az x szabad F -ben.

Ha most is F'V(F) jeloli az F kifejezés szabad véltozéinak halmazat,
akkor az ??. definicié alapjan

. FV(2) = {a),
o FV(EF) = FV(E)UFV(F),
o 'V(Az: A.E)=FV(E)\ {z}.

Lathatd, hogy a szabad viltozdk halmazdnak képzése megegyezik a
tipusnélkiili kifejezéseknél megadott ?? definicié médszerrel. A kotott
valtozdk, a zart kifejezések, egy kifejezés lezdrdsa is megegyezik a
tipusnélkiili A-kalkulusra megadott azonos nevii fogalmakkal.

Az FE[z := F] A-kifejezéssel most is azt jel6ljiik, hogy az E-ben a sz-
abad z viltozdékat F-fel helyettesitjiik. A helyettesitést az ?? Definiciéhoz
hasonléan, most is az F szerkezete szerinti indukciéval adjuk meg.

5.6.2. Definicié. Helyettesités:
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e _[Gha z =y,
Laly =Gl :{.77, eqyébként,
2(ERNy:=G] = (Ely=G) Iy =da]),
Ar ALK, ha x =y,
3. Az AE)y=G=¢ e AEly:=Glhaz £y ész & FV(G),
Az ALK, eqyébként.

Ha a helyettesitést tetszbleges y-ra és G-re hajtjuk végre, kénnyen
tipushibat kaphatunk. Egy helyettesités a tipus szempontjibdl csak
akkor lesz helyes, ha a helyettesitendd vialtozd tipusa megegyezik a be-
helyettesitett kifejezés tipusaval. Ezt mondja ki a kévetkezd lemmas:

5.6.3. Lemma. (Helyettesitési lemma)
Nz:ArFE:B THF:A
I'FFz:=F]:B

A lemma azt is megadja, hogy az F kifejezés tipusa a helyettesitéssel
nem véltozik meg.

Ismerve egy tipusos A-kifejezés szabad valtozoit és a helyettesités
szabdlyait, megadhatjuk az a-konverzié definiciéjat is:

5.6.4. Definicié. Az a-konverzid:

H Ha az E-ben nincs y szabad vdltozd, akkor Az : A.E «», Ay : A K[z := y]

Most adjuk meg a tipusos A-kifejezésekre vonatkozé (-redukciét:

5.6.5. Definicié. A fp-redukcié:

Ha az Flz = F]-ben az F szabad vdltozéi nem vdlnak az F kétott
vdltozoivd, akkor

(Az: AEYF —g Elz:=F).

Taldin meglepd, hogy a p-redukcié végrehajtisakor nem vizsgdljuk
az I’ kifejezés tipusat, a redukciot barmilyen tipusu F kifejezéssel
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végrehajthatjuk, azaz nem kéveteljik meg a redukdlandé kifejezés jol
tipusozottsigat.

Ha az F kifejezés tipusa a fenti f-redukciéban nem A, akkor tipushibdt
kapunk. A tipushelyesség tétele majd éppen azt mondja majd ki, hogy a
jOl tipusozott kifejezések nem okozhatnak hibdt.

A redukcids sorozat és a normil forma fogalma a tipusnélkiili azonos
nevu fogalmakkal megegyezé médon definialhaték.

A tipusnélkiili A-kalkulusban ldttuk, hogy egy A-kifejezésnek lehet, hogy
nincs is normal formaja. Most ezt a kérdést vizsgaljuk meg a tipusos A-kal-
kulusban.

Az F kifejezés struktirijira alkalmazott indukciéval bizonyithatd a
kovetkezo két allitas:

5.6.6. Lemma. (Tipuskornyezet kiterjesztése)

H HaTHFE:Aés Tl CA, akkor AFFE: A.

5.6.7. Lemma. (Tipuskornyezet sziikitése)
| Hal b E:AésA={a:B|z:Bel ésa e FV(K)}, akkor A E : A.

Az elsd allitds azt mondja ki, hogy a tipuskdrnyezet bovitése a kife-
jezések tipusdt nem viltoztatja meg, mig a masodik lemma szerint egy
kifejezés tipusa nem valtozik, ha a tipuskornyezetbél elhagyjuk a kotott
valtozdira vonatkozé tipusillitisokat.

E két lemma felhaszndldsival bizonyithaté a kévetkezd tétel, ami azt
mondja ki, hogy a p-redukcidk egy jol tipusozott kifejezés tipusit nem
valtoztatjak meg.

5.6.8. Tétel. (A targyredukcié tétele)
H HaolTHFE:Aés FE —* F, akkorI'F F : A.

A tétel elnevezése onnan szarmazik, hogy egy F : A tipusdllitisban az
FE-t a tipusdllitds targyanak nevezziik.

A tétel csak a jbl tipusozott K kifejezésekre igaz, azaz a ' F : A
kévetkeztetésnek igaznak kell lennie, de ha F nem tipusozhaté, akkor
ettol az F kifejezésnek még lehet tipusa. A tételben tehit a —o*
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irdnya is lényeges, azaz a tétel csak (-redukciékra vonatkozik, az &4llitds
(-absztrakci6kra mar nem teljesiil.

5.6.9. Példa. (A tdrgyredukcio tétele és a [3-absztrakeid)

Nyilvanval6, hogy | <3 KI€2. A jobboldalon 4ll6 kifejezés azonban
tipushibds, hiszen -hoz semmilyen tipus sem rendelhet, mint ezt a ?7?
példdban lattuk. |

Ha egy kifejezésnek 1étezik tipusa, akkor ez a tipus egyértelmii.

5.6.10. Tétel. (Tipusok egyértelmiisége)
H Hol'FF:Aésl'F FE: B, akkor A= B.

Az Fy rendszernek van egy olyan tulajdonsiga, ami a tipusnélkiili rend-
szereknek nincs meg, és amelyik kulcsszerepet jitszik az alkalmazisokban.

5.6.11. Tétel. (Az erds normalizalas tétele)

Az Fy tipusrendszerben az F : A jol tipusozott kifejezésnek nincs végtelen
B-redukcios sorozata.

Ebbdl pedig azonnal kévetkezik a kdvetkezd allitas:

5.6.12. Tétel. (A normalizalas tétele)

Az Fy rendszerben minden jol tipusozott A-kifejezésnek wvan normdl
formdja.

A tipusos A-kalkulusban is érvényes a Church-Rosser tétellel megfogal-
mazott rombusz-tulajdonsig.

5.6.13. Tétel. (Az I. Church-Rosser tétel)

Ha az F : A jol tipusozott kifejezésre W : A —* Ky :Aésk: A —*
Fy . A, akkor létezik eqy olyan F : A kifejezés, melyre F1 : A —* F: A
és By A —* F: A.

A normalizdlds tétele és az I. Chuch-Rosser tétel garantalja, hogy min-
den jél tipusozott A-kifejezésnek véges 1épésben meghatarozhatd a normél
formdja, és ez a normédl forma egyértelmii. A tétel azt is kimondja, hogy a
normal forméra hozds 1épéseiben a tipus nem viltozik meg.



5.7. Az altipus 47

A targyredukcié tételének, az I. Chuch-Rosser tételnek és a tipusok
egyértelmiisége tételének a koévetkezménye a kovetkezd allitds, ami az F
tipusrendszer egyik sajdtos tétele.

5.6.14. Tétel. (Tipusok egyértelmiisége és a 3-konverzid)
| Hal' - E: A, B —* F ésU't F: B, akkor A= B.

A tétel tehdt azt mondja ki, hogy ha F' —* F esetén mind az £, mind
az I’ jol tipusozott, akkor a két kifejezés tipusa megegyezik.

5.7. Az altipus

A modern programnyelvek egyik &ltaldnos tulajdonsiga az, hogy a
tipusrendszer altipusok kezelését is lehet6vé teszi. Mint kordbban lattuk,
a tipus egy értékhalmaz, ezért az A tipus egy eleme a tipus értékhalmazdt
tartalmazé bévebb halmaznak is eleme. Ez a b6vebb halmaz is meghatiroz
egy tipust, és ez a halmaz-tartalmazas vezet el az altipus fogalmihoz: az A
tipus a bévebb tipus értékhalmaz dtal meghatirozott B tipus altipusa, ezt
az A < B-vel jeloljiik.

Ha az [y rendszert kiegészitjiik az altipus fogalmdval, akkor ezt a
kiegészitett rendszert F. (ejtsd: ef-egy-szub) rendszernek nevezziik.

Az F! rendszer az Fy rendszer bévitése, ezért csak az 1j szintaktikai
elemet, az 1j kovetkeztetést és az 1ij szabalyokat adjuk meg.

5.7.1. Definicié. Az Fi rendszer szintaxisa:

Az Fy rendszer szintaxisa a kévetkezdvel bovil:
< tipus > = Top
Az F! rendszerben tehdt egy 1j alaptipus, a Top tipus jelenik meg,.

5.7.2. Definicid. Fé rendszer kovetkeztetései:

Az I rendszer kévetkeztetései a kévetkezével bovilnek:

r + A<B az A tipus a B tipus altipusa

A kovetkeztetések érvényességére alkalmazhatoé szabdlyok a kévetkezdk:
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5.7.3. Definicié. Az F. rendszer szabalyai:

Az Fy rendszer szabdlyai a kévetkezékkel boviilnek:

A tipusra vonatkozd ij szabdlyok:

'+ wf
——— [TypE TopP]
I'= Top
I'FA
Tra< o OUrTOR
I'-A
Traca [usRemn]

I'FA<B I'FB<C
r-A<C

'FA'<A TEB<B
I'A—-B<A 5 B

[SuB TRANS]

[SUB ARROW]

Kifejezés tipusdra vonatkozo iy szabdly:

I'Fz:A I'FALZB
'z:B

[VAL SUBSUMPTION]

Az F! rendszerben tehdt a Top tipus a ,legbévebb” tipus, azaz min-
den jél tipusozott kifejezés tipusa a Top. Lathatd, hogy az altipus reldcié
reflexiv és tranzitiv, és a Top tipus a maximalis elem.

A VAL SUBSUMPTION, azaz a kiterjesztés szabdlya azt mondja ki, hogy
ha egy kifejezés tipusa A, és B az A-nal ”bbévebb” tipus, azaz A < B, akkor
a kifejezés tipusdnak a B-t is megadhatjuk. Ez azt jelenti, hogy az altipus
relacié a halmazokra megadhatd tartalmazas reldciénak felel meg.

A kiterjesztés szabdlya a biztonsdgos helyettesités elvét is leirja, ez az elv
azt mondja ki, hogy A < B esetén a B tipus minden esetben biztonsigosan
helyettesithet6 A-val, vagyis az A biztonsigosan alkalmazhaté a B tipus
helyett.

Két figgvénytipus kozotti altipusra vonatkozé SUB ARROW szabaly a
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kévetkezbképpen magyardzhaté meg: Ha az F fiiggvény tipusa A — B,
akkor a figgvény argumentumdnak tipusa A, és argumentum lehet ny-
ilvan minden olyan kifejezés is, amelyiknek a tipusa az A egy A’ altipusa.
Ugyanakkor, mivel a fiiggvény értékének tipusa B, a fiiggvény értékének
tipusa egyben egy, a B-t tartalmaz6 b&vebb B’ tipus is. fgy az F fliggvény
elfogadja az A’ tipusi argumentumot, és ad egy B’ tipusi eredményt, azaz
tipusa A" — B’. Ez a tulajdonsig azt jelenti, hogy minden A — B tipus
az A" — B’ tipus altipusa is, azaz A — B < A’ — B’. Lathatd, hogy az
altipus kontravaridns (ellenkezé irdnyi) a fiiggvények argumentumara, és
kovaridns (azonos irdnyi) a fiiggvények értékére.

Az altipus reldcié megadhaté struktiralt tipusokra is, a kiterjesztés VAL
SUBSUMPTION szabdalyanak ezekre a tipusokra is teljesiilnie kell.

A Pair tipusra az altipus az elemenkénti altipus figyelembevételével
definidlhato:

'EA <B T'EAy < By
I'F Pairy, x4, < Pairg, xB,

[SUB PAIR]

A Record tipusra az altipus reldcié az elemek darabszdmdanak és az
azonos cimkéji elemek tipusdnak figyelembevételével hatarozhatd meg:

PEAL<By ... TFAL<Bp Tk Apgr ... TE A, (m<n)
{|ll:‘417---7ln:‘4n|}g{|ll:Bly---alm:Bm|}

[SUB RECORD]

A Record tipusokra tehdt a nagyobb elemszami rekord lesz az altipusa
a kisebb elemszami rekordnak, aminek az az alapja, hogy a nagyobb el-
emszamu rekordban tobb ”megkotés” van. Az azonos cimkéji elemekre
temészetesen az A; < B; (1 < i < m) elemenkénti altipus reldciénak tel-
jesiilnie kell.



50 5. Az elsérendii tipusos A-kalkulus

5.8. Az F; rendszerrel definialhaté fiiggvények

Az els6érendii tipusos A-kalkulusban a rekurziv fiiggvényekhez nem rendel-
heté tipus, gy az Iy rendszer kifejezd ereje a tipusnélkiili A-kalkuluséndl
lényegesen kisebb, hiszen ott a parcidlis fiiggvények is lefrhaték voltak.
(lasd ?? pont).

Az Fy rendszerrel a kiterjesztett polinomok irhatdk le, ezek osztilya
lényegesen kisebb, mint a rekurziv fiiggvények osztalya.

Legyenek a Nat tipus elemei a Church-szamok, ebben a
szamjegyrendszerben az n természetes szamot reprezentilja a kovetkezo
tipusos A-kifejezés:

ch=Afra—a e f"(2) (n=0,1,2,...).

Vizsgéljuk az f : N* — N fiiggvények definidlhatésdgat. Az f fliggvény
tipusdnak rovid leirdsdra vezessiik be a kovetkezd jel6lést:

Nat*® = Nat — Nat — -+ — Nat,
ahol a jobboldalon pontosan k darab Nat szerepel.

5.8.1. Definicié. A-definidlhaté fuggvény:
Azt mondjuk, hogy az f : N — N figgvény A-definidlhato, ha ezt a
fliggvényt az

F: Nat™ — Nat

A-kifejezés reprezentdlja, azaz minden my, mq,...m, -re

F €m; Cmy -+ Cmy = Cf(my,ma,...;mn)"

5.8.2. Példa. (A konstans fiiggvény)
Az Fy rendszerben a K,,(z) = m konstans fiiggvény A-definidlhaté:

K,, = Az : Nat.c,, ]

5.8.3. Példa. (Az eldjelfiiggvény)
Legyen a sg(z) el6jelfiiggvény a kdvetkezd:
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sg(0) = 0,
Sg(.’L‘) =1 (T#O)v
Ekkor a sg(z) fiiggvény alakja az Iy rendszerben:

sg = Az : Nat.z(truecy) co = Az : Nat . z((Az: Nat. Ay : Nat.z) c1)co —
Az : Nat.z(Ay: Nat .cy) co.

Péld4ul, sg cg = co,

sg co = (Az : Nat.z(Ay: Nat.cy) cg) cg —

co (Ay: Nat.cy) o =
(Afz.z)(Ay: Nat.cy) co —
(Az.z) cog — co,

és sg c; = cq,

sg co = (Az : Nat.z(Ay: Nat.cy) cg) ¢1 —

c1 (Ay: Nat.cy) o =

(Af: Nat — Nat. Xz : Nat. fz)(Ay: Nat .cq) g —

(Az : Nat.(Ay: Nat.c1) ) ¢g —

(Ay : Nat .c1) cg — ¢ |

5.8.4. Példa. (Az U szelektor fiiggvény)

Az Fy rendszerben az U](zy,2q,...,2,) = z; szelektor fiiggvény A-
definidlhato:
UMy, 29,...,2,) = Azqy : Nat . Azy: Nat . ... . Az, : Nat . z; a.

5.8.5. Példa. (Az dsszeadds és a szorzds mijvelet)

Az Fy rendszerben az Gsszeadds és a szorzas miuvelete is megadhaté:

add = Az : Nat. Ay : Nat.Ap: Nat.)\q: Nat . zp(ypq),
mul = Az : Nat. Ay : Nat. Ap: Nat . z(yp) O

5.8.6. Definicié. A Kkiterjesztett polinomok:
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Kiterjesztett polinomok a kévetkezd fliggvények:

la Ky (z)=m m=1,2,... konstans fliggvények,
2.az sq(x) eldjelfiggvény
3.az UMz, 29,...,2,) =2; (1 <1< n) szelektor figguény.

Kiterjesztett polinomokbol tovdbbi 1j kiterjesztett polinomokat az
osszeadds és a szozds miveletével konstrudlhatunk.

4. Az dsszeadds:
legyen f:N' = N és g : N/ — N két kiterjesztett polinom,
ekkor az f + g kiterjesztett polinom legyen
(f+g) (e, o ziy, . ny) = flen oo x) + 9, - y5),
5. A szorzds:
legyen f:N' — N és g : NV — N két kiterjesztett polinom,
ekkor az f - g kiterjesztett polinom legyen

(f'9)(»’61,---,907:,@/1,---7313') - f(mla"'axi) 'g(yla"'ayj)J
5.8.7. Tétel. Schwichtenberg tétel [1976.]

Az Iy rendszerben definidlhato fliggvények osztdlya pontosan azonos a
kiterjesztett polinomok osztdlydval.

Az Fy rendszer altal leirhaté filiggvények halmaza kétféleképpen
névelhetd:

e a Nat tipusnak nem a Church-szémokat feleltetjiik meg,

e a7z I rendszerbe bevezetjiik a primitiv rekurziot és az if-then-else
miiveletet.

A ¢, Church-szam
ch=Afra—sa dzia. f"(2) (n=0,1,2,...),
a szam tipusa

(0 > a) 5 a—a,
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nem ennyire specialis tipusi szamjegyekkel bdévebb A-definidlhatd
fiiggvényhalmazt kaphatunk.

A miasik médszer az, hogy a tipusok alaphalmazdnak a Nat és Bool
tipust vdlasztjuk, és az F; rendszert a primitiv rekurzid és az if-then-

”__ 7z

else miivelettel bovitjiik. Ezt a bdvitett rendszert Gadel 1" rendszerének
nevezziik, és AT-vel jeloljiik.

A AT rendszerben Nat és Bool tipusok, mint alaptipusok szerepelnek,
és ezekre a tipusokra alakalmazhaték az Fy rendszer szabdlyai.

A rendszer konstansai a true és false konstansok, az if konstans, azaz
d-fiiggvény, ezekre érvényesek a ?7? pontban megadott szabalyok:
'+ wf
I' - true : Bool
'+ wf
I' - false : Bool
'E:Bool THFF:A TTHEG:A
'-(if EFG):A

[VAL TRUE]

[VAL FALSE]

[FUN IF]

A rendszernek két Nat tipusu konstansa van, a cg nulla konstans, és a succ
d-fiiggvény, ezekre is érvényesek a ?? pontban leirt szabdlyok:

'+ wf .
I'tco: Nat [VaL eo]
'+ F: Nat
[VAL Succ]

I' Fsucc ' : Nat
A rendszerben van még egy 4-fiiggvény, a recur konstans, ami a ?7.
Definiciéban szereplé, primitiv rekurziéval meghatdrozott f fliggvény
hiromvaltozds alakja:

J(0, 29, 23) = g(zq,73),

f(suce(z1),22,23) = h(f(21,22,23), 21,22, 23),

a AT rendszerben speciilisan
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g(;ﬂg, $3) = U12($27 xB) = 2,
és h az x5 kétviltozos fliggvény, azaz specidlisan
h = z3(u,v) = 23(f (21,22, 23), UL (21, 22, 23)) = 23(f (21, 22, 73), 71),
tehdt
recur(0, 29, 3) = x4,
recur(succ(zy), zg,z3) = zz(recur(zy,z2,23),21).
A recur fiiggvényre vonatkozoé tipusszabdly a kovetkezo:

I'FE:Nat 'THFF:A I'FG:A— Nat— A
'k (recur FEFG): A

[FuN RECUR]

Most adjuk meg a A1’ rendszer operacids szemantikijit, a redukcidkat
—r-vel jel6ljik. A AT rendszerben a kévetkezd redukcidk alkalmazhaték:

o [-redukcid,

e az if-re vonatkozd redukceid:
if true ¥ F'—p K
if false ¥ F—r F

e a recur-ra vonatkozd redukcio:
recur cg xf -1
recur (succy) = f —r f(recuryz f)y
A AT rendszerre is igaz az erds normalizdlds tétele, és érvényes az I.
Church-Rosser tétel, azaz a bevezetett két fiiggvény az Iy rendszer alapvetd
tulajdonsagait nem véltoztatja meg.
Az if bevezetése utin a and, or és not logikai fiiggvények is kénnyen

definidlhaték:

and F I = if F F false
or B F = if £/ true I
not = if I false true
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fgy példaul

not true = if true false true — 7 false
and false // = if false /' false — 1 false
or true ' = if true true /' —71 true
Ugyanakkor

and F false /A7 false
or F true /A7 true

mivel

and F false = if £ false false

or F true = if F true true

és ezek nem redukalhaték tovabb, mivel normdl formdban vannak.
A recur primitiv rekurzié egy egyszeriibb alakja az iterdcid, amit iter-rel
jeloliink, és amelynek a redukcids szabalyai a kovetkezok:

iter cg ¢ f —T C
iter (succ n) ¢ f —r [ (iter(n cf))

Az iter csak abban kiilonbozik a recur fiiggvénytdl. hogy a harmadik argu-
mentuma egy egyvaltozés fliggvény. Ez az iter fiiggvény megegyezik a 5.5.
pontban is szerepld iter fiiggvénnyel.

Ldthatd, hogy az recur fiiggvény egy magasabbrendii fliggvény, és ennek
a magasabb rendi figgvénynek a definidldsa primitiv rekurziéval tortént.
Lényegében ez a magasabb rendii recur fiiggvény néveli meg a X'’ rendszer
kifejez6 erejét.

Bizonyithatd, hogy a Bool tipusi konstansok és az if figgvény nem
noveli a AT rendszerben lefrhaté fiiggvények halmazat, igy ezek csupan
arra szolgdlnak, hogy a AT’ rendszer szintaktikija valtozatosabb legyen.

5.8.8. Tétel. A AT rendszerben definidlhaté fiiggvények !

"Legyen N =< N,+,-,/,00,=> az aritmetika standard modellje, ahol +,- az
operatorok, 0,1 a kitlintetett elemek, és = egy relacié az N felett. Th(N) olyan
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A AT rendszerben definidlhato fliggvények osztilya megegyezik a Peano
Aritmetikdban bizonyithatéan teljes fiigguények osztdlydval.

A AT rendszerben definidlhaté fliggvények osztilya még nem egyezik
meg a rekurziv fiiggvények osztalyaval, de példdul egy nem primitiv
rekurziv fiiggvény, az Ackermann figgvény mar lefrhaté. Az Ackermann
fiiggvény definicidéja a kdvetkezo:

A(0,n) = n+1
A(m +1,0) = A(m,1)
Am+1,n4+1) = A(m,A(m+ 1,n))

Az Ackermann fiiggvény néhany értéke a kovetkez6 tablazatban lithaté:

IIA(m,n) n=20 1 n=2 n=3 n==4 5|
| m=0 1 2 3 4 5 6]
| m=1 2 3 4 5 6 7]
|. m =2 3 5 7 9 11 13|
|. m=3 5 13 29 61 125 253 |
| m= 13 65333 209336 _3 [ 927 g [ 4(3,227 —3) | A(3,A(4,4)) |
| m= 65533 A(4,65533) | A(4, A(4,65536)) | A4, A(5,2)) A(4,A(5,3)) | A(4,A(5,4)) |
| m =61 A(4,65533) | A(5, A(4,65533)) A(5,A(6,1)) | A(5, A(6,2)) A(5,A(6,3)) | A(5,A(6,4)) |

frjuk at a fiiggvényt egyvdltozds alakra:

Ap(n) =n+1
Amit (0 +1) = A (A (0)
Nyilvanvaloan,

Ag = succ,

elsérendii zart formuldk, azaz mondatok halmaza, amelyek igazak AN-ben. A Peano
Aritmetika (PA) egy kisérlet a Th(N') axiomatizdldsira, azaz arra, hogy Th(A') min-
den mondata a PA kovetkezménye. Egy f fliggvény bizonyithatéan teljes P A-ban, ha
PAF V:E'Hy(tf((:l:), y) = 0), ahol ¢ty az f-t kiszdmi{té algoritmus, a jobboldali kifejezés azt
jeloli, hogy ez a kiszamité algoritmus terminal.
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és A,, leirdsa a AT rendszerben a kévetkezOképpen adhatd meg.

Legyen Ack egy olyan fiiggvény, amelyre
A, = Ack ¢,
és
Apmt1 = Az . (recur z (Ack cmer) (Ayz.Ack cm ¥)).
Ekkor
Am+1(0) = (Az . (recur z (Ack cmer) (Ayz.Ack cm y))) co —3

recur co (Ack cmer) (Ayz.Ack cm y) =1
Ack cme; = An(1),

és

Aps1(n+1) = (Az . (recur z (Ack cm ¢1) (Ayz.Ack ¢y y))) (succ cn) —p
recur (succ cn) (Ack cm c1) (Ayz.Ack cm y) —71

(Ayz.Ack cm y) (recur ¢, (Ack cm c1) (Ayz.Ack cm y)) cn —p

(Az.(Ack cm (recur c, (Ack cm c1) (Ayz.Ack cm ¥)))en —g

Ack ¢, (recur cn (Ack ey c1) (Ayz.Ack em ) 5

Ack ¢y (Az .recur 2 (Ack cm c1) (Ayz.Ack cm y)) cn) =

A (Amg1(n)).

Legyen G olyan, hogy

Apg1 = G(Ack cn).

fgy az Ack, azaz az Ackermann figgvény XT-beli alakja
Ack = Az . (recur z succ (Ayz.Gy)),

hiszen

Ag = Ack ¢g = (llz . (recur z succ (Ayz.Gy))) cg —3
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recur cg succ (Ayz.Gy) =7 succ

és

A1 = Ack (succ cm = (llz . (recur z suce (Ayz.GYy))) (succ cm) —g
recur (succ cm) succ (Ayz.Gy) —r

(Ayz.Gy) (recur ¢y, suce (Ayz.Gy) em —p

(Az.G (recur ¢y suce (Ayz.GYy))) em —»3
G (recur ¢y, suce (Ayz.GYy))

G (Az .recur ¢y suce (Ayz.GY))em =
G(Ack cm)em = At

5.8.9. Példa.
A(0,n)
A(m+1,0)
Am+1,n+1) O



6. FEJEZET

Curry-tipusos A-kalkulus

Az implicit tipusos rendszer paradigmajit Curry adta meg 1934-ben
[?] a kombindtor logikdra, majd Curry és Feys [?], és késébb Curry,
Hindley és Seldin [?] definidlta a tipusnélkili A-kalkulus kifejezéseire.
Ebben a fejezetben el6szér a Curry-tipusos A-kalkulust definidljuk,
majd megvizsgdljuk a Curry-tipusos A-kalkulus tulajdonsdgait, ezeket
osszehasonlitjuk a Church-tipusos A-kalkulus hasonlé eredményeivel, végiil
a két tipusos A-kalkulus kapcsolatit elemezziik.

6.1. A Curry-tipusrendszer

A Curry-tipusos A-kalkulust réviden Curry-tipusrendszernek nevezziik. A
Curry-tipusrendszer tipusai nem alaptipusokbdl, hanem tipusvdltozokbol
épiilnek fel, ezért a Church-tipusos A-kalkulus, azaz az Fy rendszer alaptipus
halmazanak elemeit — megkiilénboztetésképpen — tipuskonstansoknak is
nevezhetjiik. A tipusvdltozdk konkrét tipusértéket majd a tipuslevezetés
folyaman kapnak.

6.1.1. Definicié. A Curry-tipusrendszer szintaxisa:

< tipus > n= < tipusvdltozé >
| (< tipus > — < tipus > )
< A-kifejezés > 1= < wvdltozé >

| (A < wdltozs > . < A-kifejezés > )
| ( < A-kifejezés > < A-kifejezés > )

59
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A MX-kifejezésekre és a tipusokra vonatkozd precedencia szabalyok
azonosak az F) rendszer megfelel szabdlyaival.

Mint az 5.1. pontban lattuk, az I rendszert réviden a

T=U|T-T,
Ar=V |z :T.Ar| (ArAT)

alakban irtuk le, ahol T a tipusokat, U az alaptipusokat, At a kifejezéseket
jelolte. A Curry-tipusos A-kifejezések hasonlo stilusu leirdsa a kévetkezo:

T=V|T-T,
A=V |Az.A|(AA),

ahol V a tipusviltozdk, V a valtozdk és A a kifejezések halmaza.

A tipusviltozékat most is az «,0,... betikkel jeloljik, a
tipusvaltozdkat tartalmazd tipuskifejezések jeldlésére az A, B, ... karak-
tereket haszndljuk. A tipuskifejezéseket ebben a tipusrendszerben
tipussémdknak is nevezhetjik.

A I' tipuskornyezet tipusvaltozdkbdl és olyan z @ A parok halmazdbdl
all, ahol 2 a A-kalkulus egy valtozéja, A pedig az x valtozé tipusa.

A kovetkeztetések I' - wf, ' A és ' - E : A alakuak.

Mivel az ' H F : A kovetkeztetésben az A tetszéleges T-beli tipust
jelol, a Curry-tipusos A-kalkulusban az u.n. korldtozott polimorfizmusrol
beszélhetiink, ami a kévetkezdket jelenti.

Ha az A tipussémdban az ai,aq,...,a, tipusviltozdk szerepelnek,
akkor ez a tipusséma valéjiban a

Yoy Vay ... Vo,  A=Vojay ... 0, . A

kifejezésnek felel meg, azaz a tipussémdkban a V kvantor kdti a
tipusvaltozdkat. fgy a tipussémdkban csak az univerzdlis kvantorok altal
kdtott tipusvaltozdk vannak, és a tipusvaltozo hatdskore a teljes tipusséma.

Azt mondjuk, hogy egy FE : A kovetkeztetés érvényes a I
tipuskornyezetben, azaz I' - F : A, ha bizonyithaté a kovetkezd szabalyok
felhasznalasdval.
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6.1.2. Definici6. A Curry-tipusrendszer szabalyai:

A kérnyezetre vonatkozo szabdlyok:

— [E
oy V0
I'cA 2 ¢ Dom(I)
E
Fz:AF wf [ENv 2]
A tipusra vonatkozé szabdlyok:
''Fwf aeV
o [TYPE VAR]
I'cA I'HB " N
TCASB [TYPE ARROW]

Kifejezés tipusdra vonatkozo szabdlyok:

Mz AT = wf
IMz:AT"kFz: A

[VAL z]

Nz:AFFE:B
'FAx.F:A—B

I''+E:A—-B T'HF:A
I'-KEF:B

[VAL FuN]

[VAL APPL]

Az Iy rendszer szabdlyaihoz hasonléan, itt is ldthatd, hogy a tipusra
vonatkozé szabdlyok (Tvypr Var, Type ARROW) csak a szintaktikai
szabdlyokat ismétlik meg, igy, ha egy kifejezés A tipusa jél formalt, azaz
szintaktikusan helyes, akkor a I' = A kévetkeztetés mindig érvényes.

A VAL FUN szabdly feltételében levé kovetkeztetés tipuskérnyezetében
I'yz : A szerepel, ami azt jelenti, hogy az z nincs benne a I'-ban, vagyis
x ¢ dom(T"). Lathatd, hogy a feltétel tipuskdrnyezetébdl az z : A itt is
beépiil a A-absztrakciéba.

A VAL FUN szabdlyt, mivel egy A-kifejezésbe egy tipust épit be, itt is
,tipusbevezetésnek”, a VAL APPL szabdlyt pedig, mivel fiiggvénytipusbdl
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egy egyszeru tipust ad eredményiil, ,,tipuselimindcionak” is nevezzik.
7"

6.1.3. Példa. (Azid_Nat = Az .z kifejezés tipusdnak meghatdrozdsa)
0w acV
0+ o z & dom(()
z ok wf
zrabFz:a
PEFX.2:a>a

6.2. A Curry-tipusrendszer operacidés szeman-
tikaja

Az Py rendszerben leirtakkal azonos moédon definidlhatjuk itt is a szabad
és kétott vdltozokat (5.6.1. Definicié) és a helyettesités miiveletet (5.6.2.
Definicid).

Egy helyettesités tipushelyességét, az Iy tipusrendszerhez hasonldan, a
kévetkezd lemmaval adhatjuk meg:

6.2.1. Lemma. (Helyettesitési lemma)
Nz:AFE:B T'HFF:A
I'FFElz:=F]:B

A lemma azt mondja ki, hogy egy helyettesités a tipus szempontjabdl
csak akkor lesz helyes, ha a helyettesitendé vialtozd tipussémija mege-
gyezik a behelyettesitett kifejezés tipussémadjdval. Az is lithatd, hogy a
helyettesités a kifejezés tipussémdjit nem viltoztatja meg.

A Curry-tipusrendszerben a helyettesitést tipusvaltozdkra is megad-
hatjuk.

6.2.2. Definicié. Tipusvaltozé helyettesitése:

- o B, ha o=,
1. o[ := B] = {(1/,, eqyébként,

2. (A= A)[B:=B] = (B = B))(AB = B)).
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Lattuk, hogy a tipussémdkban a tipusvaltozdkat implicit mddon
egy univerzalis kvantor ko6ti, de a viltozdkra definidlt ,kotott” vagy
»szabad viltozd” fogalmakhoz hasonléakrdl itt nem beszélhetiink, hiszen
a tipusvaltozdkkal nem definidltunk figgvényeket. Ezért a tipusviltozd
helyettesitését a tipusviltozd minden el6forduldsira el kell végezniink.
Tehdt az Ao := B] azt jeldli, hogy az « tipusvéltozét az A tipusban min-
den helyen a B tipussal helyettesitjiik. Természetesen ha A-ban nincs
tipusvaltozd, akkor az A[a := B] helyettesités az A-t nem valtoztatja meg.

A tipushelyettesitést definidlnunk kell a tipuskdrnyezetre is.

6.2.3. Definicié. Tipusvaltozé helyettesitése tipuskornyezetben:
| Me:=B]={(z:Cla==1B])) | (z:C)€el}

I'la := B] tehdt azt jelenti, hogy a I' tipuskornyezet minden z : C
elemére végrehajtjuk a Cla := B] helyettesitést.

A tipuskornyezetre végrehajtott helyettesités a kifejezések tipusdt is

modosithatja, ezt monda ki a kovetkezé lemma.

6.2.4. Lemma. (Tipushelyettesitési lemma)

rFE:A
I'fao:= B]F F: Al := B
A vialtézéra megadott helyettesitéssel definidlhatjuk az a-konverzidt és

a (-redukciét, és a redukcids sorozatokat.
Az Fy rendszerhez hasonldéan, a Curry-tipusrendszerben is igaz a
1 )

kovetkezd 4llitds:

6.2.5. Tétel. (A targyredukcié tétele)
H HalTHFE:Aés E —* F, akkor '+ F : A.

A tétel csak a jél tipusozott F kifejezésekre igaz, azaz a I' - K @ A
kévetkeztetésnek igaznak kell lennie. Ha F nem tipusozhatd, akkor ettél az
F kifejezésnek még lehet tipusa. A tételben tehdt a —* irdnya is Iényeges,
azaz a tétel csak f-redukcidkra vonatkozik, az allitas B-absztrakciékra mar
nem teljesiil. Példaként most is a 5.6.9. példiban szerepl6

| 5 KIQ
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[(-absztrakcié adhatd meg.
Ha egy kifejezésnek 1étezik tipusa, akkor ez a tipus egyértelmii.

6.2.6. Tétel. (Tipusok egyértelmiisége)
H HalHFFE:AésT'FFE: B, akkor A = B.

Az Fy rendszerben lattuk, hogy ha az ' —* F esetén az F és I’ min-
degyike jél tipusozott, akkor az F és I tipusa mind a f-redukcié mind
a (-absztrakcié alkalmazdsa esetén megegyezik. Kz az allitds a Curry-
tipusrendszerben nem 4&ll fenn.

6.2.7. Tétel. (Tipusok egyértelmiisége és a [3-konverzid)
| HaT - E: A, E —»* F ésTU+ F : B, akkor A # B.

A tétel bizony{tisira a kévetkezd példat adjuk.

6.2.8. Példa. (-konverzid esetén a tipusok nem azonosak)
Nyilvdnvald, hogy

SK = (Azyz.2y(z2))(Auv.u) —+

Ayz. z,

és

SK:(f = o) = (B8 = B),

ugyanakkor

Ayz.z:a — (f — ). 0

6.3. A Church- és Curry-tipusos A-kalkulus kap-
csolata

Bér a Church- és a Curry-tipusos A-kalkulus koz6tt nagyon sok kiilonbség
van, a két kalkulus kozott viszonylag egyszeriien lehet kapcsolatot
teremteni. A kapcsolat lényege az, hogy a Church-tipusos A-kalkulus egy
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helyesen tipusozott kifejezésébdl az absztrakcié valtozdjanak tipusat el
hagyva a Curry-tipusos A-kalkulus kifejezését kapjuk, és a Curry-tipusos
A-kalkulus egy kifejezésébdl a Church-tipusos A-kalkulus egy kifejezése lesz,
ha az absztrakciék valtozdinak tipusait megadjuk.

Jeloljik a Church-tipusos A-kalkulus kifejezéseinek halmazat Ar-vel, a
kovetkeztetéseket - opyrep-csel, a Curry-tipusos A-kalkulus kifejezéseit pedig
A-val, a kévetkeztetéseket b oy ppy-val. Legyen | - | a kovetkezd, , felejtésnek”,
vagy ,torlésnek” is nevezhetd fliggvény:

|-|:ATII>A,

ahol

| | — o

| EF = B P
| Azt AE| — Xz | FE

Lathatd, hogy ez a fiiggvény a At kifejezéseit valtoztatja meg, az absz-
trakciék valtozdinak a tipusdt hagyja el, azaz a tipusos A-kifejezésekbdl
tipusnélkiili kifejezések lesznek. A fliggvény definiciéjabdl bizonyithatd a
kévetkezd két allitas.

6.3.1. Tétel. (Church — Curry konverzid)

H Legyen 2 € Ar. Ha U Fopyper, B 0 A, akkor U'Foyery | E | 1 AL

6.3.2. Tétel. (Curry — Church konverzid)

Legyen E € A. Ha T tFgypy F 0 A, akkor 3" € A7, melyre U = cpyren B
A és|E' | — K.

Kénnyen beldthaté az is, hogy a | - | fiiggvény a kifejezések redukalasat
nem valtoztatja meg, azaz

e ha F,Fe€ATés F —g F,akkor | F

-3 | F| (6] é,bra),

e ha F,I" € A és ¥ —p F, akkor minden E’ € Ar-hez, melyre
| £'| = K, létezik olyan F' € A, amelyre £/ —5 F' és| F' | = F
(6.2. dbra).
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6.1. Abra. A1 = A és a At fB-redukcidja
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| —
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N |
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B |=E—5 % F'|=F

6.2. abra. Ar = A és a A f-redukcidja



7. FEJEZET

Masodrendii (polimorfikus)
tipusos A-kalkulus

Tekintsiik a kdvetkez6 Fi-beli kifejezést:
id_Nat = Az : Nat.z.

Ez az identitds fliiggvény a természetes szamokra. Ha az identitds fiiggvényt
meg akarjuk adni Int, vagy Bool tipusra, akkor olyan Fi-beli kifejezéseket
kell megadnunk, amelyek 1ényegében megegyeznek a fenti kifejezéssel, csak
a Nat helyett Int-et vagy Bool-t kell irnunk.

id_Int = Az : Intz,
id_Bool = Az : Bool.z.

Ez természetesen igaz tetszdleges tipusra is, a tipust mindig a Nat helyére
kell irnunk.

Azért, hogy ne kelljen ilyen sok identitds fliggvényt megadnunk, jeloljik
a tipust egy « tipusvdltozéval:

id_a = Az : a.z,

ahol az « tipusvéltozé lehetséges értékei példiul a fenti tipusok.
A tipusviéltozdkat tartalmazéd A-kifejezéseket tipussémdknak nevezziik.
A tipusnélkiili A-kalkulusban egy A-absztrakcié z viltozdja gy kapott
értéket, hogy eldszor felirtunk egy applikdciét, amelynek az elsé tagja ez a A-
absztrakcid, a mésodik tagja, azaz az argumentum pedig az érték volt, majd
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erre az applikiciéra egy f-redukciot hajtottunk végre. Ehhez a mddszerhez
hasonléan tudunk a tipusviltozdhoz is értéket rendelni.
Elészor készitsiink az o tipusvaltozdval egy absztrakciot:

id = Aa. Az : a.z,

ahol a tipusvaltozd absztrakcidjat A-val jeldltiik, azért nem A-val, mert
ehhez az absztrakciéhoz tartozé argumentum nem A-kifejezés, hanem egy
tipus lesz.

Ezt az absztrakcidt tipusabsztrakcionak, a tipusabsztrakciéval definidlt
fiiggvényeket polimorfikus figgvényeknek nevezziik. A fenti id kifejezés
neve: polimorfikus identitas fliggvény.

Egy tipusabsztrakciéval és egy tipussal, mint egy fiiggvénnyel és a
fliggvény argumentumaval képzett applikacié neve tipusapplikdcio.

Egy tipusapplikiciéban a tipusabsztrakcié argumentumédt [ ] zdrdjelbe
tessziik, hangsilyozva, hogy a kifejezésben ez egy tipus, és nem A-kifejezés.

A tipusapplikicié (-redukciédjat a A-kifejezések applikdciéjdnak [-
redukcidjahoz hasonléan definidlhatjuk, ekkor a tipusabsztrakcié az argu-
mentumban megadott tipust egy A-kifejezésre képezi le.

fgy az id tipusabsztrakcié az argumentumként adott tipus identitds
fiiggvényét adja:

id [Nat] —g id_Nat,

id [Int]  —5 id_Int,

id [Bool] —5 id_Bool,

és példdul

id [Nat] 3 = (Aa. Az :a.z) [Nat]3 —g (Az: Nat.z) 3= id_.Nat3 —p
3.

Ha a tipusos A-kalkulust kiegészitjiik a polimorfikus fiiggvények kife-
jezéseivel, akkor meg kell adnunk e fiiggvények tipusit is. Mint [dttuk,
ezek a fiiggvények a tipust egy A-kifejezésre képezik le. Az id fliggvény
a Nat-ot egy Nat — Nat tipusu figgvényre, dltaldnosan, az A tipust egy
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A — A tipusu fiiggvényre képezi le, és lathatd, hogy az eredmény tipusa
csak az A-tdl fiigg.
Ezt a tulajdonsidgot, azaz az id fliggvény tipusat gy jeldljik, hogy

id : Va.ao = a.

Megjegyezziik, hogy egy polimorfikus fiiggvény Va.A tipusit gyakran
Alo]A-val, Aa.A-val, Aa.A-val, és V[a]A-val is jelolték.

7.1. Az F, rendszer szintaxisa

A tipusabsztrakciéval, a tipusapplikiciéval és a tipusabsztrakcié tipusdval
bévitett tipusos A-kalkulust £y rendszernek, mdsodrendi tipusos A-kalku-
lusnak, vagy polimorfikus A-kalkulusnak nevezziik.

7.1.1. Definicié. Az F, rendszer szintaxisa:
< tipus > < tipusvdltozé >

( < tipus > — < tipus > )

(Y < tipusvdltozé > . < tipus > )

< vdltozo >

(A < wdltozo >:< tipus > . < A-kifejezés > )
( < A-kifejezés > < A-kifejezés > )

(A < tipusvdltozo > . < A-kifejezés > )

( < A-kifejezés > [ < tipus > ] )

A legkiilsé zardjelpart elhagyhatjuk. A tovabbiakban a tipusvéltozdkat
az «, 3, ... gordg kisbetiikkel jeldljiik.

A fentiekben a tipusabsztrakciét polimorfikus fiiggvénynek neveztiik,
egy tipusabsztrakcid, azaz polimorfikus fiiggvény tipusat a tovabbiakban
roviden polimorfikus fliggvénytipusnak nevezziik. Tehit a Va.a — a egy
polimorfikus fliggvénytipus, az id polimorfikus fiiggvénynek a tipusa.

A Aa. F tipusabsztrakcionak, azaz polimorfikus fiiggvénynek a tipusdt
a Ya. A tipus irja le, ahol A az F A-kifejezés tipusa. Az a viltozdt
a polimorfikus fliggvénytipus wvdltozéjinak vagy formdlis paraméterének,
az A tipust a figgvénytipus torzsének nevezziik. A Va.A polimorfikus

|

|
< A-kifejezés > =

|

|

|

|
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fiiggvénytipusban az A tipus az « valtozé hatdskére, és azt mondjuk, hogy
a hatdskorbe tartozé a viltozdkat a polimorfikus fiiggvénytipus o viltozdja
koti.

A polimorfikus fliggvénytipusban az A tipus nagyobb precedencidji,
mint a tipusvaltozd, igy a redundans zardjelpirok a torzsében elhagyhatdk:

Va. (o = a) =Va.a — o

A Aa.F tipusabsztrakciéban az o viltozét a tipusabsztrakcid
vdltozéjdinak vagy formdlis paraméterének, az F A-kifejezést a tipusabszt-
rakcié térzsének nevezziik.

Az F kifejezés a tipusabsztrakcid o vdltozdjinak a hatdskére, és azt
mondjuk, hogy a hatdskorbe tartozd o viltozdét a tipusabsztrakcié o
valtozdja koti. A tipusabsztrakcid jobbasszociativ, példdul, ha az F kifejezés
is egy A . F tipusabsztrakcid, akkor Aa. (AS. F') réviden igy is irhato:

Aa.(AB.F)=Aa.AB.F = AaB. F,

azaz a redundans zdrdjelparok elhagyhaték, és a tipusabsztrakcié lambdai
osszevonhatdék.
A tipusapplikdcié balasszociativ, igy példaul

azaz a redunddns zardjelpdrok elhagyhatok.

A tipusapplikdciénak nagyobb a precedencidja, mint a tipusabsztrak-
ciénak, ezt figyelembevéve a redunddns zardjelpirok a tipusabsztrakcid
térzsében is elhagyhatok:

Ao (E[A]) = Aa. E[A].

7.1.2. Példa. (Polimorfikus fiiggvénytipus)
A 5.8. pontban littuk, hogy 2-t reprezentilé Church-féle 2-es szdm, vagy
mas szemlélettel a double = Afz . f(fz) fiiggvény, Fi-beli alakja
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Af: Nat — Nat. Az : Nat. f(fz)
volt, és ehhez a fliggvényhez az
(Nat — Nat) — Nat — Nat

tipust rendeltiik hozzd. Ha a Nat helyett az « tipusviltozdt haszniljuk,

akkor

Afra—=a. Xz a. f(fz),

és ennek a tipusa

(0= a) 5 a— a.

A X-kifejezésbol tipusabsztrakcioval a

Ao Afra—a. Xz a. f(fr)

polimorfikus fiiggvényt kapjuk, melynek a tipusa

Va. (o = a) 5 a— o m|

7.2. Az F; tipusrendszer

Az F, rendszer kovetkeztetéseli megegyeznek az I rendszer kovetkezteté-
seivel.

7.2.1. Definicié. Az F, rendszer kovetkeztetései:
' - wf I' j6l formdlt kérnyezet
r+ A I-ban az A jél formdlt tipus
I+ KA I'-ban az F kifejezés tipusa A

A kovetkeztetések tehat formailag megegyeznek, de az F, rendszer-
ben a I' tipuskérnyezet b&vebb, mint az Fj-ben, itt a tipuskérnyezet mar
tipusvaltozékat is tartalmaz.

7.2.2. Definicié. Az F, rendszer szabalyai:
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A kornyezetre vonatkozo szabdlyok:

— [E
IF o [Env (]
I'EA 2z ¢ Dom(l)
E
z: AF wf [Env 2]
I' Fwf o¢ Dom(I)
E
I'yo b wf [Env o]
A tipusra vonatkozo szabdlyok:
I ol wf T
I, a, I'" F [TYPE ]
'-A I'+tB T N
TEAS B [TYPE ARROW]
I'ak A

Trve A [TYPE FORALL]

Kifejezés tipusdra vonatkozé szabdlyok:
M oz: AT wf
IMz:ATl"kFxz: A

[VAL z]

Nz:AFE:B
'FXz:A.F:A—> B
''FE:A—-B T'HFF:A

I'HEF:B

I'akF: A

'FAa.F:Va. A

'-F:Ya.A T'HB
'+ E[B]: Ala := B

[VAL FUN]

[VAL APPL]

[VAaL Fun2]

[VAL ApPPL2]
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A. FUGGELEK

A konyvben alkalmazott jelolések

x,y,... valtozd

E.F,... MXkifejezés

a,3,... tipusvdltozd

A, B,... tipus (tipuskifejezés)
I'A,... tipuskdrnyezet

— tipuskonstruktor

— redukcié
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A. A kényvben alkalmazott jelGlések




B. FUGGELEK

A tipusrendszerek osszefoglalé
leirasa

I. A TIPUSRENDSZEREK SZINTAXISA
1. A tipusnélkiili A-kalkulus szintaxisa:
< A-kifejezés > = < wvdltozo >

| A < wdltozé > . < X-kifejezés >
| < A-kifejezés > < A-kifejezés >

2. Az F; rendszer szintaxisa:

<tipus> n= <alaptipus>
| <tipus> — <tipus>

< A-kifejezés > = < wdltozé >

| A < wvdltozé > : <tipus>. < A-kifejezés >
| < A-kifejezés > < A-kifejezés >
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3. Az F, rendszer szintaxisa:

< tipus >

< A-kifejezés >

<tipusvdltozo>
< tipus > — < tipus >
Y <tipusvdltozo> . <tipus>

< vdltozé >

A < wvdltozé > : < tipus > . < A-kifejezés >
< A-kifejezés > < A-kifejezés >

A <tipusvdltozé> . <A-kifejezés>
<A-kifejezés > [ <tipus> |

4. Az F; rendszer szintaxisa:

<fagta>

< tipus >

< A-kifejezés >

*
x* — <fagta>

< tipusviltozé >

< tipus > — < tipus >

V < tipusvdltozo > : <fagta>. < tipus >
A <tipusvdltozé> . <tipus>

< tipus > < tipus >

< vdltozo >

A < wdltozé > : < tipus > . < A-kifejezés >

< A-kifejezés > < A-kifejezés >

A < tipusviltoze > : <fagta>. < A-kifejezés >
< A-kifejezés > [ < tipus > |
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5. Az F_, rendszer szintaxisa:

< fajta > =
| <fagta> — <fajta>
< tipus > < tipusvdltozo >

| < tipus > — < tipus >

|V < tipusvdltozé > : < fajta > . < tipus >
| A < tipusvdltozé > . < tipus >

| < tipus > < tipus >

< A-kifejezés > = < wdltozé >

| A < widltozé > : < tipus > . < A-kifejezés >

| < A-kifejezés > < A-kifejezés >

| A < tipusvdltozé > : < fajta > . < A-kifejezés >
| <

A-kifejezés > [ < tipus > |
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II. A TIPUSRENDSZEREK KOVETKEZTETESEI

1. Az Fj rendszer kovetkeztetésel

I v wf I’ j6l formalt kérnyezet
r+ A I-ban az A jél formalt tipus
r+ F:A I-ban az F kifejezés tipusa A

2. Az F, rendszer kovetkeztetései:

I v wf I' jol formdlt kérnyezet
rE A I'-ban az A jél formdlt tipus
'+ K:A I'-ban az F kifejezés tipusa A

A kovetkeztetések formailag megegyeznek az [y kovetkeztetéseivel. de
az F, rendszerben a I' tipuskoérnyezet bovebb, mint az Fj-ben, itt a
tipuskérnyezet tipusvdltozdkat is tartalmaz.
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III. A TIPUSRENDSZEREK SZABALYAI

1. Az F; rendszer szabalyai:

(a) A kérnyezetre vonatkozd szabdlyok:

0 wf [Env 0]

I'FA z¢ Dom(l)
Iz AF wf

[ENV 2]

(b) A tipusra vonatkozd szabdlyok:

' wf A € alaptipus
I'E A

[TypPE CONST]

r-A =B

[TYPE ARROW]
'A— B

(c) Kifejezés tipusdra vonatkozé szabdlyok:

IMz: AT wf
Maz: AT"kFz: A

[VAL z]

Nz:A+FFE:B
'tXz:A.EF:A— B

[VAL FuN]

I''+F:A—=B T'HF:A
I'-FF:B

[VAL APPL]
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2. Az F, rendszer szabalyai:

(a) A kérnyezetre vonatkozé szabdlyok:

i [Env (]

I'cA 2 ¢ Dom(l) (Exv 1]

Mz: AR wf

I' Fwf o¢ Dom(I') By o]
NV

I ot wf
(b) A tipusra vonatkozd szabdlyok:

" a, 1"+ wf

[TYPE o]
I'" o l"Fa

I'A I'EB

[TYPE ARROW]
I'FA—- B

I'ak A

——— [TyYPE FORALL]
I'FVa.A

(¢) Kifejezés tipusdra vonatkozé szabdlyok:

IMa2: AT wf
IMyz: A 1"z A

[VAL z]

Nz:AFFE:B
'FXz:A. F:A—= B

[VAL FUN]

I'+rF:A—-B TFHFF:A
I'-FEF:B

[VAL APPL]

NakFFE: A
'tAa.E:Va. A

[VAL Fun2]
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I'-FE:Va.A I'EB
'+ FE[B]: Ala := B

[VAaL AppL2]
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VaL Cons, 31

VAL DeALLOC, 31
VAL FaLSE, 27, 53
VAL FunN2, 72, 82

VAL FuN, 23, 61, 72, 81, 82

VaL INLEFT, 29

VarL INRIGHT, 29

VAL INVARIANT, 33
Var Nir, 31

VAL Palr, 28

VAL RECORD, 32

VAL SUBSUMPTION, 48
VAL Succ, 28, 53
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Var TRruE, 27, 53

Var UNIT, 27

VAL z, 23, 61, 72, 81, 82
VAL ¢g, 28, 53

abécé, b

Absurd, 35

alaptipus, 20

allitds, 7

a-konverzié, 44, 63
altipus, 47, 5.7., 47-49
applikacio, 20, 59, 69
axiéma, 5, 9

balasszociativ, 21, 70
G-redukcié, 44, 63
bevezetés

ldsd tipusbevezetés, 24, 61
biztonsagos

nyelv, 11

program, 11
Bool, 35

Church
tipusos A-kalkulus, 19, 65
Church-széamjegyek, 50, 70
Curry
tipusos A-kalkulus, 19, 6., 59—
65

eliminéacié

ldsd tipuselimindcié 24, 62
elsérendii tipusos A-kalkulus, 19
erdsen ellenérzott

nyelv, 13

érvényes

kovetkeztetés, 9, 10, 60
explicit tipusos

A-kalkulus, 19

nyelv, 3

F! rendszer, 47
F, rendszer, 69
szintaxis, 7.1., 69-71
tipusrendszer, 7.2., 71-72
F1;nq rendszer, 34
felejtés, 65
formalis
matematikai rendszer, 5
paraméter
tipusabsztrakcié, 69, 70
tipusrendszer, 10
formadlis tipusrendszer, 10
formula, 5
jol formalt, 5
fiiggvény
A-definidlhaté, 5.8., 50-58
magasabbrendii, 55
primitiv rekurziv, 35

Gdodel T rendszer
ldsd AT rendszer 53
I', ldsd statikus tipuskérnyezet
grammatika, 6
gyengén ellen6rzott
nyelv, 14

hataskor, 60, 70
helyes
tipusrendszer, 18
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helyettesités, 43, 62
tipusvaltozé, 62
hiba
megdllitd, 11
nem megallité, 11
tilos, 13

implicit

tipusos A-kalkulus, 19
implicit tipusos

nyelv, 3
induktiv

tipusdefinicié, 34

jelentés, 6

jobbasszociativ, 21, 70

jol formalt
formula, 5
A-kifejezés, 7
tipus, 6
tipuskérnyezet, 8

jol tipusozott
kifejezés, 10
program, 13

jol viselked6 program, 13

kifejezés
jol tipusozott, 10
lezarasa, 43
zart, 43

kiterjesztett polinomok, 50, 51

kivétel, 11

konstruktor, 32, 34
tipus, 20

konverzié

o, 44, 63
korldtozott polimorfizmus, 60
kérnyezetfiiggetlen grammatika, 6
kotott

tipusviltozd, 60, 63

valtozd, 43, 62
kovetkeztetés, 7, 60

érvényes, 9, 10, 60
kovetkeztetési fa,

see levezetési fa9

AT rendszer, 53
A-absztrakcid, 20, 59, 69
A-definidlhaté fiiggvény, 50, 5.8.,
50-58
A-kalkulus
Church-tipusos, 65
Curry-tipusos, 6., 59-65
polimorfikus, 69, ldsd F
rendszer
A-kifejezés, 20, 59, 69
elsérendii tipusos, 20
Church, 65
Curry, 59, 65
jol formalt, 7
masodrendii tipusos, 69
levezetés
tipus, 9
levezetési
szabdly, 6
levezetési fa, 9
lezardas
kifejezés, 43
List, 39
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lista, 31

megdllité hiba, 11
magasabbrendii fiiggvény, 55
masodrendi
tipusos A-kalkulus, 69, Idsd
F5 rendszer
matematikai rendszer
formalis, 5

Nat, 35

nem megallité hiba, 11

nem tipusos
nyelv, 3

nyelv
biztonsigos, 11
erosen ellenérzétt, 13
explicit tipusos, 3
gyengén ellenérzott, 14
implicit tipusos, 3
nem tipusos, 3
tipusos, 3

Osszeg tipus, 29

Pair, 38
par
rendezett, 28
paraméter
formalis, 69, 70
polimorfikus

fiiggvény, 68
A-kalkulus, 69, ldsd F, rend-
szer
precedencia, 21, 70

primitiv rekurzié, 55
primitiv rekurziv
fliggvény, 35
program
biztonsigos, 11
jol tipusozott, 13
jol viselked6, 13
rosszul tipusozott, 13

redukcié
3, 44, 63
rekurzié
primitiv, 55
rendezett par, 28
rosszul tipusozott program, 13

statikus tipuskérnyezet, 7
szabad

tipusvaltozd, 63

valtozd, 62
szabad valtozd, 43
szabaly, 9

levezetési, 6
szamjegyek

Church, 50
szintaktika, 6
szintaxis

F; rendszer, 7.1., 69-71
szorzat tipus, 28

tilos hiba, 13
tipusellen6rzés, 19

tipus, 2, 6
osszeg, 29
Absurd, 35
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Bool, 35 tipusos A-kalkulus
jol formalt, 6 masodrendii, 69, ldsd Fy
List, 39 rendszer
Nat, 35 tipusrendszer
Pair, 38 F1, 20
szorzat, 28 F; rendszer, 7.2., 7T1-72
Unit, 35 formadlis, 10

tipusabsztrakecid, 68
formadlis paramétere, 69, 70
torzse, 69, 70
valtozéja, 69, 70
tipusapplikacid, 68
tipusbevezetés, 24, 61
tipusdefinicié
induktiv, 34
tipuseliminécié, 24, 62
tipusellendrzés, 13
tipushelyesség
tétele, 18
tipuskifejezés, 6
tipuskonstans, 59
tipuskonstruktor, 20
tipuskérnyezet
jol formalt, 8
statikus (Gamma), 7
tipuslevezetés, 9, 19, 59
tipusos
A-kalkulus
Church, 19, 65
Curry, 19, 6., 59-65
elsérendii, 19
explicit, 19
implicit, 19

nyelv, 3

helyes, 18
tipusséma, 60, 67
tipusvéltozd, 59, 67
helyettesités, 62
kotott, 60, 63
szabad, 63
tipusvaltozd, 6
torzs
tipusabsztrakcié, 69, 70

Unit, 35

valtozé, 20, 59, 69
kétott, 43, 62
szabad, 43, 62
tipusabsztrakcio, 69, 70

zart
kifejezés, 43



