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λ J �CPHQ ���������������5��� _�|����Cp5��� �������&pCPHp�� ����£�� λ J �#PHQ �¡�������������=�5��|��ta�� £XP E
λ J �#PHQ �¡��������� =

pO|����¡�5�=qON
λ J ��¢W�����¡� �r� ��PHqON;�����W�LP��}|���PHqONf�5�f£���� � £��

λ J �r¢W������� �����=PHq = P 
 P*P λ P p}| �����5�=q PRQSP λ J �CPHQ ����������� P � P�����W�LP��}|���PHq
= P 
 P λ J �CPHQ ����������� λ J �#PHQ �¡��������� P � P���!^ �!^Oo5�������^�������rP £=�#��p}| �����5�=q5�@�CP �#¢R���tbFp5�����¢_�aH^@�J�5�f£���� � £����5��£��}^Io�¢I���tbFp5�����p��}^Iosp�� � �O_�P �Ho �Y£ ���R����P | �LP �@����� ����� �5����WC�CW�£���� 
|��� EUT �¡��|O_@���!^Oo���V �

∗
�o�¡��¢�E � E �J�
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��¢W�����¡� ��� ��PHq5�6���5¢�¢ J �V_�aH^ �r� �����W�LP��}|���PHq5� ¢I����� �¡����� ��P ���raHp5� �,E ���2�������LP��O|��=PHq_��}^f� � ��¢�¢����¡���z��W �Y£ �=P |r� ���C_�P £=�J�r����¢W�����¡� ��� ��PHq�E

λ �
��� -=<I�!���X(�46' 


λ J ��¢W�����¡� �r� ��PHq¢p�� �;£��=p�£ �Y���;���LPCQ|�F^O^Ip5��£&o5���5��� ���!����� ��������� �5��£XP��}_����Ho;¢R��£��Vp}| �����5�=q5�Q �5�t_�| �LP ������^6KX_���£=�tKX_�£W�r�%���
λ J �#PHQ �¡����������� �R�!WXPH^��td5����� £ ����£��=p5���������,E�

λ J ��¢��¡����� ��� ��PHq5���������Id¢p �����5���=�(�5�����R��£��f�Hp�� �¡�tK��,T
λ

p E �#PHQ �¡���������
↑ ↑ ↑ ↑��^IoiQ|�F^O^Ip5��£&o5� ����pO|����¡�5�=qf£W�r�%�8�}_����HoCP�� ��������� �������¡�����=�5��� � �����[pCP �¡�¡�Y� � E

�
λ J �r¢W������� �����=PHq �;¢I� £ �T� �����!^Oo J ���t^IKX_���£=�rKF_��f��Q|�F^I^Ip �Y£6o £����VW � ��£XP | �L�W����q=���,E� �td ¢�¢ J ����^6KX_���£=�tKX_��f�,Q|�C^I^Ip5��£&o5���%�T�=^IoC_�|��¡¢W�[|}^Oo=�����5�¡� 
+_��}^=� � ��¢�¢D���Y£FWXb 0�� 9	� 1� 2B5 :<5 G 2B5 > � Q|�C^I^Ip5��£&o5���;� �Y�p���!PL_kK�� |��L�W���tqf���,E

��
 �����5 #",���X�3� 9:'�(C8�46' 

�MQ+K�£����=P��5£�| �LP ��£&o5���Hp5���C��������� ���f£��Hq=� £"�R�r�������W�LP��}|���PHqf£W�r��� � ���#p �����L�������¡���R��p�� £
�

λ J ��� ���CK��LK���¢I��£�P �!E�#����Hdf�����¡���������D�=^IoC_�| �[_(�Y� ����a������CPHQ ���������������5��� �W���¡��£�|�� � K��,E�J���r���W�LP��}|���PHq5���(�Id¢p �����5���=�(�5�����I�Y£��f�Hp�� �¡�rK �,T
Q �
↑ ↑����
 J �¡��� ����� �L_������!K���� J �!E

 ��
2�=^Io Q|�F^I^Op5��£&o 
 λ J ��¢W�����¡� ��� ��PHq � � ���;�5�5��� J ����Q|�F^O^Ip5��£&o ���;�tK�| �LP ���r�t^6K J_���£=�tKX_�| £W�r��£��=p5���������,E
'i7�"3- ����"3-=7�(
����������W ���tP

λ J ��� ���CK��LK��)_(�CW���� ��¢R��£��=���tP �¡��� � λ J ��� ���CK��LK���¢I� £O� �����=£��!_ �����������R��� £����
�5�f£��¡� � £����5�,E.� ^Io �5� � ��¢�¢ J �5�=p5���¡��¢�¢ ����WFK�� ��PHqf�L�����R�����iPH^5��£&o �H� J ����|}_�a���| ���5����rW����5��¢R��£��p���rW��!_����D��_��#W���� ���@�#P�¢5�¢pCa����Y£FP#� ��� ���f���=^�W � ��£XP | ���\Q|�F^O^Ip5��£&o5���;�5��� ���
�5�f£��¡� � £����5�;��� ���&_����Ho5���L����| � � � £FWFq������¡���5���5��� 
 �W� E T ����|O_��5� � �¡������������£=�r| � ��|��,E#�J�P �Ho5��£ �5�f£��¡� � £����5�C� �5��� ���¡���5�=q � ��� ���f���=^ W�� �W£XP |���� _kbFp5�������¡���5���!�

δ J ���k�r¢�| �Ho5�5�;£W���0
δ 1&5 HJM 2(8K> £��=p5���������,E
'i���!���=�� C-�-=<6���3��A��X8�9��!7�<�
�(
�

λ J �CPHQ ���������������J� ���¡� � �L_����!�W�r� £W���TpO|����¡�5�=q5�����!�!_����Ho5���5���B| ��� � � |r¢I� £��=^Io J ����� ���;��������������f£��5�ra���q5� 
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p}| �����5�=q5�i�W� �L_��r��|r¢5qf� E
�����������
	���
�����������������	��������������! 

•
���

x
�CPHQ ������������¢R��£������

x
p}| ���¡�5�=q

•
���

EF
�CPHQ ���������Y��¢R��£����

x
p}| ���¡� �!q �C�W�

x
�¡�Y��¢W�OW�p}| �����5�=q

E J �Cp��}^Oo F J ���Y��� J�CPHQ ���������Y��¢R��£
•
�

λy.E
�#PHQ �¡����������¢R��£0���

x
p}| �����5�=q �[�W�

x 6= y
�Y�

x
�¡�Y��¢W�OWyp}| ���¡�5�=q

E�¡�������CPHQ ������������¢R��£
" ���#�����$	���
��#�������&%(')����*,+�%(������	����#���������! 

•
���

EF
�#PHQ �¡����������¢R��£����

x
p}| �����5�=q �&�W�

x
�Id5��d5�¡�)p}| ���¡�5�=q

E J � ��� F J �¡�������#PHQ � J�������Y��¢R��£
•
�

λy.E
�#PHQ �¡����������¢R��£��r�

x
p}| ���¡�5�=q �C�W�

x = y
���

x
���Y��¢I�OW�p}| �����5�=q

E J ¢R��£��p��}^Io��F�W�
x
�Id5��d5�¡� p}| ���¡� �!q

E
���Y�����CPHQ ���������Y��¢R��£

� �!��9���(
?*�!8�-=7�(
�

λ J �CPHQ ���������������5��£���|r�¡�6_ �;���Hdf£=¢5d �!� |�� � � ���Ca��r| ���o���!�����o�¡��£�£XP E � �����L�����Id¢p5���¡� � J�=�5�,T
• α J �5�5£&p5���¡�!PHq
• β J �¡�!WXK�� ��PHq
• δ J ���!WXK�� ��PHq
���

α �
(�75" �5$&��<&' 
�p�� �J�

λ J �CPHQ ���������Y�;p}| ���¡� �!qIP���£��=p5���!����� � ����|������B�Id¢p �����5���=�_;q#W��f£*T

λx.E =α λy.E[x := y]
� �O���f�

���
E[x := y]

���Y�Hd5�LP������
E J ¢R��£ ���k�r¢I�OW x

p}| �����5�=q5�
y J � � �T�����¡�������¡���!E�

β �
�¢$#A31%(546' 
I£��

λ J �CPHQ ���������Y� �=^Io]Q|�F^I^Op5��£&o5��£��������z�tK�| �LP �J�r�t^6KX_(�Y£f�rKX_�_�� ���d5�¡���Y£C�;Q ���L�W� ����£�| � | �r|�� ���¡�b� ���%�����Id¢p5���¡� ���=�;_;q#W��f£*T

(λx.E)A →β E[x := A]
� �O� �f�

���
E[x := A]

�����Hdf�LP������
E J ¢R��£����Y��¢I�OW x

p}| ���¡�5�=q5�
A J � � �T�����¡�������¡���!E$� �Id5�td �¡��������Y��¢I�OW�p}| �����5�=q5���Id5�=d5���������¡����� d6�����J�(£��=p;� �f£�-�P��;�tK��!E

�
δ �
��$#A31%(�46' 
I£W�����

λ J �¡�Y��¢�| �Ho5�5��p5�=^5���!�W�����r| �r|���£��=p5���������,E
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� �CPHQ ���������Y� |��ta��tq �¡��£XW��¡�����¡������� 
|��d¢pCPLW���£*T��[S\U � 0�� 2C5�� 5@2CA 5C9$D$9 ; � 8�� 8�DE2���>� G!Z � ��_�P £=�h���¡�I^ � �O_�� ��|��rPr�W��� �OWFPH^6_��o���L_��������rPO|����¡���CP £=�����¡�  K���� �Y�#�����I�Y£ 
 G!���IZ � �p�� � �O_�P £f���D���5��
�G!�I�5��� _kK�£ �O|}P�¢5qf�BP �r_(���t�����t�;_��=^�E

� � � ����� ������� %��! -/),% � %*� ##"%$'&)(+*,&
� �TSVU��¡��£XW��������¡��£����c|�� � � �r�Ca��tq����Y��¢�| �Ho5� � 0 5@2CA 5C9$DE2 5 H.M 2(8�> �W� �L_�����|������¡� � � �,E����|��ta��tq2���Y��¢�| �Ho �5� ���5���W� ���f£��Hqf�r|}^ �5��_kK�� ��� £����
� Q|�C^I^Ip5��£&o5���;� �Y��� p#P �¡���f£f���Q+K�£����=P��5£�| �LP ��£&o5���Hp5���;�5���`��� ���Y£f�¡���¡¢R��£��^�����Y��¢�|��Ho5�5� J P��¡� J �T� ��� ^f��� ¢�| �LP � � £ W�� � J£XP | �L�����tq5��E#�8�TSVU�¢R���LPI���Y��¢�| �Ho5� ���¡��£XW��������������¡���I���I^Io�|�� � � ���Ca��¡� � £W����� ���Hdf£=¢�d5�=�
�CPHQ ���������Y�����5����0 DE2B5-��> � _�| ���#PHQ �¡�������������=�5�6E�� �¢^6K�� � Q+K�£ � ��P��f£�| �LP �(£&o5���Hp5��£�a��¡������I^5� �}_��5��P �gP �Ho5��£%�CPHQ �����������¡���%�5_����Ho5���%�L���¡�O^5� �O_�Q+K��r| � ���¡� ��| £%�CP����¡�¡���5���������¡�
�5��� ��� £����%�W���5���!W����rP �CPHQ ���������Y�����5�¡�5�Y�����f� |r� � � ���#a���| �r|�p�� � E � �TSVU��¡��£XW��������¡���;¢R��£
�@�#K�� �T�¡�����!_������¡�!P £=� ���;�tP�� �}P;�=^Io5��������� 
:_�P £f� �\P � ������������� �����=��� ����£F�5�tP��!p � � �r�J� � �������D�
�¡�!WXK � ��PHqf£W���,E  ���J���Y��¢�| �Ho@¢W� �f�f�LW�� � �T_��=^IQ �������f���CPHQ ���������Y�¡£����%�Y���;�5� �`���#PHQ �¡���������|�� � � ���Ca��t�W���tq������5¢�¢ �5�LWW� � £W���i_��=^IQ �������H�;��£
E

��^Oo5���¡�����;_�P £=� �OP � �������������¡��� � �6_�¢�P £�� � ���tP��CK������O^6P����(�#P��¡��� ���������¡������� �Y£f�������#P £ J�¡��£������@�TSVU����Y£FW������������=�¡�6E#� �¢p}|�¢�¢�|J�������T���f� ����¢I�����5�!�W����q5���
λ J ��� ���CK��LK�� � � � E ��TSVU��¡��£XW��¡�����¡�����CPHQ �������!�=����������£W�}^Io5� ¢�¢�_;P £=���

λ J ��� ���CK��LK��¡£W�r�,E/.#���LW�|OK��h�(�[S\U�¡��£XW��¡�����¡����£ ��_jQ �Y������� ����£;����W����¡���t_�P £XP �����rP��CK�� �����R�}_�P#���!_ �
λ J ��� ���#K��LK��!�R���!_ �

�5�6_�¢�P £��5� ���rP��CK��D���I^6P������5���������!P �Id5�=d5�¡��£ ��_ _��=^5��£F^5�!W�������E�� �[S\U%����£XW������������
�=^IoB���Y���!�W� �L_�����|��������5�5� ��|r�6���]�F^Io;£��=p5����������^5��|}Q |r�ra��tq����Y£FW���������������� £���� 
|��d¢pCP JW���£*T�egSVU ��0�0 5�1B4 � 5@2BA�5C9�D$9S; � 8��<8CDE2-� > � �O_����Ho;�t�5���:�Id¢p5���¡� ���=� Q ������������¢R��£�����������=q�E

�J� �2���=^IQ �f£f�¡�f� ��¢�¢ � ���Hd5£=¢W���=^ �2�[S\U ����£XW������������ ����� Q+K�£�� ��P��f£�| �LP ��£&o5��� Jp5���:�Od5�=d5�¡�!�%���O^Io6���TSVUB��� ��� �����!_�� £=�tP��O|r��|�¢I��£B£XP £ �T���¡��£XW ��������W�� �W£XP |��Hp ���r������ �Oa���| �tPh���Y��¢�| �Ho5� ���Id �!d �¡�������Y����_;P £XW���£��¡�Y��¢�| �Ho����=�rPHpCP���| �HqCWX| �r| £W�����=^Io#Q �5�t_��
�]p�� �Hqf���!a £#b����=^5�6E�� �¢p}|�¢�¢�|�£XP £ ���D���!_�_�PHQ �����(����� �����!^IP � �h�O_����Ho _��=^6�W���r|��¡� �Y£X|��
�¡�!W��32 J ��� 
�|r�ra��r�����tq(�¡�������D�CPHQ �����������¡£���� �)|r� � � ���#a���| �r| £W�r�����5�¡���Y£FW�������E��Q+K�£����=P��5£�| �LP ��£&o5���Hp5�����Idf£�£&o5��£�|����¡� ��£����!Q � �r_�| �L�����tq=�r� ���TSVU ����£XW������������
� ���Hd5£=¢5d5�=��p}| ���¡� �k�r� �OP�¢I� � PL_�������_(�Y£f��|���PHq6P | ��� � � |�¢I� £ ���5�;��� �o�Id5��������¢�¢�| � � £W�r� �
�TSVUB�¡��£XW��¡�����¡���C� ����� _�P £=�(�

λ J � �����CK��LK��t���5�6E%� �TSVUB����£XW�����������£ � � ����K��Hq PL_ J�W���!_���£=�r|���PHq5���5�=p5���¡��¢�¢%�����5¢W���!_�|��Vp5��� £ ����Q ������_�P £=�D�
λ J ��� ���CK��LK����f£:��� ����K��Hq5��E� ����£��CaHp ��� � Q ��£=�rP,PL_��W���!_���£=��|��=PHq ���5��� �H�;��£��W������� �f£&o=���L���!����� £����,E
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� �CPHQ ���������Y� |��ra���q
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Term = V ariable | Constant | P 
 PConstant {Term} P � P ;
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 �W� EUTJ����|O_D���=^Io�� V �

∗
�h����¢�E � E�� ���=^5� ��� ���	� �

��|r�¡� | ��� � � |�¢I��£����L�W�}^Iok� K �,E^� � �f£���� � £�� ���!PL_�¢5qf�LKF_��5�#�Id¢p ����� J £#K�� � �Vp��}^Io���d5¢�¢ J�CPHQ �����������¡�!�!df�¡�¡���=Q �I^f� ���HqJ£��=p5��£�����^6KX_���£=�tKX_��5� £����%�k����|O_kK������!���r�rP���|�� £�����0 1<5B9$D+�7>£��=p5���������,E �J��� � �r�@���CPHQ ���������������5�����X_����Ho5����£��!_ � �r�¡� ���L_�����£W���]p}|����5�=q5����������|��¡�
�CPHQ ����������� £ ��� 0 I(M : 8B2 G DE2B5-��> �5����d5¢�¢�P��`�I�r� �O_������rP��CK��^�CPHQ �����������¡£���� 0 :B4*2B; DE2C5���>£��=p5���������,E
.#���LW�|r�L�CPHQ ���������Y�����;��� T
x
1000
Fac x
Fac 1000

Reverse (Cons 2 Nil)
Select 3 (Array 1 2 3 4 5 6)
Sqrt (− (∗ b b) (∗ 4 (∗ a c)))
Ap (Ap x z) (Ap y z)

��^Io
τ ′
���=�5�5�#��� ��� �������;�5�5�#�����¡���CPHQ �����������¡� 0 8 H � DE2C5���> � τ

�CPHQ �����������¡£����%�¢�W�
τ���32FP��}| �LP � � £�� ���¡� � �L_������Y�@�

τ ′ J �!�5��� τ ′
�

τ
�5�5£����¡�rK � ��PHq5��|�¢W� £��O_�P £f� �CPHQ ����������� _��=^ J��������£XP��,E��

τ ′ J ��p ���HqCWXP$���Y�����CPHQ ���������Y�¡£���� £ �!p ���������%�3�W� τ ′
�����¡���CPHQ �����������¡�

τ J £W�����W���£��!_ �=^Io5���!P�� _��=^�p5�����6E�� �TSVU�¢I�Y�LP#���Y�����CPHQ ���������Y� 0 8 H � DE2C5���> £��!_ �����f£��f�
��� P�� � £XWW��£&o5���Hp%�,P � ������p5�(�

λ J ��� ���CK��LK��@¢I�Y�LP#�¡�������#PHQ �¡���������¡�¡���=0 8 H � 2�3B465@2(8 8 9�:<; > E� ��K���q5¢�¢�Po� �XP | £&o=�!q�PL_��W�LP ��P��������W�LP��}|���PHq5� ��p �f£W�����5�5�!P��,E����iPL_����LP �=P����r���W�LP��}| J��PHq5�N_��=^5��£F^5�!WXP��D¢�|��t_����Ho��5���`�CPHQ ������������0 2�3B465@2(8 8 9�:<; > �=^Io#_�| � _(�Y� ��� � �Y�Ho �����������df�¡�������Id5�¡���������=�Y�[aH^Io]������¢�¢��CPHQ ����������� �CP � � ���Ca��r| �r|���E
.#���LW�|r�����

Ap (Ap x K) K
�CPHQ ���������Y� �¡�������CPHQ �������������!P��¡�(T

Ap (Ap x K) K
Ap x K

x
K

|�5��� �������¡������£�P � �

� �¢p}|�¢�¢�|�£ ���X| £&o(��� ����£��R���LWW� �I_����Ho5���
Ap (Ap x K) K

�CPHQ ���������Y�¡£����(£ ��_ �����¡� J�CPHQ �����������¡�!P T
Ap
Ap (Ap x K)
Ap x

x K
(Ap x K) K
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'�'+/ $���$&<6 #-=$&( ��$&�3�¢$&<6$#"���8�9�8�-�� /�8 �X��9
� �#PHQ �¡���������������������¡������£=��| �L�����tq5��Q:|��;��� ���HG!Z �2E

� �����;�5��� �[Q:|r�;��� �5�����=^5��d5¢�¢D�Y�����¡¢I�Y£D���¡�t�����t�5¢�¢R��£��������¡������£=��| �L�����tq=�r�@� � ���Hdf£ J¢5d5�=�(�CPHQ ���������������%�#_�P £=��� W � ��£XP � q5� K��L�������tP £=�rPh� � �r�;��� � E`� Qb� �T�t� �T� �}P ���5�f£���� � £��
���!PL_�¢5qf�LKX_(�5�����$��������£Xa��rP���_��=^ �5_;aH^��r�(�OW�� �¡� �T�t� �T��¢5qf�^�CPLP £FWXK��Hq]P��r| £&oCa����5�¡�����Y� J��� �����5�%� �r� �!�X� ����� �T�t� �T�t���5�o� �����¡�5�=q��5�f£���� � £�� �r�t^6KX_(�Y£f�rKX_��}P £W���gQ ������� £����N_��=^�E
���Y���@���5�f£���� � £����5�����tP���| � ��_��=^5�=^Io5���!P�������� ����|�� ���¡���5�=q ���t� �T��¢5qf�W�CPLP £FWXK��Hq��������
����|O_�|�p�� � ED� Qb�L�=^Io��¡�����=Q:|���� � �}_�P#� ����� � �L_��r���Y�L�������������5��£%� �������¡���¡��� � | ��� � � �
�������r�����t�(�=^Io5��¢ ���t� �T���5�����!�F_��=^IQ ������� ���¡�������CPHQ �����������¡£����,E
'�'+/ $���$&<6 #-=$&( 8F��?���8�-=8�"%�X(f��$C"3A3-�<6$#��$
� �TSVU �¡��£XW��¡�����¡���;¢I�Y£

αi → βi

� � ���C�@|��ta���| �tP 
 �¡�!WXK�� ��PHqf�!�%|r� � � ���#a���| �tP �J�¡�Y��¢�| J�Ho5�5�N� � � |��L�W���tq �%� �O� �f�
αi J �%� βi J � �#PHQ �¡��������������� �¡��pO|r¢�¢�| _�P £XW���£ βi J ¢I�Y�LP[pO|����¡�5�=q_��=^5� � � | �L�W����q

αi J ¢I�Y£ P �!� �����!^Oo5��� ����£ αi

���!_ | � ���;�!^Oo5��� ����£]p}| ���¡�5�=q5¢�qf� E
�TSVUL���Y£FW������������!P £=� ��2FP � � T
�TSVU

= {
�TSVU J ���Y��¢�| �Ho }�TSVU J ���Y��¢�| �Ho =
U=�Y��¢�| �Ho J ¢I� � J �f�LWW��� � ′ →′

U=�Y��¢�| �Ho J ���5¢�¢ J �f�LW�� � �U=�Y��¢�|��Ho J ¢I� � J �f�LW�� � � =
�J�f£���� � £��

{
�gPHQ �¡���������

}U=�Y��¢�|��Ho J ���5¢�¢ J �5�LWW� � � =
�gPHQ �¡���������

�[�TSVU����Y£FW��������o¢R���LPR�5�f£���� ��£����5���5��� �T���5�R�5���¡¢I�����5���f�L�W����q5�,E � P £XW���£L�5�f£�� J� ��£������o�O_����Ho2���H�IQ �5�tWXK�� p�� � �O_(�Y�Ho2���Y��¢�|��Ho ¢W� � �f�LWW� � |�£W��� ���=^5¢W� ���f�LWW� �LP�¢�¢N�R�5�!a J
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�����$#"3A3-=<6$&��$&( �C~
��PHq ��| £��[Q|�F^I^Ip5��£&o;£���� £��=p5������£��,El� �����0��� ������|�£.�RQ ��£=�tP@���k�r¢�| �Ho;� �sQ|�F^I^Op5��£&o
���Y��¢�| �Ho6| £W���%�����¢p}|�¢�¢�|L��_��=^IQ �������H������PL_�¢5qf�LKX_�� ��W�� �W£XP ��PHqf�J���H�IQ �5�tWXK�� | �¡£W�r��£�� Jp5���!����� � � �,EB� �td ¢�¢�P �5�5£���� � £����kd5� �����=Q �I^f� � �Hq�£��=p5��£N�5�5£����¡�rK �;�¡�5���5� £W�r�@�XaHpY� K��,E
� ���Y��¢�| �Ho�¢I� � �5�LWW� � ��� �Y�Ho �����������¢p}|�¢�¢�P �r�;¢I� £B��_�P £=� � 0 4�1 DKDE2C5B;
> �#PHQ �¡���������gP �_��=^IQ �������H��E^��_�P £=� �����Y�����CPHQ ���������Y�������¡������_;P £=� ��0�� 8 H ��� 4�1 DKDE2B5C;
> E
.#���LW�|r�����Y��¢�| �Ho5�5���[S\UL¢I�Y�LPh�CPHQ ���������Y�����;��� T
Fac 0 → 1
Fac n → ∗ n(Fac (− n 1))

Cond True x y → x
Cond False x y → y

� �¢p}|�¢�¢�|(£��!��|�£&o���� ����£��R���LWW� �C_����Ho5�������!P £=� ���;�rP����OP � �¢^ �FP�¢�| �����Y��¢�|��Ho5�5�,T
x → 1 ����� �
	���
 αi � ��
�� ������� � � ��������� ��� ����	�� �!���"�$# ��%'& 
 �)( �
	� ��� ��%*�+� 	 �
���,%-�)�/.���.��+0
Illegal x → y ����� �
	���
 βi � ��
�� ������� �21 ����������� ��� ����	�� �3% �
4�% ���5���)��# ��%��� � �
	 �
���,%-�)�/.�%768�9��� � 	�� �:
���� 4�� ( ��� �;� ��������� �����
	�0

��� � �*< � ����� � %��  - ) % � %*� *>= �@?� +.- %
� �[S\U��¡��£XW��������¡�����5���R���¡���]|�� � � ���Ca�� � £XPp�

τ
��|��¡� �CPHQ ���������������5���"0 I M : 8C2 G DE2B5-� > ����Y��� �r��� � �r�����O_����Ho5��� �T� �����5�f£���� � £����5�;¢5q5�C| � � £W����E^�{m ���Y� £���� � P�� � £XW���£&o5���Hp5���

�5���!WF�f���!PL_�¢5q5�LKX_��iP �gP �Ho5��£%��|����D�CPHQ �����������!�,_����Ho £������CP������¡���5�������¡� J |�� � � ���Ca��r| ���5����5���5�Y��� � J �(���¡�I^5� �O_YQ+K ��| � �XE

�$#A%$BA

�
$&(

� 
|�¡����� � �CPHQ �����������¡�o�¡�!W��32 J £���� � G!Z�� £��=p5��������� J ���;�5� ����� �T� �r�����;� �5� J �X�������������!P���f�Hof� £%���Y��¢�| �Ho�_����Ho £���� ¢I���`�5�LWW� � � 0 4�1 DKDE2B5C; > _��=^IQ �������#�L�CPHQ ����������� £ ����E@� ���k� J¢�|��Ho�¢I���h�5�LWW� � �c_��=^IQ �������p� 
 �¡����� � �CPHQ �����������¡£����%�&���(���!P £=� ���=�rP��CK�� � £i_��=^5�=^Io5����£����
��_��=^IQ �������H���5�f£���� ��£����5�;��� � ��_�P £=�r|�¢I� £
E(���Y���L���¡�!W��32 �!^Oo%�f�Ho=� £

τ ′
�¡�������#PHQ � J���������¡�(�

τ
��|r�¡���CPHQ �����������¡£����%�5���I^Io

τ ′
�¡�!P £=� ���;�tP��CK�� � £����#pCPHp�� ����£��@�����=^IoCP������k� J¢�|��Ho

αi

¢W� � �f�LWW��� | £W�����=^Io��R���LW�| £6o&|�p�� �60 9S;=8�D 1<; I 2&> E������f�#��� αi

�#PHQ �¡���������J�=^Io
�R���LW�|�£&o&| £��f�����o�

σ(αi)
�CPHQ ������������� ���b� ���%�=�O���f�

σ J ��� αi

pO|����¡�5�=q6P�¢I� J ����|����$�CPHQ � J���������¡���������Ho5�����¡���ta��¡�����&E �yQ �����¡���¡������� £����]p�� �Hqi_��=^IQ �����Y����������������£ _��f£FW�� K��%�����I^Io
τ ′
P � ���������5�!WXP�� 0 � 1 D I � > αi J �¡�6E

�J��P � ���������¡��£XWF����|��¡���#PHQ �¡��������� T
Ap (Ap K K) (Ap S K)
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.#���LWW�(�(�CPHQ ���������������iP � ���������¡�������¡�(T
Ap (Ap (Ap S x) y) z → Ap (Ap x z) (Ap y z)
Ap (Ap K x) y → x

� �����CPHQ ����������� P � ���������5�!WXP��(�
Ap (Ap K x) y

_�P £=�r|�� �FE#�.������� ���=^5��� �����Ho5��� J�¡���ta��¡�����(�Od¢p5���¡�5���=� T
σ(x) = K

�
σ(y) = Ap S K

���Y�����
σ(Ap (Ap K x) y) = Ap (Ap K K) (Ap S K)

�J�!�W��pCP �����f£=� £&oCP �Hp}| £&p�� �Hqf£���� �rb�£F� �������¡���;¢R��£n����_�� df£n�������¡�2���@P � �����¡���5�!W����!E� �=^Io5��£ ���[S\U������ � |r¢�¢�P T
Eq x x → True

��|��¡���#PHQ �¡���������¡£���� �
Eq (+ 0 1) 1 J ���]p}| � � �����tp�� ��£��!_ �tKXWXK�£ � P � ���������¡��£XP��KF^Iof� £XP �D£��!_ �����¡���!P����f�Ho=� £������Ho5�����¡���ta��¡�����

x J £����%� �O_����Ho%�����k�r¢�| �Ho�¢W� � �5�LWW� � |���OW�£X|XE �$� ����£=¢I�Y£��
Eq (+ 0 1) (+ 0 1)

P � �����¡���5�!WXP��������k�r¢�| �Ho;� �XE
� d¢p5�����5���������5�����R��£ ����� ���I^Oo2�=^Io6�¡�������CPHQ �������������¡�!W��32"�$� �[S\UB����£XW���������¢R��£

� ��� | �L�W����q����Y��¢�| �Ho5� ���������¡�5�������¡��£ _k���LP��%�5_;PHp5��� �=^Io������¡���CPHQ ���������������;�5�5����� �T� �r�
���;� �5� �¡�!W��32"�!�W�����������!P��J�f�Ho=� £@���Y��¢�| �Ho@���TSVU��¡��£XW��¡�����¡¢I�Y£"�r�}_����Ho £����@� _�P £=�r|���|�� �

|¢W� � �f�LWW� � |r� � � P � �����¡���5�!WXP��%���¡�������#PHQ �¡���������!E;� ����� ����£=������¢R��£ | � �$�

λ J ��� ���CK��LK��¡� ������O���5� _�P £XW �Y£B�������¡¢R��£B� ���Hdf£B���!W��32 J �t�f� ¢R��������� ��£ �%��p�� � �}��| £&o �����5�D�=^Io�Q|�F^O^Ip5��£&op�� £��������t^IKX_���£=�rKF_�¢I� £
E
'�'+/ $���$&<6 #-=$&( 8F��?���8�-=�
� �=^Io5��£ ���[S\U������ � |r¢�¢�P T
Hd (Cons a b) → a

� �CPHQ ����������� £ ������p}| � � �¡���!K����
Hd (Hd (Cons (Cons 0 Nil) Nil))

�p���@� | �¡�tK��_�P �Ho5��£������Ho5���¡�¡���ta��¡��� ���!�����¡�¡�=^5��� T
Hd (Hd (Cons (Cons 0 Nil) Nil)) ‖ σ(a) = Cons 0 Nil, σ(b) = Nil
→Hd Hd (Cons 0 Nil) ‖ σ(a) = 0, σ(b) = Nil
→Hd 0

��^Oo
τ
�#PHQ �¡�����������Y£ p5�=^5�������������5�¡��|��ta���| �tP 0 5@2CA 5C9$DE2&> � G!Z � 
�p �¢^Io0����WFK�� ��PHqf� �

�����R���¡£�����£��=p5�����Y� ���
τ J ¢R���LPh�¡�!W��32��CP �T�����¡����������� τ ′ J �����W�}_�P �r���5£ ���Y��¢�|��Ho 0 5 HJM 2&>
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���5¢�¢��f�LWW��� � �r�O_����Ho;���o�J�CPHQ ���������Y� 
b� _��=^IQ �����Y�H�

σ
�����Ho5���¡�¡���ta��¡���¡����� ��P � ���������5�!W����¡��E �

τ ′
����W � 2��}_����Ho�_��=^5�=^Io5�������¡� �

δ(αi) J p �Y�p�����T�����¡���H�CWXP�� δ(βi) J �¡�����O_�Ph�k_��=^IQ �������H����Y��¢�| �Ho����5¢�¢ �5�LWW� � | £W�r���;� �Y�Ho �������ra������¡� p}| �����5�Y��� �XE
�!�CPHQ �����������¡�����TSVUL¢R���LP%|��ta���| � �����#pCPHp�� ����£��J�

λ J � �����CK��LK���¢R���LP β J �¡�!WXK � ��PHq¢p�� � E� ���=^IQ��5¢�¢N� ���Hdf£=¢W���=^B���������O^Io �
λ J �CPHQ ����������� 
|��� T (λx.M) N

��_;P £XWXPH^ �¡�!W��32"�_����Ho��Id �r�����t���=^Io��5�f£��;�����
p}| �����5�=q6���5�6E �[S\U����Y£FW������������;£������T� �r�D���TSVU�¢R���LP5���k� J¢�|��Ho5�5�;��qf�#Q|�F^I^ �O���I^Oo��=^Io 
 �¡����� � �CPHQ ���������Y�#����W � 2 J ���Op �¢^Io����!_�E S�| �OW�| �tK������[S\U J¢R���LPh���Y��¢�| �Ho5� � £W��� 
+Q|�F^O^Ip5��£&o5��� £���� � �=�=^Io £����p��d5¢�¢�����^6KX_���£=�tKX_��5� P �����!�����[W�� � J£XP |�� £XP E@� ���r_����������¡�����Y£ �T� �r�%�����5�������Y��¢�| �Ho �5� �W� ����£�| �L�W����q=����Q �����p�O_����Ho5��� £����p�� � �O_(�Y£�£&oCP5�r�t^6KX_(�Y£f�rKX_kK ������������P������Y�
_(�!^OQ �Y����� �[_�P £=�r| £W����E%� ������� � �td5¢�¢W���t^6K J_���£=�tKX_��f��Q|�F^I^Ip5��£&o ��������^6KX_���£=�tKX_��OP��h�¡�!_8�¡�����;�¡�=^5���%m K����to J ��� � £��¡�=Q �5�t_�|���PHq¢p�� ����!PL_kK�� | � £FP E
.#���LW�|r�����Y��¢�| �Ho5�5� ��d5¢�¢I����^6KX_���£=�tKX_��f� Q|�C^I^Ip5��£&o5���;���(T
G x y → x
H x y z → G x y

���Y����� �
G 2 3 →G 2

|��ta���| ���������¡��� df£��5pCP �����5£=�D�
G 2

�CPHQ ���������Y��£��!_ �������
����WFK��}| �L�W����q �%KC^Io=� £XP ��£FP £ �T��¢R��£�£��L�¡�!W��32"�%_�PHp5��� �T� �r�:�=^Io5��� ����£2����^6KX_���£=�tKX_��p�� £���� _�P £=�r| £W�����R�!WXPH^��5���¡����E

�!£ �!p;���¡�Id ����� 0 ;'1 � 2 I :<;�� M I D > ���O_����Ho�� λ J ��� ���CK��LK��¡¢W� £����H�IQ �5�tWXK���� ���[S\U���Y£FW������������=¢R��£�£ ��_ _���� ���L����� Q ��� E`�.�5���!W����rPI�CPHQ ����������� 0 9 ; 9�D$9 1 M DE2B5-��> �=^Io(��|��¡��CPHQ �������������r�Y�$���Y��¢I�OW p}| �����5�=q5��£��!_ � �Y�������5����� ���¡£������=^Io |��ra��r| �tP 
 �¡�!WXK����=PHq5� �^�����R���
���5�r| £
E � ���X|������¡��� �������CP����¡�����5�����Y���¡� ��| £2���!_ ��������£X�����¡£���� _��=^ ���CPHQ ���������Y��¢R��£p}| �����5�=q5�%�;�������¡��£��!_ ���!������£��=p �����Id5���������!_�E

δ �
-�<6���38�9*��7�(

�8�TSVU��¡��£XW��������¡���;¢R��£��;�
λ J � �����CK��LK��t���5� �W� ���f£��Hq=��£��f��������� 
+����� � £������ ��� ���f���=^�W�� J�W£FP | ��� Q|�F^I^Op5��£&o5������� �5�f£���� ��£����5�,E3� �����5��� ��� ��� ���f���=^gW�� �W£XP | ��� Q|�F^I^Ip �Y£6o5���5���`�td JpCPLW �Y£

δ J ���Y��¢�| �Ho5� � £W����0
δ 1&5 HJM 2&> �HG!Z � ��p �¢^Io

δ J Q|�F^I^Op5��£&o5��� £�����£��=p5���������,E ��� P �Ho5��£
δ J Q|�C^I^Ip5��£&oL���;�tPHpO|��L�W���tq �#�W�(�����Y� � ���!^ �Y� ���t^6KF_���£=�rKX_��OP�_(�!^Op ��£�£W���,E � �;� �5�����P � ���������5�!WF� �¡�������CPHQ �������������

δ J �¡�!W��32�£����f�XaHpk� K �,E  �:�=^IoRP �Ho5��£ � ��� ���f���=^ W�� �W£XP |�������Y��¢�| �Ho��5��� ��� � ����� �L_��r��|��¡� � �;���;�5�5�
δ J ����WFK�� ��PHqf�������R�����t�5�h¢R��������� ��£ �,E

� _��:�!^Oo
δ J �¡�!WXK � ��PHqf� �����R���!�@�}_����Ho5��� � + δ J ���k�r¢�| �Ho5�f£,�Y� � 2

p�� � �O_�P £f� �
3� ��� �t�5���!^;W � ��£XP | �����5�f£��¡� � £����5�;��� �,_kK � �����5�L¢R�(T

+ 2 3 →δ+ 5

�J�I�W�����!����� ���=^5���$�������;�5���I�����f£��f� _kb��OdCW����tb��¡�Y��¢�| �Ho5�5����� �Id5�=p5��� ����£;���W���[S\U
���Y£FW���������¢R��£iW�� �W£XP |�� £XP��&W��@�����!^ �td5¢�¢��������¡¢R��£L���5�;��� ���f�Hp�� �t�W���tq ¢�¢���� ������£&o5�=^5���
���5¢�¢I� £������!_������������tP��#�W�(�������;�¡�D� ��� ���f���=^;W�� �W£XP | ���[Q|�C^I^Ip5��£&o5���5��� p5������� ��£��L¢R�6E



� � )0/213"%(546'�75"%8�9+'+-;-=<68�>@?*�!8�-=>@7BA%$C9+9
�!� ��� ���f���=^�W�� �W£XP | ���

+
�¡�Y��¢�| �Ho �r�;�rPHp}| �HqCWX| �r| £W�������H�IQ �����������������C���I^Io �����t^6K J_���£=�tKX_��5�@p�� �Hq5¢I��£ � _��=^IQ �������H�%�ra���K���¢5q5� p�� �Hq �5�f£���� ��£����5� ���!^Oo5��£����,ER� ¢�¢R��£

�����Y�����¡¢I�Y£ � �I��� �O_����¡���¡��� £ ���6�Od5�¡�������=�;��£ �5�f£���� ��£�������|O_��5�;£W���2� �Y� � ����£�£XP � �%�
� ���Hd5£=¢R��£����CPHQ ����������� £��!_

δ J ����W � 2��Y��£��!_ � dI�������������¡�
δ J �¡�!WXK�� ��PHq�E

����� � � � � �	��
 � ��� ���	� 	
��^5�r|}Q\|��ta��tqB���Y£FW������������ 
|��d¢pCPLW���£ye\S\U � 0 0 5 1B4 ��� 2BA�5C9�D$9S; ��� �<8�DE2�� > �HG=Z��_kK�£ �O|r¢5qf�f�¡���������������¡��£�_��=^6P �t_����t�����t�;���,E �{egS\U@�¡��£XW��������¡����Q �O^=� �L_�|�� G!���=� J ¢R��£p5��������������¢I�Vx �����Y£FW��¡�=^5�!�6� ���5�����Y£"�#e@� �OK����¡�!�f�@�Y£�£W�����!o���.$� � �t_��!P ����� ��� U;��������E#�^5�r|}QN|r�ra��tq2���Y£FW����������������6�CPHQ ������������|��ra���q2�¡��£XW��������¡��� �����f£ �XP�¢�|r��|��i�XPHp������5�¡� ���
�5��p5�f���f� £XP�� ���I^Io � ���!^ �td5¢�¢fQ ��� �OWW�r�¡¢I� £N��d5¢�¢W���=d5�;p�� £ �¡�����;�¡�=^B¢XP����5£&o5�f�����Y����� J�¡�!WX_(�Y£6o;�¡�%�:�¡�¢p}|�¢�¢XPJ����|}_�a���| ���5�#���5�6E � �#PHQ �¡�����������CP����¡�����5���H�B�¡��£XW��������¡���%� �r�P �Ho5��£N���¡�������=¢R��£��o�r� ���tP £=�¡���¡�(�����¡���CPHQ �����������¡����d5¢�¢W���=d5������|O_��5� ��|��6�CP�� �O_�P £W�}^Io_����¡�����;¢R��£��¡�f£=�b�����;�����¡���5�f£6o �r|}^5�5�!E

� � < ����� 	 ����� %��! - ),% � %*� ##"%$%&%( * &
�legSVU��¡��£XW��¡�����¡��� � � ���X^5�5£XW��f� ��� �����������I^Io �W�L���CPHQ ���������������5��� P��r| £&oCa����5�¡�T^5�r| JQ �5�;� � �T�¡�����Y� � � �%�@�O_�P £ ���,�Odf���!d5£X�����t�;��£.���!�����t�f���=^�p�� £n��^5�r|}Q��I�f£=� ���}P�� �Rp ���Hq
�td ¢�¢W���=d5�tdf�[�XPHp����¡� �5��| �¡£W���%�=��������� ���td5¢�¢W���!d �tdf� �CP����¡�¡���5�����������������5��� �����Y����£����,E

U=���!_����������¡��� �¡�����¡������£=��|��=PHq ���J�D�[S\U�����£XW��������`¢R���LP=�CPHQ �����������¡£��������CP��¡��£=�¡���������
�T�t� �T�r� Qb��p5�f����E���egSVU �¡��£XW��¡�����¡¢I�Y£%��£�£ ����� �=PL_(�5�����������Id5�r_(�Y£f�¡���VP��r| £&oCP����5�¡�^5�r|}Q5Q �������X_(�!^�E#�y^5�r|}Q��T�t� �T� �}P�� �=^Io5�!WXP ��PL_��5���5��� � |��b� K��������O_����Ho5���5��� 0 ;�: G 2(1&9 G >}J��� £����N£��=p5���������%� �����%���Y���=^5�r|}Q �5�N�r���5£��f�ta���| �r|�� � ��� ���Y£X| � � K��,E � _����=^Io �I�Y�LW�� �_����Ho����TSVUL���VegSVUL�¡��£XW��¡�����¡���L�Id5�=d5���rPh�;���Hdf£=¢W���=^5�����¡���!_��������¡���tP=�HG!Z � T

�J��|��ta��tq����Y��¢�| �Ho5� ��Q �I^=� �L_���P � |��t���5�!�W����q��g^ ��|}Q,|r�ra��tqD����£XW������������;¢R�6E#�,��|��¡�
���o£&oCP����5�¡� �#PHQ �¡���������������=���[S\U��¡��£XW��������¡¢R���LP5|��ta���| ���5�kQ �f£=���f�$�����!_��!P��IQ �I^=���L_�| £W���



�,�L~ ��
�����$#"3A3-=<6$&��$&( � D
P �)_��=^IQ �����Y�������r�����t��p�� � �O_;P5��� ���f£��Hq(� egS\U(���Y£FW���������¢R��£
E ��egSVU(�¡��£XW�������� |��ra���q
���Y��¢�| �Hof�OP�¢I� £,�������¡���W�H�f^ ��|}Q �5����£&oCP����5�¡��^ ��|}Q �5�L0 :B4*2B; �
5�1B4 � 8�> �V_(�������=^Io5�!WXP��PL_��5�!P��cp}| ���¡� �!q �,E#�J�\|��ra��r| ��¢I� £��¡�����¡���W�H�N^5�r|}Q �5�%� ��|r�¡� ^5�r|}Q �5�<0 I M : 8C2 G �
5 1B4 � 8K> �_������ ��PL_��5�!P`�5�5£���� � £����5��E�� ��� ���Hdf£f¢W���!^�� �TSVU%����� egSVU J ¢R���LP p}| ���¡� �!q � 0�� 1 15C9 1 � M 2&> �Id5�=d5����E�0���=^IQ �5£=�¡�f� ��¢�¢(� ���Hdf£=¢W���=^��D�TSVU����)egS\U����Y£FW��������������Id5�=d5���$�g_kb��IdCW �Y�¡��� J¢R��£�p�� £
E �negSVUL�¡��£XW��������¡��� £������k^5��|¢Q`���¡�tK��;�t��� � _�P �����J�
Double x −→ + x x
� � �r�C�N�CPHQ �����������¡���B���¡������¢I�Y£"�o���

x
���¡�¡���5� J �%�CP����¡�¡���5���������]K���| £ J � _�P £FW
�%�5����XPHp������5�5���5��� �����Ho5��£k��� ���Y£X| �L�W����q �r��� ����£=�¡����¢R��£(�@�TSVU��¡��£XW��¡�����¡���;� �Y�����}���f����Q �Y£f�rP

�CPHQ �����������¡�#P������¡���5����������� ��� �5��� ������� �5��� �
x
�����¡���5��� �CP ����|O_�a�� � £XP E ��� P �Ho5��£@�td5¢�¢W���!d �tdf�

�CP������¡���5�������@� ���Hdf£Fd5�¡��£ ��|r�¡��|�£&o5�f�!���W�����W��� �O_(�������¡�5��£=�N|�� �OW��5���
x
�CP����¡����� �Y�������

£��!_ �¡�tPHpCP | �LP �!E
���*< � ��� 	������ %��! -/),% � %*� #&%�($+�4!576 +.-/%
� egSVU �¡��£XW��¡���������]|r�ra��tq����Y��¢�| �Ho5� � df�¡�������¡���=^5�6E]� ����£2���Y��¢�| �Ho5� ���W���r|��¡�5����|��_��=^ �O_�P��5��£=� ����� ���$�\^5��|¢Q �5������_�| � ^5��|¢Q �5�;�}|g|��ra��¡£XP 0 572BA�5B9$DE2B;
> ��
|�¡�!WXK �O|�� £XP 0 5@2(1G<HJI 2 G �
5�1B4 � > � E`��^5�r|}Q �5�L���!a���| �r|�� ���5��� Q �5�r_�������� ���!W�� �Y� ���td�pCPLW � � �r��0 8 � :<5(D�1� 1<; G � :<5-� > �����(��� £��5£XP��CK��J� � ����0 I 1<;�:<;69 I 1 M � :<5-� > E$� �td¢p#PLW���� ���L�Y�����¡��£��^5�r|}Q �������¡�5�������¡���@£��!_ �5��� �#���Y� ��������£ ���!a��¡£XP����W���=^Io5�����¡���L_kb���£ _��=^6�W���r|��¡� �������tq��
�����Hdf������¢5�f� E�� ������� �(���Y�Hd5���Y�¡������� ���[S\U Qb� ���rK �;�r���r|���|}���5���W���¡�5£��Hq�^5��|¢Q �5� �������¡� J¢R��£ �L�[S\U�¢R���LP^���Y��¢�| �Ho �5�C���5�NPH^5��£ �W� ���f£��Hq�� � ����a��t�W����qiQ ��� E�� ��� £��f£FP��CK�� Q �5� J_�|!p �����,_;P £XW���£=�@�32 �W�LP ��P����Y£ W�� �W£XP |�� £XP#�5��� � E��$£�£�����_(�!^OQ �Y�����H�;��£%����d¢pCPLW:� � �r�5�5��W���¡��£�|�� � K�� �B����|O_�a���|��¡� � ���!a���| �r|�� � � _�aH^6�:� ��£��f£XP��CK���� � ���5� �(�R���LW�|OK����segSVU
�����!_�� £=�tP��O|r��|�p�� �)Q �I^f� �����5�5�=q�Q ��� �OWW�����5�;¢I� £BE
� �5���L� � ��� £����N�Odf� �T�td5£Fdf����£�_��=^ JQ ���������¡�!�����t�5£����%�5��� �$���Y£�£XP��6E������=^Io �������tb����=^��5�!WFp5�����¡��� �=^Io �Y£��H�5�¡����� ���Y£X| � � K��6�
��d¢pCPLW ��� ���5�5�!E
)`���¢8�/
� ^5��|¢Q �5� �W� �L_�����|��(���5�f£���� ��£��(���!PL_�¢5q5�LKX_��5�:����� �T�r� �����5�#���5���W���¡��£�|���������� J£��5�ra���q5� 
2mo�r� ��� �����f£ �f�ta��tq � 0 ;�: G 2B1&9 G > �W� �L_����Y��Q �Y������� ���Od¢p5���¡�5���=�5�5�����I�Y£����!�����W�� �W£FP | � £XP T

���c| ��� � � | £��f�`�����Hdf�������¡�����rP £f���(�5�f£���� ��£����5��£W�}^Oo�¢R���rbFp5����������|O_D���=^I^Io �Y��p��}^Iop�� � �O_;P �Ho5��£����R����P | �LP � � �r� ���;�����¡�¡��� 
|�I�Y�LWX|OK�� T
?
� � ���!WF�#W�£����,E

� &�m �t� �T� J �����f£ J p}| ���¡� �!q�& J ��pCP �����5£=�D�#P �@¢R���rbFp5����� � &=m �t� �T� J �����f£ J �5�5£���� � £�� & J�5�L�R�!WXP����$& V &����!PL_�¢5qf�LKF_�_�� �R�5��� �h�5���!WF�CW�����£����,E

���*< �*< � 	������ %��! -/),% � %*� *>= � ?� +.- %
� egSVU6�¡��£XW��������;_cb��IdCW������¡�����Y£ ��� �z��� ��� � ���O^IoN�%�5���!W����rP)^5�r|}Q ¢5qf�o��� � K��¡�tK�£��N�
����WFK�� ��PHq5��� ����� �L_�����| �r|�p�� �k�=^Io����¢p}|�¢�¢�_�|�� £��!_8�¡�!WXK �O|��L�W���tq[^ ��|}Q+��� �&E �2�5���!W����rP



� � )0/213"%(546'�75"%8�9+'+-;-=<68�>@?*�!8�-=>@7BA%$C9+9
e��r|}Q ��egS\U��¡��£XW��������¡¢R��£*T
e��r|}Q

=
m �t� �T����� ��£XP ��PHq � P � P m �t� �T����� ��£XP ��PHq ���m �t� �T����� ��£XP ��PHq

=
m �t� �T�J�����f£��5�ra���q P T P mo�t� �T���m �t� �T�

=
U=�!PL_�¢5q5�LKX_ �Y�J�t^6KX_(�Y£f�rKX_ � N��J�¡��� �T�t� �T���U=�!PL_�¢5q5�LKX_

=
�J�f£���� ��£����

����^6KX_���£=�tKX_
=

m �t� �T�J�����f£��5�ra���q��m �t� �T�������f£��f�ta��tq
=

m �t� �T� J �����f£ J p}| �����5�=q NFm �t� �T� J �����f£ J � �f£���� � £�����J����� �T�t� �T�
= P⊥ P �

U=�!P £=� ���;�rP����OP � �¢^ �����Ho5��� ��� £��f£XP��#K��[Q �5�t_�|�¢I��£ ���!a���� ^5��|¢Q �5�,T
	�

������	����
	��������
����	���	! "�
	����$#��
	! "��%�&('

	�

��)*���+	��,	����
	�����-/.�01	����
	����2
3#
#
#

	�

�����
����	���	�

	����2


	�

�$465�7�'(81	���	��9	! :	�;9	�<��
	����2

�
	����

−3
�

	! "�=;��
	�;��

−7
�

	�<��2




> ��)*���@?@A
�
?B��CD5�030�A
�
A
� EF83GH�

^5�r|}Q �5� 0�� � 2O9 ; 9�D$9 1 M �
5�1B4 � > ���Id¢p5���¡� ���=�5� �����R��£������5�}| �TW � ��£XP | � £XP T
� � ���!W����tP,^5��|¢Q�T
	!IJ.LKM.ONP���QKL� R�GS.O7�T+	�CDKM.�GUKV%�����8W�
	�CDKM.�GUKV%�����8W�=CWKM.OGUK

��egS\U��¡��£XW��������¡�J�YX % �
4 %o�CPHQ �����������¡���f���f�5����WCp5�������5�}| �[Q ��������a����Y£FP E


�$#A%$�A
�
$#(

�J�=p5���������L���5�f£���� ��£�� ���!PL_�¢5qf�LKX_(�5�;¢5qf�I�����T�t� �T� J �����f£��f�ta���qkp}| �����5�=q5�;¢5q5�*0 ;�: G 2(19 G > | � �Hq:�CPHQ ���������Y�����5�����¡�!W��32�_;P £=��| £���� 0 5@2 G 2�3 4�1 DKDE2B5C; > � G!Z�� E
��_�P £=� �%�!^Oo



�,�L~ ��
�����$#"3A3-=<6$&��$&( �C�
�R���LW�|�£&o&| £W�r��£��=p5���������������OWW���[^5��|}Q^�=^IoL�¡�����=^5��|}Q ��|r���C_����Ho £��������!PL_�¢5q5�LKX_��OPp���
� �T�t� �T� �OP £W�������������5���������g_��=^IQ ������� £���� 0 � 1 D I � > � _�P £=�r| £W����E`��Q ��£=�tPp���Y���=^5�r|}Q �5���d¢pCPLW���£��FaHpk� K�������W � 2 J £���� 0 5@2 G<HJI 1 � M 2 2�3(46572(8 8 9�:<; > E

)i<���A%�F������8�/T8F��?��¢8�-=�
�J���OW����t^5�r|}Q)|r�ra���|���|�£W��� � G!Z � _;qCW����L�CP �¡���������¡���D�L�CPHQ ���������Y����� |��ta���| �r| £�����_;qCW J��|���qf� E�� P � ���������5�!WF�L���!W��32 _��=^5� � � | � | � ��K��r| £:�����}W��5�¡�@���Y��¢�| �Ho;£W��� _��=^IQ �������H�;��£
���H�&| � � £����]�����T�t� �T���5�,E � �����5���J���������T�t� �T�¡� � �r��¢R���5��� �BP � �����¡�����Y£FP �����OWW����^5��|}Q ¢W�XExo���5��� �B| � �La�� � £XP ����| _kK�� ���tq �#p ��� �O_�P £=������| ��� � �LK��i_kK�� ���¡� �¡� �¡�=Q ���¡��£ ��P |�������E

���\�����T�t� �T�o¢R�!P � �������������¡� K���| £L��������£������f�Ho=��£ �T�t� �T�¡� �%�&_����Ho5����£��!_ ���r�����t�=���
����� �#P�� ��£=�����¡���¡��V �@��� �OS��;� � �T�t� �T��¢5qf� Es� �����N� ^5�r|}QJ�¡��pO|r¢�¢�P �CP����¡�¡���5����������¢R��£
£��!_ ��|�� ���Y� £W���������������R���������!��|��BQ �Y�����!����� ���Y��¢I�OWFa�� � £XP �r� | ��� � �LK ��Q �I^5� � ���B_��!_;q �rP � J�����¡�������¡����E`� Q ��£=�tPB_������W� £XP��!_kK����������!_����t^Io;�����¡��� �rP���P��CK��T_��CW �Y� � ���6E

�!�CPHQ �����������¡��� £ �Y�p�r|��t^Iof� ���rK������N�F^Io £ �!p �������¡�
δ J �CPHQ ���������������5����E � ������� �������������_��=^5�=^Io ���!P��L���TSVUL���\e\S\UL����£XW������������;¢R��£
E

� ���CP £=�¡�¡�����(�Od¢p5���¡�5���=���td¢pCPLW��R���LW�|����R���LW�|���� GIG �ST� �=^Io5��£ �r�c|r�ra��tq����k�r¢�| �Ho5�5�i��� �L_����Y�(�(�Id�p5���¡�5���=� T
�������	�
����

�������
����� ����
 �����

�������	�
����

������� �"!
!$# ���&%'�(��� �"!	!&)

)*�(�+�	�
�,#-
 �/.0�
�������21�#2�	1 ���&%'�(�+�	�
�-)3�

)*�(��� �"!	!$�
�$�(�4�
���0� �657�

�J���}WW���t^ ��|}Q �5���!W����rPh�����¡���5�����=^Io �Y£��(�¡���5�}| ���f� T
829 #210#;:0�
�21 ���4<���# =	> 8 �21�#2�	1
?����	�
8 �21�#��
1
?������������21�#2�	1

�J���=^Io ���¡����£��¡�!W��32 �¡���YX % �
4 % �T�t� �T�¡� �kp5�f£W�����5�5�=q����Y��¢�| �Ho������!WX_���£&o5�(T
8 � �����	�
� 8�@,8
A
8�@ ����� �"!
! 8	A
8
A �����
�����

xo���LP � ���������tp5�������J�����OW����t^5�r|}Q ¢I� T
829 #210#;:0�
�21 ���4<���# =	> 8 �
8 �21�#��
1
?������������21�#2�	1
8 � �����	�
� 8�@,8
A
8�@ ����� �"!
! 8	A
8
A �����
�����



� � )0/213"%(546'�75"%8�9+'+-;-=<68�>@?*�!8�-=>@7BA%$C9+9
� PHp �Y�=����X % �
4�%�� ����� ���!PL_�¢5q5�LKX_ ����� ��% ���2����% J ¢�qf�=£��!_n�������t�����t� �������`��������_(��� J^Io �r���t�;Q ��� �¡�Y��¢W�OWXa��r����� ��� T
829 #�1�#;:0�
��1 �(��<���#;=
> 829
829 �(��� �"!	! 8
A
8
A �(�4�
���0�

� PHp5���f£��!_ ���!�����^��d5¢�¢��¡�!WXK�� ��PHq5�
p5�=^5�¡�!�W�r��� ��£XP����������¡�#�TQ ��£=�tP;�OWW�r�t^5�r|}QW�TQ|�F^O^ Jp5��£&oL�CP����¡�����5�����Y����£����������!WX_���£&o5�6E

���	� � 
 � 
 � � 
 

� � 
��
� m ���Y� £�£6o5���Hp�� GIG �W�=^Io��tP �¡���r| £;Q+K�£����=P��5£�| �LP � £&o5���Hp%�I_����Ho5���$� � P � _���£F^5��£XPW������� J�LP��CK��T� ^Io5���¡�!_ �5�;� ���tqIPp���T�W��� �H^=���tqIP5Q �¡� ���������¡��£����,E#�nmo���Y� £�£&o �Y�Hp�Q ��� ���������¡�����Y£ ���
�z��� �����5���¡�t�5�����!^Oo;�¡�������@��Q+K�£����=P��5£�| �LP ����� ����£FP��O|r��Q ��� �����¡�����Y���!��������P � �����tp ���CK�� ����| �tP
�¡���¡�������¡�5��£=����� ���Y£X| � ��|��%�O_�| ���¡�������  � ��� �T�=^��¡�=p5��£(��P ����PFQ � �t^=� ���I_�¢I�VP � �5��� ��� E^��5��� Q �Y�L��� ���Y£X| � | �tP��¡��� ������� �=^Io��Od5���Y�W�5���rPL_�| �LP �$���!�����t�5�¡�=^���£&o5���Hp%�6P � ������p5�������5����|
� �r�¡�¡� �!q�Q �5�rWXa���q5�����I^5� �}_�Q ��� �����¡�����6P�����|O_�|�� � �I_�PHp5���X�����Ho5���$�����W£W�r���������=^IQ �rP �¡����¢�¢
���L_��������rPf�CK�� ����| ���5�=¢5qf�;�¡��|��t_����=q�������WF_���£&o5�����Y� _��=^=�r� �}W�| �Ho5�5���Y� ��� �I^Io���£6o5���Hp��� �
4 % ( � � 4 ��� �
4 % �����Y���gdf£ �z���L��£&o5���Hp#p5�gp}| � ���5£
E

�{m ���Y� £��=^Io��LK���� ���#P������¡���5�������tb�_��¢^=� � ��¢�¢��¡��£XWFbcQ+K�£�� ��P��f£X| �LP �^£&o5���Hp%���O_����Ho J£������ � �������@�=^Iok^5�r|}Q J |��ta��tq�����£XW��������!E � ¢�¢R��£L�D���Y£FW���������¢R��£L�D���¡�O^5� �O_(�5�=q�|��ta��tq J���Y��¢�| �Ho5� � �r� 
+Q|�F^O^Ip5��£&o5���5��� �TW�� �W£FP | � E�� ���¡�O^5� �O_ Q+K��r| � ���R�!WXPH^ � � X % �
4 %�Q|�F^O^ Jp5��£&o��#P������¡���5���������Y£ ���\Q �f�Ho=�}_���� �FE%� PHp5��� ��Q ���L�W� ����£�| �Hq5� £����D�=^Io�p ���Hqf�#�Id � £&o5������� J¢R��£ Q+K���qL�¡��� �����J���¡�����Cb����¡�I^ � �O_�£6o5���Hp;�¡�Np �f����������� ���=^f���%�p�]m ���Y� £�£&o5���Hp�Q ��� �����¡� J�t�IP �CP�¢��¢pCa��¡�����¡���%� egSVU%����£XW���������_cb��IdCW���������£��!��| £&o%�����!_�_���� E � �Ho5��£:�R���LW�|}K��
� Q+K���� ����q��5�R���r|���PHqf�����Y£FW����������¡���f�H^6| ��� ���r| � �OP £W���?0 9S;�DE2B5 � 1 I 2&> �Y�����t�����t�¢p5�D�����¡��������O_���� �Ho5���$�����¡�I^5� �O_ �;��� ��� Q � �¡��|��¡¢�qf� 
:�X|��¡��������|����f�Hq5��qf��� �5�f£ ���5���tqf����^5� � ���CK���Q ��� J�W� ����£�| �HqIP�Q ��� �������¡�t�5�=0 0���� > ����| �Hq �k�r�¡�tq5���%E=E!E � P ���¡�����¡���!�����D�}WW���¡� � �r��EVx |������(�������_����Y�����#� ���Hdf£=¢�d5�!P����\Q+K�£����=P��5£�| �LP �#���¡�O^5� �O_(�5��| � � � ���F^5�f£XW��5� ����|���qf� J � �Idf� �T��df£ J�W���r| �!��£��!_ �CaHp}| £=�3_���� �����C�W���r| � J _���£=�¡��� ���¡�I^ � �O_�� ��|�� � J �r� Q ��� ���Y�����t� � £������tP��5���¡�����_��=^IQ �������H�;��£�¢I������a�����£XP � _��#W���� ��¢R�6E
� ��� ����� � � ($%�&%� ����%�(�� = ���� "��
� mo���k��£ £&o5���HpCb����¡�I^5� �O_��5��|��ra���q����Y��¢�|��Ho5�5�;¢5q5��
�Q|�F^I^Ip5��£&o ���=¢5�f� �)| � � £W���,E � P £ JW���£��¡�Y��¢�| �Ho £W���gp�� £��ra��XK�� � �}_����Ho5���3p��}^Io������Hdf�;�������I^5� �O_��5�=q@�����Y��¢�| �HoNW���� � �r��| J��PHq5��|r¢I� £��&p��}^IoL�cQ �5�tWXa��tq��}K��¡�6_����rP��CK�� ��£]�W���r|��¡�5���Y�c_��=^ � �����k�r¢�| �Ho�W�� �W£FP �=PHq ���
� � ������| £
E
��7
A3139�7�(
�MQ �5�tWXa��tq5���¡�I^5� �O_ �L£6o5���Hp�W�� �W£XP ��PHq5������� ������|�£�_��=^5�Id¢p5�����Y�LP ��_(�CWXK�� |��tP �J���¡�I^ J� �}_��5��| ����E`�nmo���k��£�£&o5���Hp]��|����6_YQ ������_��CWXK����T��� ���Y£X| � T



�,� � )��c9�$&��"y",�5$#9 � �
�

•
PL_�������_(�Y£f��|���PHqf� _��CWFK�� 0 97��4 M 2�� 2B;�D 1 D$9�:<; � : G<HJM 2 >

•
W�� �W£FP �=PHq5�T_��CWFK�� 0 G 2 � ; 9�D$9�:<; � : G<H.M 2&>

•
���Y£FW��������T_��CWXK��J0 8��<8CDE2-� � : G<HJM 2 >

��W�� �W£FP �=PHq5� _(�CWXK����T��� ��� �&���I^Ooi_��=^Ip�� �Hq5�ra��¡� �����gP £FQ �5�t_�|���PHq5���¡�������¡�o��� ���Hdf£ J¢5d �!� _(�CWXK����5� �Od5�=d5�¡�!EL�J�iPL_(�W���!_���£=��|���PHqf�g_(�CWXK���¢I��£��#� _��CWXK�� d5� ��������Q|�F^I^ Jp5��£&o �(� |r�r�W����q ��_;aH^�_�| �\_(�CWXK����5�=¢5qf� �T� ���������5�%�5_����Ho5���5���@�]W�� �W£XP ��PHqf�V_��CWXK��P � � ����� � �L_��r�&E
� ����£XW��������V_��CWXK��^�=^Io ���R����P | �LP ��W � ��£XP ��PHqf��_��CWXK����p�O_����Ho������ �������!P������I^Oo����� ����|�� �����¡�5�=q PL_��W���!_���£=�r|���PHq%£��!_ mo���Y� £N£&o5���Hp5��£Ra��tq#W��5�¡�!���W� £��!_ �=^Io �VxTm

�Iq#W�£W��� £��=p5�������¡���Id5���¡���L�Iq#W�¢I� £����O_����Ho;�t�5���2�Id�p5���¡�5���=�@Q ������������¢R��£,������� ���=q�E
�J�cP �Ho5��£��¡��£XW��¡����� J PL_(�W���!_���£=��|���PHqf� _��CWFK�����|����5��| ��� � � |�¢I� £ � δ J ���!WXK�� ��PHq5��_��=^ Jp�� �Hqf�ta��r| �r|�� � ����� � �L_��r����|���E
��$&<6 &�¢9+ #-!' -=<6$&�¢(�$&<6$6�!$#(
� m ���Y� £fQ|�F^I^Ip �Y£6o5��� � � ���#p ����� 
|��� ���CW����=^5��� ��&�p5������� �����tP ���������5��������� &�� _�P £=� �OP � J���������¡���!E � P £=� �OP � ���������¡���¡£����c�XaHpk� K����r���o�N_;qCW��������¡���=�O_;P��5�5�$�=^Io Q|�C^I^Ip5��£&o £ �!p#�����
J Q �5�t_�| �LP � � £ J �td5¢�¢�W�� �W£XP ��PHq�P ��� ���¡���5�!P��,E/.#���LW�|OK�� T
�������
	���

������������������������������
��

� 
 �B& %`£��=pC������� �r�¡�¡� �!q�W�� �W£XP ��PHq5���Id5�������5�cmo���k��£�£6o5���Hp��g_�P £f� �OP � ���������¡�����Y£ ���
�����!_�� £=�tP��O|r���;_�P �r�¡�������H�f���=d5��������� ���L�¡� ���5��� ����P � �������������¡���6E  ��£��!_�P � �����¡���5�!WXP����
���=�5�5�@�i_�|��¡�#WXP�� �¡� ���5��� ���3P � ���Y�����¡�����¡�6E  ���r� K �¡�f� ��q 
|������� ��£��=¢R��£:�i_�| ���CWXP�� ������!_nP � ���������¡����������_ �tP��5���¡���!�5���;�5�5� �@�����I^5� �O_�Q+K��r| � �g�XP�¢I� ������£���� _��=^k��������£Xa��¡����� Jp5���h¢I�!Q �������=�CWXP��,E

��m ���Y� £�£6o5���Hp�������£L�CaHp ���R��|O_��O^=��� �����r��� 
 � %7# � 	!� ���$
/�J�ta���K��t�]Q �����������������;_��=^ J�OWX| �r|��TP � T
" �$#&%('��
%*),+-�.)�%(+
" �$#&%('��
%*)0/213/$#4+

5 %76&�(/ �.)�%98:/21,/$#4+
5<; ��=>%('&?A@�#(%B�.)0/21 " �C#(%('���%B/$#D+

� Q �����¡�����Y��� � � N �@���!PL_�¢5q5�LKX_lp5�������rPI¢R���C_���� W������ �Id¢p ���tPp���D�OW�� �¡� Q �����¡���¡���L�����
� ���¡���5�=q�W�� �W£XP ��PHq�E

x P����f£&o �f�������������;¢R��£����W�:��W�� �W£FP �=PHq �t��� £W�¢^Io J ��p��}^Io2£��!_ �����=^ |��¡� |��r�����tq
����£�£����Y���;�5�5�h¢R�=p5�������t�����t�;�������5�}| �LP � � ���CPHQ �����������������FE8# � 4 � �CK�� �T�¡�¡�=q[K���|�£
E .^�Y�LWX|OK�� T



� � )0/213"%(546'�75"%8�9+'+-;-=<68�>@?*�!8�-=>@7BA%$C9+9

� # ; '�� 171
):�&+�����):��+ 5�� '��-�
� # ; '���/$#

5�� %D� 6&�C
 ��/$#
5<; ��=>%('&?A@�#(%B�
	>%('���% � � # ; '���
$#�� � � # ; '����!#��

?7=>%('�%

$#B�������>% =>� � ��/$#
�!#B����' ;�� =>� � ��/$#
=>� � �-� � %������
� %D�
� � %D������=-/$#
x P����f£6o5�f���������¡���;¢R��£B� E # � 4��(�CPHQ �����������¡���Y�^� ���rPL_����LP���|�� £XP%P �D���!�������]^5��£����r| ���

�IqCW �5��� ���!^Ia��tp5���VQ �5�tWXa��tq5� �g_��=^5�=^Io ���=�����¡����� �����Id5�=df� ���t� � �T�r|Vp�� �Hqgd5� �����=p5�f£�|���| J¢I� £BE
�(���('���� � � %�������= �����>%7%D�C#�
��!� 8 �!@�'!#�� �����!%7%D�C#�
��>�7�
�����Ho5���¡�!�
�(���('���� � � %�������=-'�%�#�� � � 8 �!@�'>#��-'�%�#�� � �A�

?7=!%4'�%B'�%�#�� � �������>%7%D�C#�
��

� ��� � ��� � � ($%�&%� 6 5 4 ��- � %��! - ),% � %
�nm ���Y� £��=^IoL���t�f����£��ra��XK����f�����¡�I^ � �O_�� ��|��rPp£&o5���Hp,E � �ra��XK��TQ �I^=�����6_ ¢I�!p �������¡�����
�cQ+K�£����=P��5£�| �LP � £&o5���Hp5���;¢R���!^Oo;�¡�������������¡�I^5� �O_��5�=q5� ���!^Ia��rPp�5�Ho=� £L���¡�I^ � �O_�� ���¡��� Jp5�������¡��¢R��£��
_����Ho5����� �Y�Ho �Y�����%�����Id5£�£&o5��£ |��¡�����#P £=�r�������;���,E�� | ���¡����������Q �5�rWFa��tq J�����I^5� �}_ ����|O_�|�� �(���!�����t�¢p �D���Y���!PB�W�r�¡���5�f£&of��¢�¢��IqCW����H�&| � �La��r| �r|���E
�V9��5��$ A%$#'"! "3'+8�9*��$&����-=<6$&��# ��?+� 13-�75(
��£&o5���Hp�����£XW������5���!P���h����H�5�¡��W � ��£XP | �����=^Io �������tb �ta���K��¡� � � ��������� ����|r� K���� �����¡�5�=q
� � ���&p5���t� Q �f£=���f�¡�r|}^6��Q|�C^I^Ip5��£�£&o �Y� T
� £=�

+
�
−
�
==

�
>=

��$ �
E=E=ES��Y� �
+
�
−
�
==

�
>=

�
sin
�
exp
�
E=E=Em �W���

+
�
−
�
==

�
>=

�BE!E=Exo�;�f�
==

�
not
�
&&

�
||
�
E!E=EU=�¡�tP £F^

+
�
−
�
==

�
>=

�
+ + +

�
E=E=E� P ���
StdIO

�
FOpen

�
FWriteC

�
E!E=E
�V9��5��$ A%$#'"! "3'+8�9*���5-!-=<6$6�!$6�=����?+� 13-�75(
�������H�5�¡�kW�� �W£FP | ���Vdf�¡�������¡���¡���ra���K����5���Od5�����^�5���¡���5���5��� �3_�P £FW���£��5�����R��£�_��=^5�!_ J�La��¡��£XP��f���LP ���r|������$���o�����Y£FW����������o£ J ��� �ta���K����5�����!E`�0�LP �¡�r|������ 0 M 9 8CD > �����f£��f� �ra���K��t�J �F_�aH^��(�¡��£XW��������¡��£ J ������0 D H 4 M 2&> �;���Hdf£=¢5d �!�������!_����L�r|��¡�f� |���|r� �c�W� ����£�| �L�W���b� K��,E� aH^��¡��£XW��������¡�D£ J ���������R�5£=�¡�f� � £:��W�� �W£FP | � | �tK��;�5� �g_(�!^f�OW��5���D����|O_k�%���@�ra���K��t������!_������ ���¡� � �L_�����£W�����#�OWFWXPH^ ���LP ���r|��;¢I� £2���L������_(���:����|O_���WXP £��O_�P��CK�� � £ p}| � J�¡� ��� ���r�����tq�E



�,� � )��c9�$&��"y",�5$#9 � ��~
� �k��?�� 13-=7�(�A%$ ! "3'�8�9�8�-=�
� mo���k��£(£&o5���Hp����!�����t�¢p5� �¡������P��@�����I^5� �}_��5�=qf£W����� �r��|��$�}WW���¡�ta���K����5�cW�� �W£XP | � | �r|��!E
� ���!^ �!^Oo �������tb�¢�¢B���!�������f���!^ �,p�� � �O_;P �Ho5��£�_�|r�����������!���ra���K���|r� £��=p5�������¡�=p5���#�������¡� J��� �Y£FP ������� �ra��XK�����E
 �r�¡���5�f£&o(� �H^5��¢�� �}PW�OWW�����ra���K��¡� �(�����¡�¡�!��� ��|���|r� �gP �$����� �����f���=^Np�� £BE � �J��� ���f���5� J¢I��£�_����¡�!_��r�rP����OP �����!W����rbNQ ��� �OWW�����5�\_��=^5�f�LW�|���|�£�| �5����� ���%�W���¡��£��5��E^��_���£�£&oCP�¢I�Y£

� � ���Hp#P � |}^����H�f� ���5�#aHpO|�£���� ���¡������£XP=�r�o�OWW�r�¡�ra��XK��^� ��� �5�tq ����� �5�f£��;������_��=^Ip�� �Hqf�ta���| ���!�
���=�5�5����¢W�����¡� �r�;�J�}WW���¡�ta���K������������¡�!���5�=p��(� W�� �W£XP ��PHqf�[_��#WXK����f£��5���¡������� ����� �T� �r���
�ta���K���£ �!p �������(� �r��� �������¡���L_��������¡� Q|�F^O^Ip5��£&o5���L�������Y£ ���L�������r�������;���,E
� 
 �5���5 #",�f��?�� 13-=7�(
�#�F^I^Op5��£&o5�������!PH^f£W���t����|r�����������F^Ooi�W���¡��£�|��L�W���tq �&_�P £=�o¢�|r�r_����Ho�¢I������a������¡� �ta���K��!E� �!�����t�f���=^�p�� £ Q|�F^I^Ip �Y£6o �I�r� �O_��������tb��^���5�NQ|�F^I^Ip5��£&o�p#P � ���Y�����������rP ���¡�¡���Cb"�3�F^Io J£��=p5�������¡�[_��}^=��� �r¢�¢����Y£FWXb Q|�C^I^Ip5��£&o5���L�����¡���!���5��| �r|�� �FE
��� � �*< � � � !�+ � 6 +*��%�(�+.-/! � %��! -/),% �
�Ym ���Y� £:£&o5���Hp���d5¢�¢B�CP����¡����� �Y�����tP3_;qCW��¡�����¡�D�r|O_��I^f����E�� �����=Q ���r| ���@�CP����¡�¡���5������� JQ �5�t_���Q|�F^O^����CP����¡����� �Y����£XWC�������!_ �ra���K���|r�tqf��� �������5�f£=��� 2;�rK����tq5� E�� ���¡�I^5� �O_�� J�=qf£W�r��¢�P����f£6o5�f�����¡�������=¢R��£ ¢R��� �Y� � �!p �r�¡�5�5��£XP � � �R���LW�|OK�� ����¢I�Y�¡���=^�� ���rPL_����LP���|��=PHq
�z��� ��|�¢5qf� E .#���LW�|OK���� ��� ���¡�!W����rP ���=^@�LK���� ���CP����¡����� �Y�����tb��¡�����=^5��|}Q �}_��I�FqD�CP����¡����� �Y���������
�5����p5�6E
	)13-��!� (B'+ &���! &(5$#9� #-
�
K���� � �CP����¡�����5�����Y�¡£����2£��=p5���������N� Q+K�£ � ��P��f£�| �LP �������I^5� �O_��5� �r���5£ ���¡� �r�¡�=^6P |r��|�������O^Io ���#PHQ �¡������������� ��� �T� ���2���;�5� �(����|O_��5� ��|��:�CP�� �W� _�|��cp ���Hq5¢I� £ ���Y� � ���!^ p�� £
��� ���¡�����;���;�¡�6E{eVo=�r�;� � £ ���H�IQ � �rWXK�� £���� �f�Ho=��£ �����5¢W���!_�|���� ���I^IoN�=^IoN�����I^5� �O_ J¢I��£�Q ������� ���=^5���J�IqCW����Y���������¡��� p�� £�£����,EN� �������#P������¡���5�����������������5���¡���Hp5���h�L�����I^5� �O_
����¢R���¡�¡�=^5�D���T_��!_;q5�tP �OPH^5��£&o5�\P ������d5�=�5��£=�r��������E
��75� 
 (
'� #���! &(�$C9� #-
���6�Fq%�#P������¡���5�������¡�¡��� �td �¡�¡��£XP��6���L�!^Oo �������tb �5�I���r|��¡� �¡�5� 
|��� T(�=^5���¡���3p�� �Hqf���ra���K J���5�5�5£ p5�=^5�������Ndf�¡�����k�}W�| �!� �CPHp5�f£X| �!�^�����5�¡��| �!� �f������|����^����¢�E � E �%���¡�!_����tP����OP$� �H^5� J�tP��r_kK����5�=¢I� £�� �O���f� P �t_����¡��� Q ��� �OWW�r������� �r�;�¡���rP �����rP��}|r��� ���rW ��_(�Y�(� _��6�Cq �CP���� J����� �Y������� �2p}| � � ����� ��£XP � E
�c1%������(
'� &���� &(�$#9� C-
� £&o5���Hp2���!�����t�f���=^5����¢XP������f�ta��cQ ���LPH^%�CP����¡�¡���5������Q|�F^O^Ip5��£&o5���B�I��� �}_����¡���¡�5��£=��p�� �Hq|�� �OW�| �r|�� �XE ����� � |�¢�¢�P;�I�Y�LWX|�¢I� £�� �
4 � ( �5�����I��� �}_����¡�¡���%Q|�F^I^Ip5��£&o=¢5�f�;£��=p�£������ ���LP�=^Io;�W��� �O_(�������¡���%Q|�F^I^Ip �Y£6o;� & �T�tP £�| �LK�£���& �¢_���� W |�� �OW��rK ��� % E �*&�� £��=pCbkQ|�F^I^Op5��£&o J£����,E



�F� )0/213"%(546'�75"%8�9+'+-;-=<68�>@?*�!8�-=>@7BA%$C9+9

��?A@&�&% 171�� /����B/A� /����B/
��?A@&�&%���/
�-� � ��/A�

�(���('�������?A@&�&% ����' ;�� 
�� ) 
���� 
�	7	&+

������� 
 � 
�� � �	��


�����\xTm �r¢W������� ���=�)^5�����&_����Ho��km ���Y� £�£&o5���Hp Q �5�rWFa��tq5�����I^5� �O_D��| £W�r���Id5���¡���$�IqCW J��|��J�����\xTm J �IqCW�� ���5���R���[Q+K � ���¡£XP E�J���\xTm
£��=p��N^5���]�X|��¡�6_ � �6_��R�f£ �Y£��¡��£�����£��=p5��¢5�5�f� df£��f������������� J �#x J �f���m J p ���t_����,E� ^5���2¢R�=p5�������¡������£���� �T��� ��� ��Q �5�rWFa��tq5�����I^5� �O_ �=^Io �������rb��ta��¡������� �Y�������¡���5�f£6o
�IqCW�^5��£�����| � | � �XE���^5��� ���R����P ���}|���PHq5��� � G!Z �`��m ���Y� £����!P £=� ��2CP ��|�£W����_��=^IQ �������H�;��£a��tq#W��5�¡�!E

� �
� ����� � ) ��� � $�+�4 � & � &�� 6
% � !�-/) 6
!$��� ' &
�����VxTm ^5���B���;PLW �k���LP���|�����^5�r|}Q:|��ta��tqL�¡��£XW����������p�����L�¡� �}WXP ��P��f£�| �LP � p5������_ � � ���X�^5��� �5�=p5������� �&E

��^5�������Id¢p5���¡� ���=���5�6_��I�f£���£������;¢5�f�
| � � T

•
0
�
5 1B4 � 8CDE:<572&> �C_����Ho��r��|��ta��r�W����q;^5�r|}Q �5� � ����� � �L_������k�FE

•
0 465@: �
5 1 � 8CDE:<572&> � _����Ho
�@p5�=^5���!�W����� � £XWFq@K�� ���ra��r| � J �������#p �Y£ �=P |r��� ����� � � J_��r���Y�XE

•
0 465@: �
5 1 � I : H ;�DE2C5&> �X_����Ho��(�Od¢p5���¡�5���=�f���=^kp5�=^5�¡�!�W�r��� � £FWFq�K�� � �ta���| ������� J£��5�ra���q5���FE

•
0�� � 5 � H � 2B;�D � 1 8�D 1 I�� > �F_����Ho £����L�����!_��!P����(���=Q ������£ ��P |���� ^5�r|}Q �T�t� �T� �}P�� �XE

•
0�� � 1 8@9 I � 1 M H 2 � 1 8�D 1 I�� > �X_����Ho £����L�����!_��!P��;���rPL_�P��taHp��ra���K��r���Y���!_����,E

•
0 ��� :<;=D$5@: M � 1 8�D 1 I�� > ��_(�Y�Ho;£������Y���!_��!P�����pCP �¡���Y���¡�����Y�tP ��aL_����5����� �r�¡� ���L_���� J��|��,E

•
0 G 2(8 I 5C9 4�DE:<5 8CDE:<572&> ��_����Ho � W���� � ���r| ��������PL_�¢5qf�LKX_�� �;�tqf� ��|����f� P £FQ � �r_�| J��PHq5�����!E

•
0�� � ; 4 H D � F�� � H D 4 H D � I � 1<; ;�2 M > �r� ���¡�I^ � �O_0���¡�!WX_���£&o5��£����V_��=^k��������£Xa����Y���!�����6E



�,� .B)]<�)�� �j�� #� � .

�$£�£ ���k_��=^IQ �������H�;��£(���J��¢W�����¡� ���;� �VxTms^5�����@�Id¢p �����5���=�\df�¡������������� | � � ���I�5�¡� � �
¢�a�� T
state == (astack, bstack, cstack, graphstore, descrstore, pc, programstore, io)
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b���5�¡�¡��|O_;���5� �)K � � �ta���|��¡� �¡��£XW �Y� E
ps � get :: instrid → programstore → instruction
ps � init :: [instruction] → programstore
��� K�� ���ra��r| ���5�J�Id5�=d5�¡�tP�� ¢R�f�Ho5�5£F^&| ��� � ��� 1��!��-!?*�!8�- -=<68�>s9�8�9 
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pc � init :: pc
pc � next :: pc → pc
pc � halt :: pc → pc
pc � end :: pc → bool
pc � get :: pc → instrid
pc � update :: instrid → pc → pc
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gs � get :: nodeid → graphstore → node
gs � init :: graphstore
gs � newnode :: graphstore → (graphstore, nodeid)
gs � update :: nodeid → (node → node) → graphstore → graphstore� P��;�tq;K�� ���ra��r| ���5���k^5�r|}Q^¢R���LP �T�t� �T���5���OWW��� �OP £W���L�����5���rW �����������¡�(T
n � arg :: node → arg � nr → arity → nodeid
n � args :: node → arity → nodeid � seq
n � arity :: node → arity
n � B :: node → bool
n � descrid :: node → descrid
n � entry :: node → instrid
n � N :: node → int
n � nargs :: node → nr � args → arity → nodeid � seqe��r|}Q �T�t� �T���5��pCP����t^6| � ����|r� p5�=^5�=� K�� � �ta���| ���5�%�&_����Ho5���L�c_�P £=� �OP � �����¡�����Y� PL_��W��� J_���£=�r|���PHq5��|�¢W� £���|r� ���Y� £W����Q �f£=�¡�5�������������R���7T
n � eq � arity :: node → arity → bool
n � eq � B :: node → bool → bool
n � eq � descrid :: node → descrid → bool
n � eq � I :: node → int → bool
n � eq � symbol :: node → node → bool
� �¢p}|�¢�¢�P,Q|�F^I^Op5��£&o5����� �T�t� �T�¡� ���}WW���¡� �}^k���OP £����������������¡�!�����(T
n � copy :: node → node → node
n � fill :: descrid → instrid → nodeid � seq → node → node
n � fillB :: descrid → instrid → bool → node → node
n � fillI :: descrid → instrid → int → node → node
n � setentry :: instrid → node → node
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ds � get :: descrid → descrstore → descr
ds � init :: [descr] → descrstore
d � ap � entry :: descr → instrid
d � arity :: descr → arity
d � name :: descr → string
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as � init :: astack
as � get :: a � src → astack → nodeid
as � topn :: nr � args → astack → nodeid � seq
as � popn :: nr � args → astack → astack
as � push :: nodeid → astack → astack
as � pushn :: nodeidseq → astack → astack
as � update :: a � dst → nodeid → astack → astack
� �
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bsinit :: bstack
bsget :: bsrc → bstack → basic
bsgetB :: bsrc → bstack → bool
bsgetI :: bsrc → bstack → int
bscopy :: bsrc → bstack → bstack
bspopn :: nrargs → bstack → bstack
bspush :: basic → bstack → bstack
bspushB :: bool → bstack → bstack
bspushI :: int → bstack → bstack
bsupdate :: bdst → basic → bstack → bstack
�
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bs � addI :: bstack → bstack
bs � eqI :: bstack → bstack
bs � eqIi :: int → bsrc → bstack → bstack
bs � gtI :: bstack → bstack
� �
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cs � init :: cstack
cs � get :: c � src → cstack → instrid
cs � popn :: nr � args → cstack → cstack
cs � push :: instrid → cstack → cstack
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