1. Bevezetés

Euego Moggi [6] cikkében javasolta el6szor a kategoriaelmélet egyik fogalméanak a monadnak (egyes
irodalmi forrasok triple-nek nevezik) hasznalatat funkcionalis programnyelvekben. Az dtlete az volt,
hogy bizonyos szamitastipusok jol modellezheték a fogalom segitségével. Természetesen a gondolat
nem volt el6zmények nélkiili, ugyanis a kategoriaelmélet fogalmai nagyon erds eszkézoket adnak
kiilonbo6zé strukturak modellezésére. Ezek kozott szerepelnek az olyan alapvets algebrai struktu-
rék, mint példaul a félcsoportok és a monoidok, de sokkal Gsszetettebb, érdekesebb fogalmak is.
A kiilénb6z6 algebrai struktarak kapcsan bevezethetd szabad strukturak példaul altalanosan defi-
veliik, vagy egy Osszetettebb példa: lehetGség van az tgynevezett cratesian-closed kategéridkban a
tipusos lambda-kalkulus modellezésére is. Ezek azonban csak kiragadott elemek [1]-b6l, egy nagyon
jo kategoriaelméleti bevezet&bdl.

Visszakanyarodva Moggi cikkéhez, a funkcionalis programnyelvek kiilonb6zé fogalmai is kezelhe-
t6k az elmélet keretein beliil, ezek voltak tehat otletének eldzményei.

Dolgozatunk célja kettds, egyrészt megprobaljuk a funkcionélis programnyelvek egy olyan mo-
delljét adni, amin keresztiil Moggi gondolata is bemutathaté. Ehhez a kategériaelmélet kiilonb6z6
alapfogalmainak ismertetésén keresztiil jutunk el. Az egyre absztraktabb fogalmak bevezetése soran,
igyeksziink megfelel§ példdkkal alatdmasztani a definicidkat, ezzel konnyitve megértésiiket. T6bb
segédanyagunk is lesz ebben: a mindenki &ltal ismert algebrai struktiardk, a korabban bevezetett
fogalmak és sajat modelliink a funkcionalis programnyelvekrsl. A dolgozat elsé fejezetének végére
elérkeziink a monadok definici6jadhoz, ezutan modelliinkben is megvizsgaljuk bevezetésiiket. Ezen a
ponton azonban szemléletet kell valtanunk, ugyanis masodik célunk a monéddok alkalmazasi lehets-
ségeinek feltardsa. Ehhez ugyan alkalmas lenne a modell tovabbfejlesztett valtozata, azonban maga
a fogalom annyira absztrakt, hogy nekiink is absztraktabb eszk6zh6z kell nyulnunk, és elhagyjuk
a kategoriaelméleti parhuzam folytatasat. Ezutdn egyszertien azt mondjuk, hogy lathato, hogy a
modell megallja a helyét, a kiilénb6z6 irodalmi hivatkozasok tovabbi finomitasi lehet&ségeket adnak,
és fontos hidnyossagokra hivjak fel a figyelmet, de az alkalmazasi lehetGségek megértéséhez, példaul
a Moggi cikkében javasolt szamitastipusok példanyositasahoz, joval egyszeriibb lesz egy valodi funk-
cionélis nyelvben gondolkodni. Hiszen képzeljiik csak el: elméletileg lehet assemblyben is elosztott
objektum orientalt programokat irni, de mégsem szokas, hiszen az absztrakcié pontosan azt jelenti,
hogy a szamunkra érdektelen részletekts] (példdul a konkrét architektturatol) eltekinthessiink, és az
igazan fontos fogalmakra koncentralhassunk.



2. Kategédriaelméleti 6sszefoglalé

2.1. Alapfogalmak

Mivel egy matematikai elmélet alapfogalmainak ismertetését tdztiik ki részcélként, mindenképpen
sziikségiink lesz néhany alapfogalomra, ezeket [1] alapjan vezetjiik be. A kategoriaelmélet tulajdon-
képpen specidlis tulajdonsagu grafokkal, és ezek kiillonbozé leképezéseivel foglalkozik, igy az ezekkel
kapcsolatos fogalmak rogzitésével kell kezdeniink.

2.1.1. Definicié Graf

A grafok definiciojaban nem [3]-t kovetjiik, mert nemcsak olyan grafokat fogunk hasznalni, aminek
a pontjait elképzelhetjiik egy halmaz elemeiként. Helyette [1] megkozelitését alkalmazzuk, és azt
mondjuk, hogy egy graf megadédsa a pontjainak és éleinek rogzitését jelenti. Minden élhez tartozik
egy kezdG- és egy végpont. Ha f egy él a kezdd-, és b végponttal, azt f : a — b-vel jeloljiik. Az él két
végére a kezd(f) és veg(f) jeloleseket hasznaljuk. Megengedjiik a tobbszoros éleket, azaz "a" és "b"
végpontokkal rendelkezhet t6bb kiilonbozé €l is. Tovabba megengedjiik, hogy egy él kezdépontja és
végpontja megegyezzen (hurok él).

Egy G graf pontjaira Gy-lal, éleire G1-el fogunk hivatkozni, ezeket [1] terminologiajaval gytjtemény-
nek nevezziik.

2.1.2. Megjegyzés Russell-paradoxon
Felmeriil a kérdés, hogy miért nem halmazokat hasznaltunk a fenti definicioban. Ennek oka a klasszi-
kus halmazelméletbdl ismert Russell-paradoxon probléméja. Vegyiik az alabbi kifejezést:

T = {S|S halmaz és S ¢ S}

Azaz legyen T azoknak a halmazoknak a halmaza, amik nem tartalmazzik Snmagukat elemként.
Ezzel a definicioval csak egy baj van: T' nem halmaz. Ugyanis indirekt tegyiik fel, hogy T mégis egy
halmaz. Most az a kérdés, hogy tartalmazza-e 6nmagat. Ha T' € T-bdl indulunk ki, akkor a definicié
szerint azt kapjuk, hogy T' ¢ T, hiszen T pontosan az 6nmagukat nem tartalmazé halmazokbol all.
Megforditva T' ¢ T-b6l viszont T € T-t kapjuk. Igy sem T' € T sem T ¢ T nem teljesiilhet, tehat
ellentmondéasra jutunk azzal, hogy T'-t halmaznak tekintettiik.

2.1.3. Definicié G grafot kis grafnak nevezziik, ha Gy és GG; halmazok, egyébként G nagy graf.

2.1.4. Definicié Adott egy G graf és két cstuicsa legyen x és y. = és y kozti k hosszi dtnak nevezziik
azt az (f1, fa, ..., fr) €lsorozatot, amelyre teljesiil, hogy:
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(ii) veg(fi) = kezd(fi—1), hai=2,...,k és
(iii) veg(f1) = v-

A definicié nem koti ki, hogy az élsorozat tagjai kiilonbozsk. Figyeljik meg azt is, hogy a soro-
zat tagjait, a varakozéssal talan ellentétesen, az élsorozat végpontjatol kezdve szamozzuk. Erre a
kompoziciéval val6 egységesség miatt van sziikségiink.

fr fe1 fo f1

T ° ° Y

A graf minden pontjahoz rendelhetiink egy nulla hossza utat, amit iires utnak neveziink, és ()-el
fogunk jelolni. Ha f a graf egy éle, x kezdd-, és y végponttal, akkor (f) egy 1 hosszt ut = és y kozott.

2.1.5. Jelolés Egy G graf k hosszd dtjainak halmazit Gi-val fogjuk jel6lni. Ez ugyan iitkozik
a graf definiciojanal bevezetett Gp-al és Gi-€el, de egyrészt a késGbbiekben a kontextusbél mindig
kideriil, hogy éppen melyikrél beszéliink, mésrészt kolcsénosen egyértelmi hozzarendelés képezhetd
az élek és az egy hosszu utak, valamint a graf cstcsai és {ires 1itjai kozott.

Sziikségiink lesz még grafok kozotti, valamilyen értelemben, struktira 6rzé leképezésekre is, amit
az irodalom graf homomorfizmusnak nevez.

2.1.6. Definicié Adott egy G és egy H graf. A ¢ : G — H leképezést grdf homomorfizmusnak
nevezziik, ha ¢ egy fliggvénypar, egy ¢ : Gy — Hy és egy ¢1 : G1 — H; fliggvény egylittese, azzal
a tulajdonsaggal, hogy ha u : m — n G-nek egy éle, akkor ¢1(u) : po(m) — ¢Po(n) egy €l H-ban.

2.1.7. Definicié Definidljuk még a grdf homomorfizmusok kompozicidjdt is. Ehhez legyenek G, H
és T grafok, ¢ : G — H és ¢ : H — T graf homomorfizmusok. Legyen ekkor (1 o ¢)g = g © ¢ és
(10 $)1 = b1 o ¢y utasitasokkal o ¢ = (1 o B)o, (1 © $)1)

Egyszertien belathato, hogy az igy kapott leképezés maga is graf homomorfizmus, s6t a kompozicié
asszociativ.

2.2. Kategoériak

A rovid bevezetés utan elkezdhetiink kategoriaelméleti fogalmakkal foglalkozni. Mindenekel6tt ter-
mészetesen a kategoridkat fogjuk definidlni, majd bevezetjiik a modell szdémara nagyon fontos funkto-
rokat, kés6bb megismerkediink a természetes transzforméciokkal (ezek ddd funktorok kozotti leképe-
zések), végiil ratériink a monadokra, az ekvivalens Kleisli triple-re és az ezekkel rokon adjungéltakra.

2.2.1. Definicié Legyen G egy graf, és vegylink egy ¢ : Go — G1 és egy id : Go — G fliggvényt.
Nevezziik c-t kompozicionak, és ha (g, f) € D(c) (D az értelmezési tartoméanyt jelenti), akkor g és
[ kompoziciojat, azaz c((g, f))-et, jeloljiik g o f-el. Ha A € G, akkor id(A)-t id4-val jeloljiik, és A
identitas élének nevezziik.

Akkor mondjuk, hogy a G graf kategoria, ha teljesiilnek az alabbi feltételek:

(C-1) go f kezd6pontja azonos f kezdépontjaval, végpontja pedig g végpontja,

(C-2) (hog)of=ho(go f), ha az egyenl6ség barmelyik oldala értelmezett;
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(C-3) idy kezds- és végpontja egyarant A;
(C-4) ha f: A — B, akkor foids = idgo f = f.

Az irodalomban id4-t gyakran csak A-val jelolik. Mivel a kompozicié értelmezési tartoménya Ga,
igy g o f pontosan akkor definialt, ha f végpontja és g kezdGpontja megegyezik. Ebbgl és C-1-bdl
kovetkezik, hogy ha C-2 valamelyik oldala definialt, akkor a masik oldala is az.

2.2.2. Megjegyzés A grafok és a kategoridk kozti kiilonbség hangsulyozasira a tovibbiakban a
kategoriak pontjait objektumoknak nevezziik, és a kategdridk jelolésére az frott nagybetiket hasz-
naljuk (A, B, C, stb.).

A fogalom bevezetése utan nézziink néhany példat kategoériara.

2.2.3. Példa Egyszert kategoriak

A legegyszeriibb kategoria az iires graf, aminek nincsenek sem objektumai sem élei. A kovetkezd
legkisebb kategoridnak egy objektuma és egy éle van (az objektum identitas éle). Ezt a katego-
riat a tovabbiakban 1-el jeloljiik. Két objektummal rendelkezé kategéridban mér tobb lehetségiink
van, ugyanis donthetiink arr6l, hogy az objektumok kozott legyen-e él, igy kapjuk az 141 és 2
kategoriakat.

2.2.4. Példa Halmazok kategoériaja

Halmazok kategoridja az a kategoria, aminek objektumai a halmazok, élei fiiggvények, a ¢ kompozicid
megegyezik a fiiggvénykompozicioval, és egy S halmazra idg az S-rél S-re képezs identitas fliggvény.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy ez valoban kategoéria azt a két allitast kell megvizsgidlnunk, hogy a
fliggvénykompozici6 asszociativ, és barmely idg : S — S identitas fiiggvényre teljesiil, hogy foidg =
idg o f = f. Ezek nyilvanvaléan fennallnak, igy bizonyitasukkal itt nem foglalkozunk, megemlitjiik
viszont, hogy ez a kategéria, amit az irodalom Set-el jeldl, tipikus példija az Ggynevezett nagy
kategoridknak, abban az értelemben, hogy a kategoriat tartod graf nagy, hiszen pontjai (Setg) nem
alkotnak halmazt ([1]).

2.2.5. Példa Grafok kategériaja

Azt a kategériat, aminek objektumai kis grafok, élei pedig grafok kozotti homomorf leképezések
Grf-el jeloljiik. Egyszertien belathato, hogy Grf valdéban kategoria, hiszen a grafok identitas homo-
morfizmusai tekinthet6k a Grf-ben megkovetelt identitas éleknek, az asszociativ tulajdonsig pedig
a graf homomorfizmusok asszociativitdsa miatt all fenn.

Algebrai struktarak és kategoriak

A kategoriaelmélet egyik nagy ereje, hogy gyakran alkalmazhat6, altalanos eszkozt ad kiillonbozé
struktirak modellezésére, ezért mindenképpen érdemes megvizsgalnunk néhany egyszerd algebrai
struktura és a kategoridk kozti kapcsolatot. Raadasul ezek a példak hasznosak lesznek a késgbbiekben
ismertetetésre keriil§ fogalmak megértésénél is.

2.2.6. Példa Eldrendezett és rendezett halmazok
Ha S egy halmaz, akkor a C S x S egy bindris reldcié S-en. Sokszor (z,y) € « helyett zay-t szoktak
irni. Azt mondjuk, hogy a refleriv, ha minden x € S-re teljesiil, hogy zax; a tranzitiv, ha minden
z,1y,z € S esetén ray és yaz fennallasabdl zaz kovetkezik.

Akkor mondjuk, hogy az S halmaz egy « bindaris relacioval elérendezett halmaz, ha « tranzitiv
és reflexiv. Ez a struktara az alabbi C(S, ) kategoriat hatarozza meg:
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CO-1 legyenek C(S,a) objektumai S elemei;
CO-2 ha z,y € S és zay, akkor C(S, ) pontosan egy élet tartalmaz z-bésl y-ba;
CO-3 ha z és y nem éallnak relacioban, akkor C(S, @)-ban nincs él = és y kozott.

Ha « antiszimmetrikus is, azaz zay és yax teljesiilésébdl x = y kovetkezik, akkor (S, a) parcialisan
rendezett. Két jo példa erre a strukturara a valés szdmok halmaza a szokasos rendezéssel, jelolésben
(R, <), és (P(S),C), azaz S részhalmazai a tartalmazas relacioval.

Egy masik példa parcidlisan rendezett halmazokra a funkcionalis programnyelvekben hasznéalatos
osztaly fogalom. Példaul a Haskellben minden tipushoz hozzarendelhetiink osztalyokat ugy, hogy az
osztalyok definiciojaban rogzitett miiveleteket implementaljuk az adott tipushoz. A tipusosztalyokat
a Haskell fejleszt6i ellattak az oroklgdés és a tobbszoros 6roklédés lehetéségével is, példaul az Num
osztaly elemei (mint az Int, Integer, Float és Double) egyuttal a Show osztalynak is elemei,
mivel a Num a Show leszarmazottja.

Az 0Oroklsdési relacié megfelel egy parcialis rendezésnek, igy egyszertien rendelhetiink a Haskell
osztaly-hierarchidjahoz is egy kategoriat.

2.2.7. Definici6 Félcsoportok

Egy S halmaz egy asszociativ binéris m : § x S — S miivelettel félcsoportot alkot. Jeldlésben csak
st-t irunk az (s, m) € S, m(s,t) helyett, m-et szorzasnak is nevezziik, bar nem koveteljiik meg, hogy
kommutativ legyen (igy a kommutativ félcsoportokhoz jutnank).

2.2.8. Definicié6 Egységelem, monoid
Ha S egy félcsoport, és valamilyen e € S elemre teljesiil, hogy tetszéleges s € S-re se = es = s,
akkor e-t egységelemnek, S-et a binaris miiveletével és e-vel monoidnak nevezziik.

2.2.9. Példa Egy egyszert példa félcsoportra a pozitiv egész szdmok halmaza az Gsszeadédssal. Ha
a halmazhoz a nullat is hozzavessziik monoidot kapunk.

2.2.10. Példa Monoidok mint kategériak
Minden M monoidhoz hozzéarendelhets egy C(M) kategoria a kovetkezSképpen:

CM-1 C(M)-nek minddssze egy objektuma van, ezt jeloljiik mondjuk *-gal.;

CM-2 C(M) élei M elemei, * kezd6- és végponttal;

Y

CM-3 a kategoéria kompozicidjanak véalasszuk M binaris miveletét.

Definialjuk még monoidok és félcsoportok homomorfizmusait a késébbi példak kedvéért. Ezek, a
homomorfizmusokra altaldban jellemz8 mddon, struktiratarté leképezések lesznek.

2.2.11. Definicié Félcsoport és monoid homomorfizmusok

Legyen S és T két félcsoport. A h : S — T leképezést félcsoport homomorfizmusnak nevezzik, ha
minden s,s" € S esetén h(ss’) = h(s)h(s'). Ha S és T monoidok, e az S egységeleme és h(e) a T
egységeleme (azaz a leképezés egységelemhez egységelemet rendel), akkor h-t monoid homomorfiz-
musnak nevezziik.

Egy masik jolismert fogalom a Kleene-lezaras, ami tulajdonképpen egy halmaz altal definialt
szabad monoid:
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2.2.12. Definicié Az A halmaz Kleene-lezartjat A*-gal jeloljiik. Ez az A-beli elemekbdl alkotott
véges hosszu sorozatok halmaza. A konkatenaci6 miivelete alatt a sorozatok egymaés utan irasat
értjik:

(a’ b7C’d)(e’f’g) = (a’ b7c’d’e,f7g)

A konkatenacio nyilvan asszociativ, egységeleme az iires sorozat: (), ebbdl kovetkezik, hogy A* ezzel
a miivelettel monoidot alkot, ezt F'(A)-val jelolik és szabad monoidnak is nevezik.

Az A halmazt szokas abécének, a A* elemeit sztringeknek is nevezni, és sokszor felteszik, hogy A
véges halmaz.

A Kleene-lezarassal rokon a graf altal generalt szabad kategoéria fogalma.

2.2.13. Definici6 Adott G grafhoz, rendeljiik a kovetkezs F(G) kategoriat. A kategoria objektu-
mai legyenek G pontjai, élei legyenek a G-beli utak. A kompoziciét definidljuk a kovetkezGképpen:

(fl,fZa ,fk) © (fk—|—1afk+2, afn) = (.flafZa afn)

A kompozicié asszociativ és minden A objektumra ids az iires ut A-bol A-ba. F(G)-t a G dltal
generdlt szabad kategoridnak nevezziik.

Az egyetlen csicsbol 4ll6 él mentes graf altal generdlt szabad kategdridnak egy cstcsa és egy éle van
(a cstcs identitas éle). Az egy csucesal és egy éllel rendelkezd grafthoz rendelt szabad kategorianak
egy csucsa van, és végtelen sok éle. Tulajdonképpen izomorf egy monoidhoz rendelt kategériaval, de
egy egyelemd halmaz Kleene-lezartjaként is gondolhatunk ra.

Egy éltaldnos kis G graf szabad kategoériajat is érdemes halmazok Kleene-lezartjahoz hasonléan
megkozeliteni. A graf utjai megfelelnek a Kleene-lezart sztringjeinek. A ketts kozott az a kiilonbség,
hogy mig a halmazbdl kapott sztringekben egymés utan barmilyen betiik dllhatnak, addig G utjait
csak az élek megfelel6 modon torténd egymas utan fizésével kaphatjuk, ami megszoritds jelent a
generalhat6 sztringekre nézve. Egy olyan grafban, amiben minden cstics minden csiiccsal 6sszekotott,
a cstuicsok halmazanak Kleene-lezartja egyenld az utakbdl nyerhetd sztringek halmazaval.

Sziikséglink lesz még néhany, a kategoriak éleivel kapcsolatos, tulajdonsagra:

2.2.14. Definicié Ha a C kategoéria f : A — B éléhez létezik olyan g : B — A él, amire teljesiil,
hogy

fog=idp

gof=ida

akkor azt mondjuk, hogy A izomorf B-vel, amit A = B-vel jeloliink. f és g a két objektum kozotti
izomorfizmusok.

A kategoridk identitas élei izomorfizmusok.

Ha egy monoidhoz tartoz6 kategoria minden éle izomorfizmus, akkor a monoid egy csoport
(group), hiszen ez pontosan azt jelenti, hogy minden elemnek van inverze. Ebbgl kiindulva azo-
kat a kategoridkat, amikben minden él izomorfizmus groupoidnak szoktak nevezni.

Egyszertien belathatd, hogy Set izomorfizmusai a bijektiv fiiggvények.
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2.2.15. Definicié A C kategéria T' objektumat termindlisnak nevezziik, ha igaz, hogy minden
A € C objektumhoz létezik pontosan egy A — T él. A terminalis objektumokat 1-el fogjuk jeldlni.

A kezdeti elem fogalma az el6z6 duélisa. Az ilyen objektumbol a kategéria minden objektuméba
pontosan egy €l mutat. Az irodalom &altalaban 0-val jel6li Sket.

A halmazok és fiiggvények kategoridjaban az iires halmaz a kezdeti elem, hiszen az f : ) — A
fliggvény egyértelmti: maga is az lires halmaz. Hasonléan minden egy elemd halmaz termindlis,
ugyanis az f : A — {t} fiiggvényt csak ugy lehet definidlni, hogy minden elemet ¢-be vigyen. A
parcidlisan rendezett halmazok kategoéridiban a kezdeti elem a halmaz egy abszoltt minimuma, a
terminélis elemek abszolut maximumok.

Egyszertien belathato, hogy barmely két terminélis elem egymaéssal izomorf, hasonlé igaz az allitas
dualisira: a kezdeti elemek is izomorfak egymaéssal.

2.2.16. Definicié Legyen C és D két kategoria. Definidljuk a C x D direktszorzatot.

Egy (C, D) C x D-beli objektum a Cyp-beli C és Dy-beli D objektumok rendezett parja. Egy (f,g) :
(C,D) = (C',D") C x D-beli él az f : C — C' C-beli és g : D — D' D-beli élekbsl alkotott par.
(C, D) identitas éle legyen (idc,idp), végiil ha (f',¢") : (C',D") — (C",D") egy masik él, akkor a
kompozicié legyen:

(f',g) o (f,9) = (f'of,g'o9):(C,D)— (C",D")

Egyszertien belathaté, hogy az igy definialt C x D is kategoria. Ehhez hasonléan definidlhaté a ket-
ténél tobb komponensd direktszorzat is, és ha a direktszorzat komponensei ugyanazok a kategoridk,
hasznaljuk a szokasos C2, C3, ..., C" jeléléseket.

Funkcionilis programnyelvek, mint kategoriak

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a funkcionalis programnyelvek, bizonyos feltételek teljesiilése
mellett, tulajdonképpen kategoéridkként is felfoghatok. Nem célunk a teljesség, csak egy egyszert,
modellt adunk, azonban ezt tovabb finomitjuk a késébbiekben bemutatasra keriil¢ kategoériaelmé-
leti fogalmak segitségével. A modell bevezetésének {6 oka, hogy [Moggi 69] egy hasonl6 modellre
tdmaszkodott, mikor a monédokat a szamitdsok absztrakciojaként kozelitette meg.

Az alabbi modell csak egy példa a kategoriaelmélet és a szamitastudomany osszefonodasara, sok
hasonlét lehetne talalni, példaként emlitjiikk a dedukcids rendszerek kategériaelméleti megfogalma-
zasat, amit [1] 6todik fejezete is targyal.

Egy funkcionélis programnyelvet durvan tgy hatarozhatunk meg, mint egy olyan programnyel-
vet, ami néhany beépitett adattipust tartalmaz, ezek kozt midveleteket definial, és vannak olyan
konstruktorai, amivel a meglevé mtiveletekbdl tjakat hozhatunk létre, illetve tjakkal bévithetjiik a
meglevd tipusok halmazat. A tisztan funkcionélis nyelvekbél hiadnyzik a valtozok és az értékadasok
fogalma.

Egy funkcionélis programnyelv, tehat a kovetkezs Osszetevikkel rendelkezik:

FPL-1: a nyelv altal definialt egyszerd tipusok
FPL-2: minden tipushoz léteznek konstansok
FPL-3: tipusok kozotti miiveletek, fiiggvények

FPL-4: tipusokra, és miiveletekre alkalmazhat6 konstruktorok a szarmaztatott adattipusok és mu-
veletek definidlasahoz.



2.2. Kategoridk 8

A nyelv felfoghat6 a primitiv adattipusokbdl szarmaztathat6 tipusok, és a primitiv miveletekbdl
szdrmaztathaté miveletek Osszességeként. Itt a primitiv szot a nyelv altal definialt alaptipusokra
és miiveletekre hasznaljuk a konstruktorokkal szarmaztatottakkal szemben. Ha harom feltételezés-
sel éliink a funkciondlis programnyelvekrél, és tesziink egy apr6 valtoztatast a fentiekben, azonnal
lathato, hogy egy L funkcionélis nyelvhez hogyan rendelhetiink egy C(L) kategoriat.

A-1: Feltételezziik, hogy létezik egy identitas mivelet (id4) minden A tipushoz, ami alkalmazasakor
visszaadja a paraméteriil kapott értéket.

A-2: Bevezetiink egy tovabbi tipust, amit 1-el jeloliink. C(L)-ben minden A tipust ¢ konstanshoz
bevezetiink egy ¢: 1 — A iranyitott élet.

A-3: Feltételezziik, hogy a nyelv tartalmaz egy kompozicié konstruktort, ami egy olyan f miive-
letbdl, ami A tipusu értékekhez B tipusi értékeket rendel, és egy olyan g-bdl, ami B tipusi
értékekhez C tipustakat rendel, létrehoz egy A-rol C-re képez6 miiveletet (programot), f-nek
és g-nek a szokasos értelemben vett kompozicidjat, jelolésben f;g-t.

A-4: Végiil feltételezziik, hogy L miiveletei teljesen definialt fliggvények.

A funkcionalis programnyelvek altalaban teljesitik az A-1 és A-3 kikotéseket, azaz vannak identikus
miveleteik és kompozicié konstruktoraik. Az A-2 feltételre csak technikai okokbol van sziikségiink,
a nyelv kifejezGerején ez nyilvan nem valtoztat, rdaadasul 6sszhangban van [Csorny| meglatasaval,
miszerint a funkcionalis vildgban minden fiiggvény, és csak az emberi képzelet lattat veliink konstan-
sokat a fliggvények mogé. Egyediil A-4 jelentene komoly megszoritdst, hiszen igy példaul a nullaval
valo osztést is értelmezniink kellene, azonban a modell agynevezett bottom-elemek (L) bevezetésével
finomithaté, igy ezt a feltételt ki is tudjuk valtani.

A fiiggvénykompozicié asszociativ mitvelet, abban az értelemben, hogy ha valamely f,g, h-ra
(f;9); h definialt, akkor f;(g;h) is definialt, és a két mivelet megegyezik. Az A-1 és A-3 feltételek
egylitt azt jelentik, hogy tetszéleges f : A — B esetén f;idp és ida; f is definialt, és mindkettd
megegyezik f-fel. Azaz f = f;idp ésida; f = f.

A fenti feltételek mellett egy L funkcionélis nyelvhez a kovetkezs C(L) kategoriat rendelhetjiik:

FPC-1: C(L) objektumai legyenek L tipusai - pontosabban az objektumok legyenek a tipusértékek
halmazai.

FPC-2: L primitiv és szarmaztatott miveletei legyenek C(L) iranyitott élei.

FPC-3: Az iranyitott élek forrdsa legyen a megfelel§ miivelet paraméterének tipusa, a végpontja
pedig a midvelet eredményének tipusa. Maga az él legyen egy fliggvény a két halmaz kozott,
hasonléan Set éleihez.

FPC-4: A kategoria kompozicidja legyen L kompozicié konstruktora (forditott sorrendben irva a
paramétereket).

FPC-5: Az identitas élek legyenek az identitas miiveletek.

Megjegyezziik, hogy ha a funkcionalis nyelv tartalmazza a fiiggvénydefinicié konstruktorat, akkor
C(L) Set-hez hasonléan a tipusok kozotti osszes leképezést tartalmazza. A tovabbiakban gyakran
feltessziik, hogy L-re teljesiil ez a feltétel is.

Figyeljiikk meg, hogy C(L) csak egy modellje L-nek, hiszen mig C(L)-ben f;idp = f, addig
L-ben ez két kiilonb6z8 programot jelentene.
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2.2.17. Példa Nézziink egy konkrét példat. Legyen L-nek hdrom alaptipusa: a természetes szamok
tipusa (N AT), a logikai értékek tipusa (BOOLEAN) és a karaktereké (CHAR). A miiveletek:

(i) NAT-nak van egy konstansa 0 : 1 — NAT a természetes szamok 0 eleme, és a halmaz szokasos
rakovetkez§ mrtivelete succ: NAT — NAT.

(ii) A BOOLEAN tipusban van két konstans true, false : 1 — BOOLEAN, és egy negici6
miivelet = : BOOLEAN — BOOLEAN a kovetkezs definicioval: — o true = false és —o
false = true.

(iii) CHAR minden karakterhez tartalmaz egy c: 1 — C' HAR konstanst.

(iv) Legyen két tipuskonverziés miveletiink is. ord : CHAR — NAT és chr : NAT — CHAR.
Ezekre érvényes, hogy: chr o ord = idogar (chr-t felfoghatjuk tgy, hogy a konverziot modulo
a karakterek szama szerint végzi, igy értelmes minden természetes szamra.)

Egy példaprogram lehetne a rakovetkezs karakter meghatarozésa: next : CHAR — CHAR.
next = chr o succ o ord. Az L-hez rendelt C(L) kategoridban next egy iranyitott él lesz csakugy,
mint az Osszes fliggvénykompozicid, de nézziik meg pontosan, mi lesz az L-hez kapcsolodo kategoria:

F-1 C(L) négy objektumot tartalmaz: a harom beépitett tipust, azaz NAT-ot, CH AR-t,
BOOLEAN-t, valamint az 1-et.

F-2 C(L) iranyitott élei a nyelv programjai, ahol az ekvivalens programokhoz azonos élek tartoznak,
azaz példaul a fenti next = chrosuccoord : CHAR — CHAR és a chrosuccoordochroord :
CHAR — CHAR egyenlsk (iv) miatt.

N AT konstansai felirhaték succo succo...osucco succo( alakban, ahol succ véges sokszor fordul
el6. Ezeket el is nevezhetjiik a természetes szdmok halmazanak elemeivel. Legyen 1 = succ o 0, és
indukciéval, ha az n természetes szdmhoz mar rendeltiink értéket, akkor legyen n + 1 = succon.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy C(L) minden L-ben megirhatoé programhoz tartalmaz egy élet,
igy példaul a kovetkez6hoz is:

(+2) : NAT —- NAT

(+2)(m) = succ o succom

Felmeriil a kérdés, hogy mit kezdjlink a tobbvaltozos fliggvényekkel, hiszen jelen pillanatban
még az Osszeadast sem tudjuk kifejezni. Els§ otletiink a direktszorzatok bevezetése lenne, tehat
feltételezhetnénk, hogy C(L) tartalmazza L alaptipusainak direktszorzatait is, igy a tobbvaltozos
fliggvények a matematikiban szokdsos médon direktszorzatokon lennének értelmezve, azaz példaul:

f:AxB—>C

alakban. Egészitsiik is ki a modelliinket:

FPC-6 barmely két A)B C(L)-beli objektumhoz tegyiik fel, hogy létezik az A x B objektum, a
halmazok szokasos direktszorzata.



2.2. Kategoridk 10

Ezzel tulajdonképpen a kés6bb bevezetésre keriil "direktszorzat" tipuskonstrukciés miveletet is
megalapoztuk. Itt jegyezziik meg, hogy a fenti konstrukciéval még mindig Set-en beliil maradunk:
az objektumok megfeleltethet6k Set-beli objektumoknak, tehat nem fordulhat els, hogy az eredmény
esetleg "tul nagy" lesz.

Sziikségiink lesz az élek bévitésére is, két élhez bevezetjiik a kezdGpontjaik direktszorzatdbol a
végpontjaik direktszorzataba vezets élet a kovetkezSképpen:

FPC-7 Egy f: A— Bésegy g: C — D C(L)-beli élre legyen az
fxg:AxB—>CxD

él az a fliggvény C(L)-ben, amire tetszéleges (a,b) € A X B elem esetén:
(f x g)(a,b) = (f(a),g(b)) (2.1)

A funkcionalis programnyelveket ismertk, azonban vitatkoznanak ezzel a megoldassal, 1étezik
ugyanis a "currying"-nek nevezett eljards, ami lényegében arrél szol, hogy az

ftAxB—=C

értelmezés helyett f-et olyan egyparaméteres fliggvénynek tekintjiik, aminek az értéke egy a € A
helyen maga is egy fliggvény, ami jelen esetben B — C' tipusi:

fl:A—=(B—-C)
erre teljesiil, hogy minden a € A, b € B esetén

f(a,b) = f'(a)(b)

A mi megoldasunkkal az a baj, hogy nem tudunk benne fiiggvény tipusi értékeket hasznélni, igy
hidnyzik példaul az f'(a) lehetSsége is. Rdadéasul a funkcionalis programnyelveket hasznalok gyakran
adnak it fliggvényeket paraméterként, tehat mindenképpen tovabb kell béviteniink modelliinket.

2.2.18. Definici6 Egy C kategoriat cratesian-closed-nak neveziink, ha:
CCC-1: létezik terminalis eleme (1).
CCC-2: minden A, B € Cy objektumhoz létezik ezek A x B direktszorzata.

CCC-3: barmely két B, C' C-beli objektumhoz létezik a [B — C] objektum és egy eval : [B —
C] x B — C él C-ben, amire teljesiil, hogy minden f : A x B — C él esetén egyértelmiien
létezik egy Af : A — [B — C] él ugy, hogy

f=evalo \f x idp
amit dbraval agy szemléltethetnénk, hogy az alabbi kompozicié éppen f:

Af X idp eval

AxB [B—+C|xB—B
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Megjegyezziik, hogy a definicié nem teljesen egzakt, precizen a direktszorzat altalanos definici6jara
kellene épiteni, amire terjedelmi okokbol nem tériink ki. Erdekességként megemlitjiik, viszont, hogy
azért kell a direktszorzatot altalanosan meghatarozni, mert tobb struktira is rendelkezik ugyana-
zokkal a tulajdonsagokkal. (Példaul az A x B rendezett parjait megadhatnank forditott sorrendben
is.)

Most az a kérdés, hogy mi kéze a cratesian-closed kategoridknak C(L)-hez. Ha megnézziik a
felteteleket, lathato, hogy C(L) teljesiti a CCC-1 és CCC-2 kikotéseket, hiszen van terminélis eleme
és direktszorzatai. Csak a CCC-3 feltétel teljesiilését kell megoldanunk valahogy, és ez vezet el a
"currying" probléma megoldasihoz.

Vegyiik hozza C(L) objektumaihoz tetszéleges B és C objektum esetén az [B — C] halmazt ugy,
hogy elemei legyenek az C(L)-beli B — C fiiggvények.

Mivel a C(L)-beli élek fiiggvények, igy az eval : [B — C] x B — C él adott B,C € C(L)( esetén
maga is fliggvény lesz. Ezt nagyon egyszerten definialhatjuk, hiszen [B — C]-t éppen az el6bb adtuk
meg a B — C fiiggvények halmazaként. Legyen tehat b € B esetén

eval(f,b) = f(b) (2.2)

Ez a vélasztds meg is felel az él (eval) tipusara tett kovetelményeknek. Végiil meg kell adnunk
minden f: Ax B — C élhez az Af : A — [B — C] élet. Mivel ez egy olyan fiiggvény, ami A-beli
elemekhez B — C filiggvényeket rendel, igy azt is meg kell mondanunk, hogy az a € A ponthoz
rendelt fiiggvény hogy mikddik egy b € B-ben. Legyen tehat:

(Af)(a)(b) = f(a,b) (2:3)

(A zardjelet csak a hangstlyozas kedvéért irtuk A\f koré.) Az nyilvanvalo, hogy az igy definialt Af
egyértelmd, tehat csak az a kérdés, hogy teljesiil-e CCC-3 utolsé feltétele, azaz:

f L eval o A\f X idp
Nézziik elemenként, tetszéleges a € A, b € B-re:
(eval o (A\f x idp))(a,b) =
a kompozicié a szokasos fliggvénykompozicio C(L)-ben, igy:
= eval((Af x idg)(a,b)) =
a X-t komponensenként definidltuk 2.1-ben fliggvényekre, tehat:
= eval((Af(a),idp(b))) =

idp az identitas fliggvény:
= eval((Af(a),b)) =
eval 2.2-beli definiciéja miatt:
= (Af)(a)(b) =
végiil (Af)(a) 2.3 definiciojat felhasznalva:

= (Af)(a)(b) = f(a,b)



2.3. Funktorok 12

Ezzel az allitast bizonyitottuk: a fent leirtaknak megfelel6en kibovitett C(L) egy cratesian-closed
kategoria. Most nézziik meg mi torténik, ha feltessziik, hogy L-ben felirhat6é a természetes szamok

Osszeadésa:
+: NAT x NAT — NAT

Egyrészt ennek kozvetleniil megfelel egy + fiiggvény C(L)-ben, mésrészt létezik a A+ fiiggvény is,
és (A+)(n) valamilyen n € NAT természetes szamra az a fliggvény lesz, ami a paraméteréhez n-et
ad hozza.

2.3. Funktorok

2.3.1. Funktorok

A funktor lényegében egy struktura megérzs leképezés két kategoria kozott. Nekiink elsGsorban a
tipuskonstruktorok bevezetéséhez lesz ra sziikségiink, de ismertetjiik egyéb tulajdonsagaikat is. Mivel
a kategoéridkat grafokbdl szdrmaztattuk, a struktira &rzés részben azt jelenti, hogy a funktoroknak
a két kategoria kozotti graf homomorfizmusoknak kell lenniiik, de nézziik a pontos definiciét.

2.3.1. Definici6 Funktor
Legyen C és D két kategoria. Jelolje F' : C — D azt az Fy : Cy — Dy és Fy : C; — Dy, fiiggvénypart,
amelyre teljesiil, hogy:

F-1 ha f: A — B C-ben, akkor Fi(f) : Fy(A) — Fy(B) D-ben;
F-2 C minden A objektumara: F(ida) = idp,(a);

F-3 ha g o f definialt C-ben, akkor F(g) o Fi(f) is definialt D-ben, és Fi(go f) = Fi(g) o Fi(f) ;

ekkor F-et funktornak nevezziik.

A definicibban F-1 pontosan azt mondja ki, hogy F' graf homomorfizmus. Az F-2 kikétés miatt F
meglrzi az identitds éleket, mig F-3 szerint F' az élek kompoziciojat a képek kompoziciojaba viszi.

A szokésos jeldlésmbédnak megfelel6en F-et hasznélni fogjuk Fy és F helyett, azaz A objektum
és f él esetén hasznaljuk az F(A) := Fy(A) és F(f) := Fi(f) jeloléseket. Ez nem okoz zavart a
kés6bbiekben, és egyszertisiti a jelolésrendszeriinket. Tovabbi egyszertsitésként néha a zarodjeleket is
elhagyjuk és a funktort operator alakban hasznéaljuk: F A, F f ...

2.3.2. Példa Egyszertien belathato, hogy egy f : M — N monoid homomorfizmus funktort general
C(M) és C(N) kategoriak kozott. Mivel C(M)-nek és C'(N)-nek csak egy-egy objektuma van, igy a
keresett F' homomorfizmus az objektumokon csak gy definidlhaté, hogy egyiket a mésikra képezi.
F-et az élekre f-nek megfelelGen definidljuk, azaz egy tetsz6leges "a" C(M)-beli élhez az f(a) C(N)-
beli élet rendeljiik, ami létezik, hiszen f homomorfizmus, és a kategoriak élei a megfelel6 monoidok
elemeivel cimkézettek. Ekkor az objektumok egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy F teljesiti az F-1
kikotést, és f homomorfia tulajdonsiga miatt fennéll F-2 és F-3 is.

A dolgot megforditva az is igaz, hogy a két kategoria kozotti funktorok monoid homomorfizmusokat
generédlnak.
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2.3.3. Példa Legyenek C(S,a) és C(T, ) az S és T parcialisan rendezett halmazok 4ltal generalt
kategoridk. Egy F : C(S,a) — C(T, ) funktorra F-1 miatt fennall, hogy barmely z,y € S esetén,
ha létezik él z-bdl y-ba, akkor létezik él F(z)-bsl F(y)-ba C(T,3)-ban. Ez az élek definicidja miatt
mas szoval azt jelenti, hogy ha zay teljesiil, akkor F(z)SF (y) is fennall.

Megjegyezziik, hogy az ilyen tulajdonsagi F-et monotonnak szoktédk nevezni, tovabb4 az F-2 és F-3
kikotéseknek ebben az esetben nincs megszorito ereje, hiszen a szobanforgd kategoridkban két objek-
tum kozott csak egyetlen él lehet, igy a feltételek arra egyszertisodnek, hogy egy-egy él 6nmagéaval
egyenld.

2.3.4. Példa Kategoriak kategoriaja

Ebben a példdban definidlunk egy kategoriat, Cat-ot, aminek a kis kategoridk az objektumai, és
élei a kategoriak kozotti funktorok. Legyen egy Cat-beli C objektumra ide az id : C — C identitéas
funktor. Funktorok kompozicioja pedig legyen a graf homomorfizmusként vett kompoziciojuk, azaz
ha F:C —- Dés G:D — &, akkor legyen G o F(C) = G(F(C)) minden C-beli C objektumra, és
GoF(f) = G(F(f)) minden C-beli f élre. Egyszertien belathato, hogy ez a kompozicié funktorokbol
funktorokat képez, és az igy definialt Cat valéban kategoria.

2.3.2. Diagramok

Nem tériink ki a diagramok formalis definiciojara, ezzel kapcsolatban [1]-re utalunk, de hasznélni
fogjuk a diagram érvényességének fogalmat. Lényegében arrél van sz6, hogy felrajzolunk egy gréfot,
és azt mondjuk, hogy az igy kapott "diagram" érvényes, ha akarhogy valasztunk benne két objek-
tumot, a koztiik levs irdnyitott utak egyenlSk. Tipikus példa a négyzetes diagram, ehhez vegyiik a
Set kategoriat és e, f, g, h fliggvényeket:

A—° . B

g f

C D
h

Ez a diagram akkor érvényes, ha foe=hog.

2.3.3. Bifunktorok

A funkciondlis nyelvek tipusainak modellezésénél sziikségiink lesz a binéris funktorok (bifunktorok)
fogalmara. Ez tulajdonképpen nem mas, mint a funktorok egy specidlis esete, de felfoghatd kétpa-
raméteres funktorként is.

2.3.5. Definicié Legyen C egy kategoéria. Ekkor az F' : C x C — C leképezést bifunktornak
nevezziik, ha:

BF-1: minden f és g C-beli él esetén
F(f,g) : F(kezd(f),kezd(g)) — F(veg(f),veg(g)) C-nek egy éle;

BF-2: F megérzi a kompoziciot, azaz F(fog,hok) = F(f,h)oF(g,k), ha fog és hok értelmezett.

BF-3: F meg6rzi az identitas éleket: F(ida,idp) = idpa,p), ha A és B Cp elemei.



2.3. Funktorok 14

2.3.6. Megjegyzés A feltételek pontosan azt jelentik, hogy F egy funktor a C x C és C kategoriak
kozott, de fontossaga miatt kiilon nevet adtak neki.

Két egyszert kapcsolatra mutat ra az aladbbi allitas.
2.3.7. Alitas Ha @ egy bifunktor valamilyen C kategoria folott, és A € Cp, akkor az
(A®)B:=AoB

(AD)f :==1ida® f

definicioval értelmezett A® leképezés C endofunktora. (Az 4llitas pérja is érvényes, azaz a méasodik
argumentumot is rogzithetnénk.)
Tovabba legyen adott két endofunktor F és G C f6lott, valamint legyen @ : C X C — C egy

bifunktor, ekkor az
(Fa'G)A = (FA) @ (GA)

(F&'G)f = (Ff)®(Gf)

utasitdsokkal értelmezett @' C endofunktora. Ezt a tulajdonsagot az angol irodalom [ifting-nek
nevezi.

Bizonyitas
A bizonyitas a definiciok egyszert kivetkezménye, itt most nem foglalkozunk vele.

Mielstt a tipusok modellezésére ratérnénk, nézziink meg két, a tovibbiakban fontos szerepet
jatszo, bifunktort.

2.3.8. Példa C(L)-ben bevezettiik a tipusok direktszorzatait, és megadtuk az élekhez rendelt di-
rektszorzatot is, ezzel tulajdonképpen egy Xx-tel jelolt bifunktort adtunk meg, idézziik fel a definiciét.
Ha A és B keét tipus, f: A — C és g: B — D két fiiggvény, akkor:

AxB=1{(a,b) | a€ A,b € B}

fxg:AxB—-CxD

(f x 9)(a,b) = (f(a), 9(b))

A BF-1 feltétel pontosan a definicio méasodik sora. A BF-2 feltétel abbol kdvetkezik, hogy fiiggvények
direktszorzatat komponensenkénti végrehajtassal értelmeztiik, és a kompozicio C(L)-ben a fiiggvé-
nyek szokéasos kompozicioja. Végiil BF-3 azért teljesiil, mert egy él pontosan akkor A x B identitéas
éle, ha komponensenként identitasként miikodik. Ezzel belattuk, hogy

x:C(L) x C(L) — C(L)
valoban bifunktor. (A jelolés azért lehet furcsa, mert a kategoridk direktszorzatait is x-el jel6ltiik.)

2.3.9. Példa Vezessiink be egy mésik bifunktort is, ez a direktszorzathoz hasonléan szintén egy
fontos tipuskonstrukcios eszkoz lesz. Vegyiik hozza C(L) objektumaihoz a kovetkezs "diszjunkt unio"
objektumokat:

A+ B = {inl(a)|la € A} U {inr(b)|b € B}
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Ahol inl és inr fliggvények arra szolgilnak, hogy elkiilonithessiik egyméstol a két halmaz elemeit.
Definidlhatjuk 6ket példaul igy:

inlay(a) = (0,a)

inra18(b) = (1,0)
ahol a € A, b € B, 0 és 1 pedig a NAT tipus két konstansa, de barmilyen két kiilonb6z8 konstans
megteszi, s6t tulajdonképpen csak az az érdekes, hogy inla+p és inraip értékkészlete diszjunkt
legyen. A tovabbiakban az A + B alséindexet elhagyjuk, mert a kérnyezetbdl mindig vilagos lesz,
hogy éppen melyik diszjunkt uniéhoz kapcsoldédé inl, inr fliggvényrsl van szo.

Vezessiink be tovabbi éleket is. Legyen f: A > C ésg: B — D és

(f+9):A+B—-C+D
[ inl(f(a)), ha z = inl(a) valamely a € A-ra
(f+9)(=) = { inr(g(b)),  ha z =inr(b) valamely b € B-re

Az igy kapott
+:C(L) x C(L) = C(L)

leképezés bifunktor, ami az el6zé példaval analog moédon egyszertien belathato. Végiil vezessiink be
egy-egy élet minden C' 4+ C (C € C(L)y) objektumhoz:

un:C+C —=C
un(z) = a,  haz =inl(a) valamely a € C-re
1 b, ha z = inr(b) valamely b € C-re
Ezzel egy f: A — C ésegy g: B — C filiggvényhez az

fVvg:A+B—C
fliggvényt rendelhetjiik a kovetkezéképpen:

fVvg=uno(f+g)

A definiciénak a kés6bbiekben még nagy hasznat vessziik. Egyel6re annyit jegyezziink meg roéla,
hogy a diszjunkt uni6é aktudlis eme alapjan kivalasztott fliggvény végrehajtisa utdn nem C + C-
b6l vesziik az eredményt, hanem elhagyjuk a direkt Osszeget és egyszertien C-be képeziink (a két
fiiggvényt mintegy Osszefésiilve).

2.3.4. Funktorok és tipusok

Eddig els6sorban L miiveleteivel foglalkoztunk, és azt mondtuk, hogy ezek a modellezs C(L) katego-
ria élei. Tettiink bizonyos megfontolasokat C(L) objektumairol is. Kikotottik, hogy a kategorianak
tartalmaznia kell egy kitiintetett objektumot, egy terminalis elemet, aminek segitségével a nyelv
konstansait definidltuk. Ezt az elemet jel6ltiik 1-el. Most megvizsgaljuk, hogy még milyen feltéte-
leknek kell ahhoz teljesiilni, hogy a kategdria Osszetett tipusok modellezésére is alkalmas legyen.
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Egyszeri tipusok

Kezdjiik a konstansokkal. Az alabbi példa Haskellben definialja a Constant tipust, aminek egyetlen
tipusértéke Const.

data Constant = Const

A gondolatmenet mindig az lesz, hogy azonositjuk a kérdéses tipus szerkezetét, azaz keresiink egy
olyan objektumot, amivel izomorf az uj tipus. Fel kell tenniink azt, hogy a kategoria elég sok egy-
maéssal izomorf objektumot tartalmaz, ugyanis a tipusokat a neviik segitségével azonositjuk. Feltéte-
lezziik, hogy a nevek valamilyen rogzitett abécé folotti véges hosszt sorozatok elemei, igy a rendszer
elég gazdag lesz tipusokban, ha feltessziik, hogy minden objektuméhoz tartalmaz megszamlalha-
téan végtelen sok mésik, ezzel izomorf objektumot. A tovabbiakban ezzel nem is foglalkozunk, mert
mindegy, hogy a sok egyforma objektum koziil melyiket valasztjuk ki egy-egy tipus bevezetésekor, a
lényeges kérdés a tipus bels6 szerkezete.

A konstansok esetén kiilonosen egyszert dolgunk van, hiszen nyilvanvald, hogy az 10j tipus izomorf
a rogzitett terminalis elemiinkkel, 1-el. Tehat a példaban szereplg Constant tipus egy tetszGleges
ezzel izomorf objektum C(L)-ben. Mivel a kategoéria el6re tartalmaz minden szébajohets élet az
objektumai kozott, igy tartalmaz egy élet 1-bél Constant-ba is. Mésrészt, mivel mindkét objek-
tum egyelemid halmaz, csak egyetlen ilyen él 1étezik, valasszuk ezt Constant adatkonstruktoranak,
Const-nak.

A masodik 1épés a felsorolasi tipusok bevezetése. Nézziink egy Haskellben megirt példat:

data Day = Mon | Tue | Wed | Thu | Fri | Sat | Sun

Feltettiik, hogy a kategoria tartalmazza az objektumainak diszjunkt uniéit, amit a + (bi)funktor
segitségével hataroztuk meg. A bifunktoroknal elmondottak altalanosithatok ketténél tobb valtozos
funktorokra is, tetsz6leges n-re bevezethets az n-valtozéds diszjunkt unié funktor, ehhez azonban fel
kell tenniink C(L)-r6l, hogy objektumai kozott szerepelnek az igy létrehozhaté halmazok is.

Ha a hetedrendi diszjunkt uni6é funktort dgy alkalmazzuk, hogy minden argumentumaénak az 1
objektumot vélasztjuk, nyilvanval6, hogy a keresett Napok tipussal izomorf objektumot kapunk. Az
1 elembdl a tipusba hét kiilonbozs él vezet, ezek adjak az 4j tipus adatkonstruktorait.

Az uni6 tipuskonstrukcio

Az a feltételezés, hogy C(L)-ben definidlhaté az n-valtozos funktor, tobbek kozott azt jelenti, hogy
C(L) zart az objektumok diszjunkt uniojanak képzésére nézve, hiszen a funktor tipusa

C(L)" — C(L)

Ebbél kovetkezik, hogy a felsoroldsi tipusok bevezetésénél joval tobbet tettiink az elézé 1épésben,
ugyanis gyakorlatilag bevezettiik a diszjunkt uni6 tipuskonstruktort. Az aldbbi példa Haskellben
szemlélteti a konstrukcié hasznélatat:

data Maybelnt = Just Int | Nothing

A Haskell programozok jol ismerik ezt a tipust, pontosabban azt a valtozatat, amikor az Int helyén
egy tipusparaméter 4ll. Az eredeti valtozat egyfajta kivételkezelési lehet&séget ad, amit a késébbiek-
ben hasznalni is fogunk. Igy tipusparaméter nélkiil meglehetésen redukalt az alkalmazhatosagi kore,
de hamarosan lesznek eszkozeink arra is, hogy a teljes véltozatot is leirhassuk.
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Egyel6re azonban elégedjiink meg ezzel, ha megnézziik a szerkezetét, lathatd, hogy izomorf az
Int+1

tipussal, amirdl a felsorolasi tipusok bevezetésekor feltettiik, hogy ha az Int egy L-beli tipus, akkor
ez is eleme C(L)p-nak.

A direktszorzat tipuskonstrukcio

A Haskell nyelvben a kovetkezs szintaxissal hozhatunk létre direktszorzatot:

data Complexlnt = Cons Int Int

A ComplexInt tipust komplex egészek taroldsara hasznalhatjuk.
A bifnuktorok targyalasanal bevezettiik a x miveletet. Ehhez feltettiik, hogy C(L) tartalmazza
a tipusaibol készitett rendezett parokat. Nyilvanvald, hogy a keresett tipus izomorf az alabbival:

Int x Int

igy C(L)-ben megadhaté a ComplexInt tipus is. A x miivelet is altalanosithaté n-valtozos esetre,
ehhez csak azt a tovabbi feltételezést kell tenniink, hogy a tipusok rendezett n-esei is C'(L) objektu-
mai. Igy tébbtényezds direktszorzatokkal is kibovithetjiik a kategoriat.

Rekurziv struktarak

Ahhoz, hogy igazdn hasznos tipusokat definidlhassunk sziikségiink van olyan eszkodzdkre, amivel
rekurziv struktdarakat irhatunk le. Ezért két 1épésben erre is bemutatunk egy egyszerti modszert [13]
nyoman.

Vegyiik példaként az alabbi két Haskell-ben megirt tipusdefiniciot:

data IntList = Nil | Cons Int IntList
data List a Nil | Cons a (List a)

Mindkét definici6 listakkal kapcsolatos. IntList elemei Int tipustak. IntList-et monomorfnak
nevezziik ellentétben a maésikkal, ahol a tipuskonstruktornak van egy tipusparamétere, ami megje-
lenik az adatkonstruktorokban is. List tulajdonképpen a tetszGleges elemd listak Osszegytjtésére
szolgal, és ha az "a" helyére Int-et irunk, IntList-el izomorf tipust kapunk. A paraméterezhetGség
miatt List-et polimorfnak nevezziik, és mivel csak egy paramétere van azt mondjuk, hogy ez egy
unéris tipuskonstruktor.

Monomorf adattipusok

Kezdjiik a monomorf esettel, mert ez az egyszertibb, és segitségiinkre lesz a polimorf eset kapcsan
is. Az eddigiekben bemutatott példdk mindegyike monomorf tipus volt, igy az egyetlen tjjdonsig a
rekurzié jelenléte.

data IntList = Nil ] Cons Int IntList
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IntList azért rekurziv, mert a Cons adatkonstruktor mésodik paramétere IntList, igy a tipus
definialdsdhoz onmagat is felhasznaljuk. Miel6tt azonban erre ratérnénk, elsé feladatunk, hogy az
altalanos esetben el6forduld tipusdefinicidkat valamilyen kozos alakra hozzuk. A probléma az, és
ez vezet a megoldas kulcsahoz, a konstruktorok valtozatossidga. A funkcionélis nyelvek megengedik,
hogy egyszerre tobb konstruktort hasznaljunk, ezek lehetnek konstansok, vagy fliggvények is, s6t a
fliggvényeknek eltérs lehet az aritasa.
A konkrét példat tekintve az IntList konstruktorai a kovetkezsk:

Nil :: IntList

Cons :: Int — (IntList — IntList)
Haladjunk visszafelé. A harmadik problémat tgy oldhatjuk meg, hogy a "currying" eljarast meg-

forditjuk, azaz a fliggvények argumentumait Gsszecsomagoljuk egyetlen rendezett n-esbe. Példaul a
fenti Intlistben a Cons tipuskonstruktorbdl a kovetkezd unaris konstruktort kapjuk:

Cons :: Int x IntList — IntList

A maésodik probléma a konstans konstruktorokkal van. Ezeket olyan fliggvényekké alakitjuk, amiknek
értelmezési tartoméanya az "1" tipus. Példaul:

Nil :: 1 — IntList

Végiil az els§ probléma a konstruktorok tetszéleges szama volt. Ennek kikiiszoboléséhez a diszjunkt
uni6 tipust fogjuk felhasznalni, és egyetlen konstruktorba fogjuk Ossze Gket.

Nézziik a konkrét esetet. Most csak két konstruktorunk van, igy a formaélisan is definidlt +
bifunktort hasznalhatjuk. Az eredmény tipusédval, azonban Gjabb probléma meriil fel.

Nil + Cons :: 1 + (Int x IntList) — IntList + IntList

Ennek az az oka, hogy + egy bifunktor, igy fiiggvényekre csak ugy definidlhattuk, hogy az eredmény
is egy diszjunkt unié legyen. A bifunktorok definici6janak els6 pontja ugyanis:

BF-1: minden f és g C-beli él esetén
F(f,9) : F(kezd(f), kezd(g)) — F(veg(f),veg(g)) C-nek egy éle;

Szerencsére a + bevezetésekor definidltuk a V miveletet is:

[V g=uno(f+g)
ahol:

a,  haz =inl(a) valamely a € C-re
un(z) = :
b, ha x = inr(b) valamely b € C-re
Igy + helyett a V mitvelettel dsszekapcsolva a konstruktorokat az eredmény tipusa:
Nil v Cons :: 1 + (Int x IntList) — IntList

Végiil egyetlen konstruktorunk maradt Nil vV Cons. Az értelmezési tartomany valamilyen ti-
puskifejezés, ami tulajdonképpen egy funktornak az IntList-re valé alkalmazdsaként foghaté fel.
A funktor konkrétan:

FIntList Y =1 + (Int X Y)
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és
Frotpise ¥ = idy + Gde x F)

Az altalanos esetben ugyanigy jarhatunk el, csak be kell vezetniink a V mitivelet tébbvaltozos megfe-
lelGjét, de ez nem okoz kiilondsebb problémét. Ezzel megoldottuk, hogy rekurziv monomorf adattipu-
sok definici6jdhoz egyetlen konstruktort hasznéljunk. Raadédsul a konstruktor értelmezési tartomé-
nya egy tipus képe valamilyen funktorra nézve. Ez a funktor dgynevezett polinomialis tulajdonsaggal
rendelkezik, ami azt jelenti, hogy a konstans funktor, a diszjunkt unié és a direktszorzat funktorok
kombinaci¢javal irhaté fel. A konstans funktor szamunkra egy olyan a funktor, ami minden objek-
tumot ugyanabba a tipusba képez, az éleket pedig identitas fliggvényekbe. Belathato ([13], [14], [1]),
hogy az ilyen funktoroknak van fixpontja C(L)-ben. Ez réviden azt jelenti, hogy létezik olyan T
adattipus, amire teljesiil, hogy F'T izomorf T-vel. Ennek a formélis definidldsdhoz azonban be kell
vezetnlink néhany tovabbi fogalmat az algebrakkal kapcsolatosan.

2.3.10. Definicié6 Legyen C egy kategoéria, és F' : C — C endofunktor. Egy F-algebra egy olyan
(A, f) par, amiben A € C és f: FA — A. (Az elnevezés a szobanforgd funktor nevébdl szarmazik,
igy példaul, ha a kérdéses funktort R-nek hivjak, akkor R-algebrakrol beszéliink.)

2.3.11. Definicié A C kategéria h : A — B élét F-algebrak ko6zotti homomorfizmusnak
nevezzik, ha F C-nek egy endofunktora, (A4, f) és (B, g) két F-algebra, tovabba

hof=goFh
diagrammal:
FA ! A
Fh h
FB B
g

Egyszertien beldthat6, hogy az F-algebrdk és a koztiik definidlt homomorfizmusok kategoriét
alkotnak. Ezt (F : C)-vel jeldljiik.

2.3.12. Definici6 (F : C) egy (4, a) objektuma F fixpontja, ha "a" egy izomorfizmus F A és A
kozott.

2.3.13. Definici6 Az F :C — C funktor legkisebb fixpontja (F : C) egy kezdeti elme.

Természetesen ahhoz, hogy ez a definicié értelmes legyen sziikséges, hogy a kezdeti elemekhez tartozo
élek egyuttal izomorfizmusok is legyenek, de szerencsére ez belathato, és bizonyitasa megtalalhatd
[1]-ben.

Az 4j fogalmakkal, most mar pontosan megadhatjuk mit értiink az F polinomialis funktor altal
generalt T adattipus alatt. Ehhez egész egyszertien meg kell keresniink a Fr,¢1:s-algebrék kategorié-
janak kezdeti elemét, ami az izomorfia erejéig egyértelmd (hiszen a kezdeti elemek egyméssal mindig
izomorfak). Az igy definialt (T, in7) € (Frnipnist : C(L)) elem elss tagjat tekintjitk a T adattipusnak.
A tovabbiakban ezt egyszeriien igy fogjuk jelolni:
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T = DATA F
Azaz konkrétan:
IntList = DATA FruiList

Adoésak vagyunk még az inp : FT — T él azonositasaval. Erre igaz, hogy az F T és T kozotti
izomorfizmus egyik élével egyezik meg. Nézziik meg, mi lenne ez konkrétan Frp;r:s+-ben:

N IntList - FintListIntList — IntList
Frnipist definiciojat felhasznélva:
ingntList © 1 + (Int, IntList) — IntList
Koradbban sem Nil-t, sem Cons-t nem definialtuk, ugyanakkor mivel

Cons :: Int x IntList — IntList
Nil :: 1 — IntList

és
Nil v Cons :: 1 + (Int x IntList) — IntList

ezért valaszthatjuk NIl V Cons-et inprisi-nek. Ezzel egy 1épésben definidljuk mindkét konstruk-
tort, hiszen a mtvelet értelmezési tartomanya egy diszjunkt unid, amibgl visszakovetkeztethetiink a
két fiiggvény miikddésére az unié komponensein. iny,;rise-et konstruktornak nevezik, aminek az az
oka, hogy az az Frpirist(IntList) és IntList objektumok kozti izomorfizmus egyik dgaként, bijektiv
megfeleltetést 1étesit Fr,irist elemei és IntList elemei kozott. Fzt felhasznalva lehet@ségiink nyilik
Nil és Cons segitségével felirni INtLiSt elemeit, hiszen Nil is kivilaszt egy elemet, a Cons segit-
ségével pedig felirhatjuk a tobbit. A bijektiv megfeleltetés garantalja, hogy valoban minden elemet
fel tudunk irni.

Most definidlhatjuk példaul egy IntList-beli lista elmeit Gsszegzé sum :: IntList — Int
fliggvényt:

sum (Nil) =0
sum (Cons (a, X)) a + sum X

A funkciondlis nyelvekbdl megismert Fold fiiggvénynek is adhatunk kategéria-elméleti megfele-
16t. Mivel (IntList, NilVCons) az Frprist funktor altal meghatérozott kezdeti elem, igy a kezdeti
elem definiciéja miatt, minden més (7', a) algebraba létezik pontosan egy h : (IntList, NilvCons) —
(T, a) homomorfizmus.

Egyszertien belathat6, hogy (Int,zeroVplus) egy mésik Fpnip:st-algebra, ahol zero : 1 — Int az
egészek nulla konstansat kijelols fiiggvény, és plus : Int X Int — Int két egészhez azok Osszegét
rendel§ fliggvény.

Ekkor igaz az, hogy

sum o NilVCons = zeroVplus o Frpirist(sum) (2.4)
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Abraval:
NilvC
FlntList ———~=2"% I'ntList
Frntrist(sum) sum
FiInt Int
zeroVplus

Ennek belatashoz vizsgaljuk meg, mit jelent az Frpirise(sum) kifejezés. Mivel Frpurise funktor igy
ez definialt, hiszen sum egy fiiggvény. Az is nyilvanvalo, hogy Frnirist(sum) : Frnirist(IntList) —
Frpinist(Int), abbol, hogy sum : IntList — Int.

Emlékeztetiink a diszjunkt uni6 definiciojara:

Legyen f és g C(L) két éle, ekkor:

(f+9):A+B—-C+D

f
| inl(f(a)), ha z = inl(a) valamely a € A-ra
(f +9)(z) = { inr(g(b)), ha z = inr(b) valamely b € B-re

Frpipist-et sum-ra alkalmazva:
Frntpist(sum) = idy + (idppne, sum)

Frounist(IntList) elemei alapjan két eset lehetséges:

1. Vegyiik az inl(1)-et, mint Fr,rs¢(IntList)-beli elemet. Erre
Frnirist(sum)(inl(1)) = (id1 + (idrps, sum))(ini(1)) =
2.5 szerint
= nl(id1(1)) =

1dy alkalmazésa:
=1nl(1)

2. Ugyanakkor egy (z,l) € Int x IntList elemre:

FIntList(Sum) (Z'TL’I“(I, l)) = (Zdl + (idInt; sum))(inr(w, l)) =

2.5 szerint
= inr((idnt, sum)(z,1)) =

A direktszorzat bifunktort fiiggvényekre komponensenként definidltuk, igy az eredmény elsé tagja
mindenképpen x lesz. Pontosabban az eredmény nem egy par lesz, erre még alkalmaznunk kell az
inr() fiiggvényt is. A masodik komponens miatt két eset lehetséges sum definicioja alapjan. Tehat
az eredmény:

= inr((z,1))
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ahol
‘ { 0, ha 1=Nil

a + sum(as), ha 1=Cons(a, as)

2.4 jobboldalat majdnem ki is szdmoltuk, mar csak annyi van hatra, hogy a fenti két eset vége-
redményére zeroVplus-t alkalmazzuk. Az most mar egyszertien lathaté, hogy

0, ha 1=inl(1)

zerovplus(l) = { T+t haloin((xt))

Osszességében elmondhatjuk, hogy a jobboldal egy olyan Finirise — Int fiiggveény, ami az Frnirise-
beli listakhoz az elemek 6sszegét rendeli. Annak belatasat, hogy 2.4 baloldala is ugyanigy miikodik az
olvasora hagyjuk, a jobboldalt is csak azért irtuk ki részletesen, hogy a struktirdkkal valé szamolést
szemléltessiik.

2.4 egyenlsség jelentésége, hogy a sum fiiggvényt a két algebra, (IntList, NilVCons) és

(Int, ZeroV Plus) egyértelmiien meghatarozza, ugyanis (IntList, NilVCons) egy kezdeti elem, igy
minden mas algebraba pontosan egy olyan él vezet, ami a diagramot érvényessé teszi. Ehhez ha-
sonléan minden més F-algebrahoz, és ennek f éléhez egyértelmiien 1étezik a fenti sum-hoz hasonlé
fliggvény, ami IntList-r6l a kérdéses tipusba képez. Ez indokolja, hogy bevezethetjiikk a foldrntrist
operatort, ami tehat egy algebra f éléhez azt az egyértelmien 1étezs fliggvényt rendeli, amire teljesiil,

hogy

Nil
FIntList uvCons 1 ipist
F(foldniristf) foldrntristf
FB B
f

Megjegyezziik, hogy a Haskell fejleszt6i megirtdk a listdkra vonatkozé fold operatort (illetve
kiillonb6z6 valtozatait), és ezek segitségével definialjak példaul listak elemeinek Gsszegét is.

Polimorf adattipusok

Az el6z6 alfejezetben bemutatott IntList adattipusnak még mindig van egy nagy héatranya, hiszen a
lista elemeinek tipusa rogzitett. Szeretnénk olyan tipusokat is definidlni, ahol az alaptipus is para-
méter lehetne, példaul "a" tipusu fakat, listdkat és még sorolhatnank.

Nézziik a kovetkezd tipusdefinicift:

data List a = Nil | Cons a (List a)

Ebben az esetben List egy tipuskonstruktor. A polimorf adattipusok formalizilasdnak alapgondo-
lata, hogy bevezetiink egy bifunktort (jeloljiikk @-tel), ezutan rogzitjiikk az egyik paraméterét, végiil
vessziik az igy kapott funktor fixpontjat. Igy tetszéleges alaptipust konstrukciokat hozhatunk létre,
amit a tovabbiakban igy fogunk jel6lni:

TA = DATA(A®)
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Az ehhez kapcsolodo konstruktor tipusa:
infa: A®@TA—TA
Példaul a polimorf lista tipust a kovetkezéképpen adhatjuk meg:
ListA = DATA(A®)

ahol:
A® B=1+ (A x B)

A monomorf adattipusoknal bemutatott fold operator egyszertien altalanosithato erre az esetre,
hiszen a

TA = DATA(A®)

utasitds minden A tipushoz hozzérendel egy (TA,inra) kezdeti algebrat, amire megint teljesiil,
hogy minden méas T-algebraba pontosan egy homomorfizmus vezet. Ezzel definidlhatjuk tetszéleges
(A @ B, f) algebrahoz a foldrs f élet, a tovdbbiakban elhagyjuk az A paramétert ing4-bol és
foldr 4-bol, ezzel tulterhelve a jeloléseket. A kapott éllel mindenesetre érvényes az alabbi diagram:

N

AQTA TA
id @ foldrf foldr f
A®B B
f

A TA = DATA(A®) tipusdefinici6 minden A tipushoz rendel egy mésik tipust. Felmeriil a
kérdés, hogy nem lehetne-e valahogy ugy éltalanositani, hogy C(L)-nek egy endofunktora legyen. A
valasz igen, és ezzel azt kapjuk, hogy az egyparaméteres tipuskonstruktorok a kategoria funktoraival
modellezhetsk.

A kiterjesztéshez T-t értelmezniink kell a kategoéria f éleire. Vegyiik példaul az f: A — B élet,
és legyen T'f = foldra(inrp o (f & id)).

Abraval:
A®TA i TA
ddTf Tf (2.6)
A®TB IEY BoTB p— TB

Az 4brabol talan jobban lathat6, hogy a definicié értelmes. Annak igazolasira, hogy az igy definialt
T valéban funktor tekintsiik a kovetkezd diagramot:
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INTA

AdTA »TA
id @ Tid Tid
APTA — - APTA - TA
id @1 T A

A bifunktorok harmadik tulajdonsaga, hogy a megérzik az identitas éleket, azaz: F(id4,idp) =
idpa,p)- Ezalapjan, felhasznalva az identitds élek kompoziciéval kapcsolatos tulajdonsagat, a bal
also6 él elhagyhato:

ApTA-LTA, T4
id ® Tid Tid

ADTA TA

mra

Mivel a homorfizmus egyértelm, és id eleget tesz a feltételeknek Tid = id, azaz T az identités éleket
megdrzi.
Még a kompozicié fennéllasat kell igazolnunk:

A®TA nra TA
idoTf Tf
4
Ao TB —~ B®TRB , TB
feid NTRB
id®Tg id®Tg Tyg
4
AaTC - BoTC - CHTC - TC
f®d gDid INTe
gof@did

A bifunktorok kompoziciéra vonatkozé BF-2-es tulajdonsiga alapjan érvényesek a parhuzamos
élek a bal alsé sarokbdl indulva, a bal als6 négyszdg pedig megint az identitas élekre vonatkozd
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megfontolasok és a kompozicié miatt. Igy érvényes a kovetkezé diagram is:

A®TA A - TA

id®dTgoTf TgoTf

APTC —— AP TA -

; TC
gof®id mre

Ismét a homomorfizmus egyértelmiségére hivatkozva azt kapjuk, hogy T'(go f) = T'goT'f, amivel
bebizonyitottuk, hogy T' val6ban endofunktor.

A funkcionalis programnyelvekbél ismerjiik a map fiiggvényt, ami elemenkénti feldolgozast hajt
végre egy lista elemein. Két paramétere van: egy fliggvény és maga a lista. A definicioja valahogy
igy nézne ki a mi jeloléseinkkel:

map 2 (A > B) — List A —» List B
map £ Nil = Nil
map ¥ (Cons a as) = Cons (F a) (F as)

Irjuk fel a 2.6 diagramot is listakra:

NilvC ;
1+ A x ListA n IO ListA ListA
id +id x Listf Listf
1+ A x ListB 14+ B x ListB » ListB
BT fxid ' NilvConsrists "

Ha végigszamolnank a diagramot, belathatnank, hogy listaknal ez a bizonyos Listf fliggvény nem
més, mint map F! Ez szemléletesen elég nyilvanvald, ugyanis a diagram bal oldali és als6 része meg-
feleltethetd a fenti fiiggvénydefinicionak, mig a felsé és jobboldali ut gyakorlatilag a Listf fliggvényt
irja le (a fels§ élre csak a masik uttal valo kapcsolat miatt van sziikség). A diagram érvényességébol
pedig a két ut egyenlésége kovetkezik.

A Haskellben van egy Functor osztily. Ennek egyetlen fliggvénye az fmap, tulajdonképpen a
map altalanositasa polimorf tipusokra. A fiiggvény implementalasakor a kovetkezs feltételeknek kell
eleget tenniink:

fmap id = id
fmap F . g fmap £ . fmap g

Ezek pontosan a funktorok fiiggvényekkel kapcsolatos tulajdonsagainak Haskell-ben felirt megfelelsi,
ebbdl megint a kezdeti algebrabdl kivezetd élek egyértelmiisége miatt kovetkezik, hogy fmap egyér-
telmien definidlt és tetsz6leges egyparaméteres tipuskonstruktorbol képezett funktor fiiggvényeken
ezzel egyezik meg. Roviden tehat azt mondhatjuk, hogy az egyparaméteres tipuskonstruktorok a
nyelvben nem feltétleniil funktorok, hiszen nem mikddnek fiiggvényeken, és a Functor osztaly pon-
tosan ennek a kiilonbségnek az eltiintetésére szolgil.
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2.4. Természetes transzformacidk

2.4.1. Definicié Legyen G egy graf és C egy kategoéria. Vegyiink koztiik két graf homomorfizmust:
D,E : G — C. Ezt megtehetjiik, hiszen C tekinthets grafként is. Egy a : D — E természetes
transzformaciot kapunk, ha definidljuk az aa élcsaladot a kovetkezGképpen:

NT-1 legyen ag : Da — Ea egy €l C-ben G minden a pontjara;

NT-2 tetszéleges G-beli s : a — b élre érvényes az alabbi diagram:

Da Fa
Ds Es
Db Eb
Qap

Definialjuk természetes transzformaciok kompozicidjat is.

2.4.2. Definicié6 Legyen G egy graf és C egy kategoria. Legyen D, E,F : G — C harom graf
homomorfizmus. Legyen « : D — E és f: E — F két természetes transzformécio. Definidljuk a
Boa:D — F kompoziciot a kovetkezSképpen: minden G-beli "a" pontra: (8o a), = B4 © ag.

Egyszerten belathato, hogy a kompozicié eredménye is természetes transzformacio, csak azt kell
megmutatni, hogy az aldbbi diagram kiils§ téglalapja érvényes:

Da Ga_, Fa Pa ~ Fa
Ds Es Fs
Db ~ Eb ~ Fb
ap Bb

Ami nyilvanvaloé a két négyzet érvényességébdl (a kompozicié asszociativitasa miatt).
Még kénnyebb meggondolni, hogy minden D : G — C graf homomorfizmusnak 1étezik egy iden-
tikus természetes transzformacioja énmagara, ezt (idp)-vel jeloljiik, és ugy definialjuk, hogy az "a"

ponthoz a Da-hoz tartoz6 identitas élet rendeljiik: (idp)g = idpg.

(idp)a = tdDq

Da Da
Ds Ds
Db Db

(idp)p = idpp



2.4. Természetes transzformdcidk 27

Ebbdl az is kovetkezik, hogy rogzitett G graf és C kategoria esetén a graf homomorfizmusok a termé-
szetes transzformaciokkal kategoriat alkotnak, pontosabban egy olyan kategoériat, aminek objektumai
a G — C graf homomorfizmusok, élei pedig a koztiik levs természetes transzformaciok. A grafoknak
kategoriakra torténé homomorf leképezését modellnek is nevezik, ez indokolja, hogy az igy kapott
kategoriat Mod(G,C)-vel jelolik.

2.4.3. Példa Vegyiink két grafot G-t és H-t. Legyen ¢ = (¢, 1) egy G — H graf homomorfizmus.
A graf homomorfizmus definicioja alapjan G minden u : m — n éléhez létezik egy ¢1(u) : do(m) —
¢o(n) €l H-ban, ezt ugy is fogalmazhatjuk, hogy érvényesek az aldbbi diagramok:

$1 i

G1 H1 Gl Hl
kezd kezd veg veg
Go ®o Ho Go ®o Ho

Az al4dbbi grifot a grafok grafjanak nevezik abbol kiindulva, hogy tetsz6leges G grafot defini-
alhatunk, ha g helyébe az éleket, gy helyébe a csucsokat irjuk, és definidljuk a kezd() és veg()
leképezéseket.

kezd
g ——— » 9o

veg

Egy C kategoriat rogzitve igaz az, hogy egy graf homomorfizmus tulajdonképpen a fenti graf
két modellje kozti természetes transzformécio. A fels§ két diagram a transzformacio két példanya a
grafok grafjaban taldlhato két csicsra. A részletek kidolgozésa legyen az olvasd feladata.

2.4.4. Definicié Legyen C és D két kategéria, valamint legyen E, F : C — D két funktor. A
funktorokat graf homomorfizmusnak tekintve a koztiik értelmezett természetes transzformécidkat a
funktorok termeészetes transzformaciéinak nevezziik.

Ha C és D két kategoria, akkor Fun(C, D)-vel jeldljiik azt a kategoriat, aminek objektumai az
E : C — D funktorok, élei pedig a koztiik értelmezett természetes transzforméciok. Fun(C, D)
valéban kategoria, ami a modellek kategoridjanal ismertetekkel analog moédon belathato.

2.4.5. Példa Természetes transzformacidk a modellben

Ebben a példdban C(L) és a természetes transzformaciok kapcsolatat vizsgaljuk. A tipusokrol szolo
részben az egyparaméteres tipuskonstruktorokat C(L) endofunktoraival azonositottuk. Vegyiik az
ott ismertetett List tipuskonstruktort és definidljuk a listdk végét visszaadé fiiggvényt:

tail . List a — List a
tail Nil = Nil
tail (Cons a as) = as
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Ez egy Ggynevezett polimorf fliggvény, tetszéleges alaptipust listara miikddik, hiszen nem hasznélunk
ki semmi speciélisat "a"-rol. Ennek megfelelGen a fiiggvényhez C'(L)-ben egyszerre tobb él is tartozik,
pontosabban minden lista tipushoz egy-egy 6nmagaba vezets fiiggvény, tehat tail gyakorlatilag
fliggvények egy csaladjaként képzelhetd el, hasonldéan a természetes transzformaciokhoz. Keressiink
tail-hez egy tail : List — List természetes transzforméaciot! Az élek csalddjat a tail élcsalad
definialja. Ahhoz, hogy az igy kapott tail természetes legyen minden "a" és "b" C(L)-beli tipusra
és f : a — b fliggvényre érvényesnek kell lennie az aldbbi diagramnak:

tail
List a [aWa, List a
List f List f

List b —— List b
taily

Itt tail, és taily a megfelels tipushoz tartozé tail fiiggvényt jeloli. A listdknal emlitettiik, hogy a
tipuskonstruktorhoz kapcsol6dé funktor fiiggvényeken a map leképezésnek felel meg, igy:

) tail, )
List a ——— List a

map f map f

List b List b

taily

Vagyis a feltétel:
taily o map f = map f otail,

Szovegesen megfogalmazva annak kell teljesiilnie, hogy ha egy a tipust listdra el6bb elemenként
végrehajtjuk az f fliggvényt, majd vessziik a lista végét, ugyanazt kapjuk mintha a lista végére
alkalmaztuk volna elemenként f-et. Ez nyilvan teljesiil, igy tail egy természetes transzformacio.

A sikeren felbuzdulva vizsgaljuk meg altalanosan a polimorf fliggvények és természetes transzfor-
mécidk kapcsolatat a modellben. Egyik irdnyban a helyzet egyszerd: egy természetes transzformacié
nem més mint bizonyos feltételeket kielégits fiiggvények egy csaladja. A két feltétel koziil szamunkra
most csak az els§ a fontos, ugyanis ez biztositja, hogy minden természetes transzformécié ponto-
san olyan éleket tartalmaz, amik egy-egy polimorf fliggvényt jellemeznek, tehat minden természetes
transzformaciohoz rendelhet egy-egy ilyen fiiggvény.

Forditva is sok miikéds példat lehet taldlni, az el6bb bemutatott tail mellett a listak megfor-
ditdsat végzd reverse fliggvénynek vagy akir a fak mélységi bejarasat listakba iré fliggvénynek is
megfelel egy természetes transzformacié. Ha megvizsgaljuk ezeket a fliggvényeket, a funkcionalis
nyelv szempontjabol megkozelitve azt mondhatjuk, hogy mivel a polimorf fliggvény nem hasznal
fel semmi informéacioét az alaptipusarél, nem tételezi fel, hogy annak vannak bizonyos miiveletei,
igy nem csindlhat mast, mint atalakithatja a bemenet szerkezetét, a benne foglalt adatokat elmoz-
dithatja, elhagyhatja, de nem modosithatja és nem hozhat be Gjabb adatokat sem. Ahhoz, hogy
egy ilyen fiiggvényhez természetes transzforméciot rendelhessiink csak azt kell leellenérizni, hogy
felcserélhet6-e a transzformacié alkalmazasa egy elemenként feldolgoz6 fiiggvény alkalmazaséaval.
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Szerencsénk van, ugyanis az elemenként feldolgozo fiiggvények pontosan a polimorf fiiggvények el-
lentétei, hiszen nem hasznalhatnak ki semmilyen strukturalis informéaciét a bemenetrdl, csak az
adatot transzformalhatjak at. Ebbdl nyilvanvalo, hogy mindegy, hogy el6szor a szerkezetet alakitjuk
at és utana transzformaljuk az adatokat, vagy forditva: az adatok transzforméciéja utan alakitjuk
4t a szerkezetet. Osszefoglalva: igaz az 4llitas, a polimorf fiiggvényeknek is megfeleltethets egy-egy
természetes transzformacio.

Sajnos a helyzet nem annyira j6 mint latszik, ugyanis a polimorf fliggvényeket sokkal tagabb
osztalyon szokéas definidlni. Valojaban polimorf fiiggvényeknek nevezik azokat a fiiggvényeket is,
amik kiilonbozs feltételezésekkel élnek az alaptipus miveleteirgl. Példaul polimorf az a listdkon
mikods fiiggvény is, amelyik képes egy lista elemeit rendezni, ha az adott elemtipuson definialt a
rendezés relacio. Az ilyen fiiggvények azonban mér a természetes transzforméciok elsg feltételének
sem tesznek eleget: nincsen él minden sziikséges objektumpér kozott, igy nem rendelhetiink hozzajuk
természetes transzformaciokat. Szerencsére a tovabbiakban nekiink elég az 4llitas elsg fele, csak azt
fogjuk kihasznalni, hogy a természetes transzforméacioknak megfeleltetheték polimorf fliggvények.

A természetes transzformaciok lehetGséget adnak arra, hogy definialjuk funktorokkal vett kom-
pozicibjukat is. Legyen A, B, C hirom kategoria, F,G : A — B és H K : B — C négy funktor,
a:F — Gésp: H— K pedig két természetes transzformacié. A helyzetet jol szemlélteti az alabbi
diagram:

F H
A J o ‘B |G ‘C
G K

2.4.6. Definicié A SF : HoF — KoF természetes transzformaciot definialjuk a kivetkezéképpen:
minden "A" A-beli objektumra legyen: (BF)4 = Bra, azaz a 3 természetes transzformacié F A-beli
komponense.

Tovabba bevezetjiik a Ha : H o F' — H o G természetes transzformaciot is ugy, hogy legyen egy
"A" A-beli objektumra (Ha)a = H(w4), ami nem més, mint H alkalmazasa az a4 élre.

A definiciok értelmesek, hiszen (BF)4 valoban egy H(F(A)) — K(F(A)), (Ha)a pedig egy
H(F(A)) —» H(G(A)) él, de meg kell mutatnunk, hogy tényleg természetes transzforméciokat kap-
tunk.

Elgszor lassuk (SF)-et. Be kell latnunk, hogy egy tetszéleges f : A — A’ A-beli élre az alabbi
diagram érvényes:

Hor(a) DA ko pia

Ho F(f) K o F(f)

HoF(A" Ko F(A")

(BF) ar

Ez szerencsére nem més, mint 3 természetességét leir6 diagram az F(f) : F(A) — F(A’) élre,
ami természetesen érvényes.
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Ha vizsgalatahoz pedig azt kell megmutatnunk, hogy:

H o Fa) 94,

HoG(A)
H o F(f) HoG(f)

HoF(A")

HoG(A"
(HO{)A/

amit ugy kapunk, hogy « diagramjara alkalmazzuk H-t, és mivel H funktor, igy ez is teljesiil.
Ezzel megmutattuk, hogy a definiciok helyesek.

2.4.7. Példa Nézziink meg egy-egy példat a két 1ij kompozicio szemléltetésére. C(L) minden eddig
bevezetett tipusa felfoghaté valamilyen tipusnak egy funktorra vett képeként. (Az alaptipusoknél ez
a funktor az identitas funktor.) Igy definidlhatjuk a kovetkezd természetes transzformaciot:

7 :id — List

Tehat n valamilyen alaptipusrél egy ilyen elemekbdl all6 listaba képezd polimorf fiiggvény, ami azt
jelenti, hogy minden a tipushoz tartalmaz egy n, : a — List a élet. Nézziik a konkrét definiciot,
elhagyva az a tipusindexet:

n(z) = Cons x Nil

Tehat egy elembdl n egy egyelemd listat képez, konnyen belathaté hogy ez valéban természetes
transzforméacio, nézziik meg rajta a kétféle kompoziciot.

1.. A definici6 szerint (nList) : id o List — List o List, réviden (nList) : List — List?. Mivel
(nList) termeészetes transzformacio, igy tetszéleges a, b tipusra és f : a — b fliggvényre érvényes a
kovetkez§ diagram:

(nList)

List a % List’ a

List f List® f

List b ——— List® b
(nList)y

A definici6 szerint (nList)s = NrList o, 2zaz az 7 termeészetes transzformaci6é List a-hoz tartozo éle,
ami nem tesz mast, mint egy a-beli elemekbdl allo listdt "bedobozol" egy masik lista belsejébe.
Példaul:

((nLiSt)Int)([la 2, 3]) = (nList Int)([la 2, 3]) = [[17 2, 3]]
az attekinthetGség kedvéért nem a Cons-Nil alakot hasznaltuk a lista jelolésére, hanem az ezzel

ekvivalens szogletes zardjeles formét. A példabol is jol latszik, hogy az nList természetes transzfor-
macionak a listakat becsomagolé polimorf fiiggvény felel meg.
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2.. Nézziik a forditott irdanya kompoziciot, (List n)-t. Ha megnézziik a definiciot, megint azt kapjuk,
hogy ez egy List — List? természetes transzformécio, amire érvényes, hogy tetszéleges a, b tipus és
f :a — b fliggvény esetén:

(List n)a

List a List® a
List f List® f
List b List® b

(List n)p

Tovabba egy "a" tipusra (List 1), = List(n,), azaz az 1 termeészetes transzformécio a-hoz tartozod
élére kell a List funktort alkalmazni. A korabbiakbdl tudjuk, ilyenkor a map fliggvényt kell hasznalni,
tehat: (List n)q = map (n,). Nézziink itt is egy konkrét példat:

((List n)1nt)([1,2,3]) = (map (n1ne))([1,2,3]) = [[1], [2], [3]]

mivel (n Int)-et a lista elemeire egyesével kell alkalmazni, a "bedobozolas" most elemenként torténik.

2.5. Monadok, a triple fogalma

Most mar elég eszkoziink van arra, hogy a monddokat definialjuk.

2.5.1. Definici6 Egy monad vagy triple T = (T, 7, x) olyan harmas, ahol T': A — A endofunk-
tor valamilyen A kategoria folott. n és pu két természetes transzforméacié: n:id - T, u: T2 = T
gy, hogy az alabbi két diagram érvényes:

T nT . T2 T T T3 Tu T2
B 7 g pT 7
T T? T
W

A hangsily kedvéért =-vel jeloltiik az identitas természetes transzformaciot. Az g transzformaciot
a triple egységének (unit), mig p-t szorzasnak nevezik. A baloldali diagram a bal- és jobboldali
identitast fejezi ki, a jobboldali pedig az asszociativ tulajdonsigot.

2.5.2. Példa Az alabbi példa a monoidok és monadok kapcsolatara vonatkozik, az imént beveze-
tett elnevezéseket a monad természetes transzformécidira a monoidok miveleteivel vald analogiaval
indokoljuk.

Legyen M egy monoid, az ehhez tartoz6 reprezentacios monad T = (7,7, u) Set-en a kovetkezs:
T(S) = M x S valamely S halmazra, egy f : A — B fliggvényre pedig értelemszerten T'(f) = (id, f).
ns: S — T(S) =M x S, ami Set-ben egy S — M x S fiiggvényt jelent, egy s € S elemre legyen
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(1,5), ahol 1 a monoid egységelemét jeloli. Végiil legyen pug(mq, (ma,s)) = (mima, s). Igy a monad
egység- és szorzas transzformécidit a monoid megfelel§ miveleti definialjak.

Az identitéds és asszociativitas tulajdonsidgok a monoid miveleti tulajdonsagai miatt érvényesek.
A definici6 els6 diagramjanak baloldali 4ga azt jelenti, hogy az S halmazt rogzitve valamilyen (m, s)
elembdl kiindulva (nT')s-el (1, (m, s))-be jutunk, innen pg-el vissza (1m,s) = (m,s)-be. A méasik
agon (m,s)-re az ng fliggvény T szerinti képét kell alkalmazni, tehat az eredmény (m, (1,s)), innen
ps-el kapjuk, hogy ps((m,(1,s))) = (ml,s) = (m,s). Figyeljiikk meg, hogy valoban kihasznaltuk,
hogy 1 kétoldali egységelem.

A masik diagram baloldali 4gan (mq, (mg, (ms, s)))-b6l indulva a u természetes transzforma-
cio T'(S)-beli komponensével (mims, (ms,s))-be, majd pg-el ((mimso)ms,s)-be jutunk. A jobbol-
dali 4gon a pg fiiggvény T szerinti képével (mq, (g, (ms, s)))-bol (m1, (mams, s))-be, majd ug-el
(m1(mams), s)-be jutunk. A két &g egyenls, hiszen M monoid, igy a szorzéas asszociativ, tehat:
((mimg)ms, s) = (m1(mems), s).

2.5.3. Példa Bevezettiink egy n természetes transzforméciét listakra is: a bedobozolé polimorf
fiiggvényt C(L)-ben. Definialjunk egy u : List?> — List természetes transzformaciot is (a tipusindex
elhagyasaval):
u(Nil) = Nil
p(Cons x xs) = = ++ p (s)

Itt +4 jeloli a listdk konkatenécié miveletét. p mikodése nagyon egyszerid: egy lista kilapitasara
szolgal. Pontosabban ha paramétere egy listdkbol 4ll6 lista, akkor a mésodik réteget eltiinteti ugy,
hogy kozben elemeit Osszeftizi. Péld4ul:

uInt([[la 2, 3]a [4’ 5]’ [6]]) = [17 2,3,4,5, 6]

Beldthato6, hogy p valéban természetes transzformécid, és n-val analdog modon levezethetd a List
funktorral vett kompozicioja is. (u List) és (List p) is kétszeresen egymasbadgyazott listakbol készit
(egyszeresen) egymésbadgyazottakat. Nézziink egy-egy példat miikodésiikre:

(M LiSt)I’Rt( [[[]—a 2, 3]3 [45 5]]7 [[15 2]]] ) =
n-hoz hasonléan most is kiviilrgl befelé haladunk:
= [[la 2, 3]7 [47 5]7 [17 2]]
A masik kompozicié pedig:

(List p)rne( [[[1,2,3],[4,5]], [[1,2]]]) =

A map fiiggvényre attérve:

= map (urmt)( [[[1,2,3],14,5]], [[1,2]]] ) = [[1,2,3,4,5],[1,2]]

Igaz az allitas, hogy (List,n, u) egy triple. Nézziik a definicioban szereplé diagramokat List-re al-

kalmazva:
(n List) (List n)

List List? List

List
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A baloldali 4g bemenete egy lista, ezt bedobozoljuk (n List)-el egy egyelemi listdba, majd p-vel
Osszeolvasztjuk a listak listajat, és visszakapjuk az eredeti listat, igy ez az 4g érvényes. A mésik 4gon
is egy listabol indulunk, de most elemenként kell dobozolni (List n)-val, végiil u ezt is Gsszeolvasztja,
aminek az eredménye a kiindulasi lista, igy ez az ag is érvényes.

A miésik feltétel:

(List p)

List3 List?
(w List) [
List? List

I

A baloldali 4gon az els6 1épés a u természetes transzformécié List-beli komponense, igy a belss
listakbol allo listat kapjuk eredményiil (a kozéps6 réteg Osszeolvasztéasaval), ezutdn megint a belsd
listakat kell Osszeolvasztani u-vel, ami teljesen kilapitja a kiindulasi listdt. A méasik adgon forditva
indulunk el: a kdzépsé réteg minden listdjara alkalmazzuk a p-t, igy egyesével olvasztjuk Ossze a
belsé szintet, majd a u-t az igy kapott listdkbol all6 listara alkalmazva, megint az eredeti lista teljes
kilapitasat kapjuk, igy a két 4g egyenls, azaz a diagram érvényes. (A gondolatmenet megértésében
segit a két szampélda is.)

2.6. Monadok a modellben, Kleisli triple

A Haskell monédjai nem kozvetleniil az el6z6 alfejezetben ismertetett fogalom, hanem a Kleisli triple
segitségével definidltak. Kezdjiik egy egyszerd jeloléssel.

2.6.1. Jel6lés A C kategoriaban a kompozicio jelolésére vezessiik be egy maéasik forméat is. Legyen
f:A— B, g: B — C aXkategoria két éle, ekkor f;g =go f

Ezutan definidljuk a Kleisli triple-t a kovetkez6képpen:

2.6.2. Definicié Kleisli triple-nek nevezziik azt a C kategoria folotti (7,n, *) harmast, ahol
T : Co — Cp leképezés, n : id — T természetes transzformacié és minden f : A — T'B C-beli él esetén
f*:TA — TB él C-ben, tovibba teljesiilnek az aldbbi feltételek:

KT-1: (nA)* = idra;
KT-2: (nA); f* = f minden f: A — TB él esetén;
KT-3: f*;¢g*=(f;9"),haf: A—>TBé g: B—-TC.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a definicioban szereplé T nem funktor, hiszen csak a kategodria
objektumain van értelmezve.

Vizsgaljuk meg a kapcsolatot a két triple-fogalom kozott! Azt allitjuk, hogy minden triple- hoz
rendelhets egy Kleisli triple, s6t ez megforditva is igaz, azaz bijekcid létesithet§ kozottiik. Ennek
igazolasa viszonylag szamolasigényes, mégis részletezziik a fogalmak megértése, elmélyitése érdeké-
ben.
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1. El6szor adjuk meg a T = (T, 7, u) monadhoz tartozo Kleisli triple-t. Ezt jelolje T = (T,n, _*).
Vilasszuk T-nek a monéddban szerepld funktor megszoritasat az objektumokra. Ezzel tilterheljiik
a jelolést, de ez nem okozhat zavart, hiszen az objektumokon ugyanigy miikédnek, ha pedig az
argumentum egy él, akkor a monadbeli T-r6l van sz6. 1-t hagyjuk valtozatlanul és az f : A — TB

élre legyen f* =T(f); uB.

Elgszor lassuk be KT-1-et: _* definicigjaval, majd a monad jobboldali egység tulajdonsagaval:
(na)" =T (na);pra = idra

Nézziikk KT-2-t. _* definici6jéval és a kompozicié asszociativitasaval:
na; [* = na; (T(f); nB) = (na; (T(f)); 8 =

innen 7 természetes tulajdonsigat kihasznalva, az asszociativitds és a monad baloldali egység

tulajdonsaga alapjéan:
= (f;nTB);pp = f; (NTB;uB) = f

Végill KT-3. * definici6jat f-re felirva és T' funktor kompoziciéra vonatkozé tulajdonsaga miatt:
(f;9")" =T(f;9");uc = T(f); (T(97); nc) =
Ugyanezt még egyszer g-re is elvégezve:
= T(f); T(T(9); po); e = T(f); T*(9); T(ne); he =
A mondd asszociativ tulajdonsagaval az utolsé két komponens "felcserélhetd":
=T(f); T*(9); pros pe =
1 természetes transzformécié tulajdonsigat a kozépss két elemre alkalmazva kapjuk:
=T(f);np;T(9); pe =
csoportositva, végiill * definicidjat kétszer visszafelé alkalmazva:
= (T(f);pB;)(T(9);nc) = 59"

2. Most nézziik a masik irdnyt. Vegyiikk a T = (7,7, *) Kleisli triple-t, és rendeljiik hozza a
T = (T,n, ) monadot n-t megtartva, T kovetkezs kiterjesztésével: T'(f) = (f;np)*, ha f: A — B
él és legyen pa = idy 4. A definiciok értelmességének ellenérzése, valamint az alapkévetelmények
ellendrzése (T funktor, p természetes transzformacio) legyen az olvaso feladata. Csak a monad tu-
lajdonsédgaival foglalkozunk.

L IO LI
B 7 g pr 7
T T T
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ElGszor nézziik a baloldali egység tulajdonsagot. 1" definicidjaval kapjuk:
T(na);pa = (Masnra)’;s pa =
u definiciojat és KT-3 tulajdonsagot (forditva) kihasznélva:
= ((na;nra);iidra)” =
atcsoportositva, KT-2-t felhasznalva:
= (na; (nra;idra))” = (nasidra)” =

az identitassal val6 kompozicié miatt és KT-1 miatt:

=y = idra

Tz

NTA; A = NTA;idT 4 = idrA
Végiil a monad asszociativitdsa. T' definicidjat felhasznélva:

T(pa)pa = (pasnr2a)*spa = (2.7)

c 0,

= (pasnra)sidpa = ((pa;nra)sidpa)” =
az asszociativitassal atcsoportositva
= (Ba; (nra;idra))” =
végiil KT-2-vel és az identitassal valé kompoziciéval:
= (pasidra)™ = pj
Masrészt p definiciojat kétszer alkalmazva:

BT A; A = iy 43 0dT 4 = (2.8)

c s,

KT-3 alapjan, majd u definicijat forditva alkalmazva, végiil az identitdssal vett kompozicidt
kiszamitva:
(tdr2 43idra)" = (idr24514)" = pia

Ebbdgl 2.7 és 2.8 egyenlésége kovetkezik.

Most mar megadhatjuk a kapcsolatot C(L) kategoria és a Haskell kozott ([8]). A monadok a
Haskellben egy osztalyt alkotnak a kovetkezd definicidval:
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class Monad m where

C>=) :ma—> (@—=—mb) - mb
return a—>ma

cC>) ma—->mb-—->mb

fail :: String —- m a

m >> k =m>>= A X — K

Szamunkra csak az els6 két fliggvény fontos, hiszen a harmadik (>> ) az elsd segitségével (>>=
) implementélva van, fail pedig egy "hétkoznapi" polimorf fiiggvény. Vegyiink viszont a modellben
egy (T,n, *) Kleisli triple-t. A tipusok alapjan a T fiiggvény megfeleltetheté a Monad tipuskon-
struktornak, az n : id — T természetes transzforméci6é pedig a return polimorf fiiggvénynek!

Az egyetlen latszolagos probléma * fiiggvénnyel van, hiszen ennek tipusa

_":[A—=>TA] - [TA— TB]

ugyanis fiiggvényekhez fliggvényeket rendel. Ugyanakkor felfoghaté olyan kétvaltozés fliggvényként
is, ami egy A — T' A fiiggvényhez és T'A paraméterhez egy T'B értéket rendel. Ha megnézziik >>=
tipusat, akkor lathato, hogy ott is valami hasonlérdl van szd, csak a két paramétert fel kell cserélni.
(Ennek csak az az oka, hogy kényelmesen lehessen hasznélni.) Ezzel a Kleisli triple elemeit leképeztiik
a Haskell monad osztalyéra.

A masodik fejezetben tébb gyakorlati példat fogunk latni a monadok alkalmazasi lehetGségére.
Mivel ennek a fejezetnek a célja elsGsorban a fogalom matematika bevezetése volt, igy inkabb a
struktara néhiny oroklott tulajdonsigaval folytatjuk, ezek a tulajdonsidgok megtaldlhatok szinte
minden a Haskell monadjaival kapcsolatos leirdsban és kényvben (pl. [16], ...), de ott nem szerepel
bizonyitasuk, hiszen tébbnyire nem a kategoriaelmélet fogalmain keresztiil vezetik be a monadokat.
A harom allités:

return x >>= Kk = k X
m >>=— return = m
m>>= (AX - kx>>=h) = (m >>= k) >>=nh

A fent emlitett leirasok az allitdsokat monadikus térvényeknek nevezik. Az els kettd az identités,
a harmadik az asszociativitds nevet kapta. A programozonak kell figyelnie arra, hogy a monad
osztaly példényositdsakor a torvényeket betartsa, ugyanis a rendszer ezt nem ellenérzi. Belatjuk,
hogy "monadikus torvények" ekvivalensek a Kleisli triple definiciéjaban szerepls feltételekkel, azaz
a Monad osztéaly példanyai és a Kleisli triple-k koz6tt a forditott irdnyn kapcsolat is 1étezik, kézottiik
bijekcié 1étesithets. A forditott irdnyd konstrukcié a kérdéses példanyt definialéd tipuskonstruktorbol,
a >>= miivelet segitségével definialt * miveletbsl - f*(z) = (z >>= f) - és az n = return
megfeleltetésbdl all.

A bizonyitas el6tt lassuk a _* miivelet egy egyszerii atirasat:

(f(z) >>=k) = k*(f(z)) = (f;£7)(2) (2.9)
1.. Az elsg allitas baloldala a Kleisli triple jeloléseivel atfogalmazva (z tipusa legyen A):
na(z) >>=k £ (na;k")(x)

Ebbdl az
(na; k%) (z) = k(z)

egyenlGség ekvivalens KT-2-vel.
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2.. A masodik allitas baloldalanak atfogalmazésa:
m >>=n4 = 1n;(m)

ebbdl lathatd, hogy a masodik allitas KT-1-el ekvivalens.

3.. A harmadik allitas jobboldalabol
(m>>=k) >>=h=

=k*(m) >>=h=
= h*(k*(m)) =
= (k*; h*)(m)
adodik a két >>= atirasaval.

A baloldal:
m>>= (Ax = kx >>=h) =

a kiils6 >>= atirasaval:
= (Az = kz >>=h)*(m) =

majd a bels6 >>= atirdsaval (a h -nak megfelels kifejezésben X nem szerepel az egyenlség baloldala
miatt):
= (Az — kz; ") (m) =

a A-kifejezést elhagyva:
= (k; h*)*(m)

Ebbél 1athato, hogy a két oldal egyenlésége KT-3-mal ekvivalens.

Ezzel belattuk a kérdéses ekvivalenciat, igy elmondhatjuk, hogy ha a Monad osztalyt a progra-
moz6 a monadikus torvényeket tiszteletben tartva példanyositja, akkor tulajdonképpen egy Kleisli
triple-t definidl. Szokds még az alabbi negyedik tulajdonsigot is monadikus térvénynek nevezni:

Xs >>= return . f = fmap f xs

Ez a Kleisli triple tulajdonsagaibol kovetkezik, igy fmap tulajdonsagait felhasznalva a fenti hdrom
monadikus torvénybdl is levezethetd.

4.. Az §llitds bizonyitasdhoz sziikség lesz a Kleisli triple és a monédok ekvivalencidjanak bizo-
nyitasakor bevezetett konstrukciora. Ott _*-ot igy definidltuk: f* = T'(f); up , rdadasul mivel T-t
fiiggvényeken a megfelel§ fmap-pal azonositottuk, igy T'(f) helyett fmap(f) is irhaté. Most nézziik
az allitas baloldalanak atfogalmazasat:

xs >>= (finrp) = (f;nre)* (2s) =
_* funktoros definici¢javal folytatva:

= (T(f;nrB); urB)(x8) =
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mivel T funktor, igy a kompoziciéval kapcsolatos tulajdonsiggal:

= (T(f); T(nrB); prB)(T8) =

Ebbél i baloldali egység tulajdonsagaval:

végil T(f) = fmap(f) miatt:

amit bizonyitani kellett.

2.7. Kitekintés, az adjungalt fogalma

Nem kapcsolédik szorosan a témahoz, de fontos matematikai kapcsolat van a monadok és az ad-
jungalt fogalom kozott. Igy bar a tovabblépéshez nincs sziikségiink az itt leirtakra, mindenképpen
emlitést érdemelnek. Az alfejezetet kitekintésnek szanjuk, igy tobb helyen csak utalunk egyes allité-
sok bizonyitasara, tovabbi példakra.

2.7.1. Definicié6 Legyen A és B két kategoria, tovabba F' : A — B és U : B — A funktorok. Akkor
mondjuk, hogy F bal adjungaltja U-nak és U jobb adjungéltja F-nek, ha létezik olyan n:id - U F
természetes transzformécio, amire teljesiil, hogy minden "A" A-beli és "B" B-beli objektumra, min-
den f: A — U B élre A-ban egyértelmiien 1étezik olyan g : ' A — B él B-ben, amire teljesiil, hogy:

f=UgonA.
Abraval:

U
0 UB<+————B

Ug

A definici6 annak formalis megfogalmazéasa, hogy létezik egy 1t az f és a g él kozti konverziora agy,
hogy g egyértelmii megoldéasa az f = U(?) o nA egyenletnek.

Szokas a definicioban megfogalmazott tulajdonsagra az F' + U jelolést hasznéalni. Az (F,U,n)
harmast adjungaltnak (adjoint) nevezziik, és 7 az adjungélt unitja.

A definici6 latszolag aszimmetrikus F-ben és U-ban, de igaz a kovetkezs allitas:

2.7.2. Lemma Legyen F : A - B é U : B — A két funktor ugy, hogy F = U, ekkor létezik
egy € : FU — idp természetes transzforméacio, amire teljesiil, hogy minden g : FA — B élhez
egyértelmien létezik egy f : A — UB él agy, hogy: g = eB o F'f. et az adjungélt counitjanak
nevezzik.
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Az allitas teljes bizonyitasa megtalalhato [1]-ben, itt terjedelmi okok miatt nem foglalkozunk vele.

[1] sok érdekes példat hoz adjungéltakra. Péeldaul adjungaltak segitségével definialhato a szabad-
sag altalanos fogalma, azaz létezik olyan definicié, ami Osszefogja a szabad monoidokat, a graf altal
generalt szabad kategéridkat és mas hasonlé fogalmakat. Ehhez azonban be kellene vezetniink a fe-
lejts (forgetful) funktorok fogalmat is. Egy méasik példa lehetne a direktszorzat funktor adjungaltja,
de ehhez is tovabbi definiciokra lenne sziikségiink.

Persze nem maradunk példa nélkiil, mert jelenlegi fogalmainkkal is be tudjuk mutatni az inverz
fiiggvényhez kapcsolodd adjungéltakat. Ehhez vegyiik a C(P(S), C) kategoriat, aminek objektumai
az S halmaz részhalmazai, két objektum kozotti él pedig azt jeleni, hogy az egyik halmaz része a
masiknak, azaz f : Sy — S1 pontosan akkor él a kategoridban, ha Sy C S;. (Ezt a kategoriat mar
lattuk a parcialis rendezések kapcsan is.)

Valasszunk egy S és egy T halmazt, és vegyiik a C(P(S),C) és C(P(T), C) kategoridkat.
Azutén legyen f : S — T egy fliggvény, és tetszGleges Ty C T esetén legyen
71 (To) = {s € S|f(s) € To}
az inverz kép fliggvény szokasos kiterjesztése halmazokra. Nyilvanvaloan teljesiil, hogy Ty C T3 esetén
fH(Ty) C f1(Ty), amibél az is belathatd, hogy f ! valojaban egy funktor a két kategoria kozott.
Felmeriil a kérdés, hogy vannak-e f~'-nek adjungaltjai.

A valasz igen, f~!'-nek mindkét oldali adjungaltja létezik. Bal adjungaltja az a funktor, ami egy

halmazhoz az f szerinti képét (direkt kép) rendeli:

f+(So) ={f(s)|s € So}

Tekintsiik ugyanis az alabbi diagramot:

[

-1
flf,A—>f'B <—f: B
A szébanforgo kategoriak kiilonlegesek abban az értelemben, hogy két halmaz kozott legfeljebb
egy 6l vezethet, igy a kérdéses n : id — f'f, természetes transzforméciot csak egyféleképpen
definidlhatjuk (hiszen legfeljebb egy vélasztasunk lehet az élekre). Ehhez csak azt kell belatnunk,
hogy A és f1f.(A) kozdtt tényleg van él, ami azzal ekvivalens, hogy A C f!f.(A), ez pedig a
fliggvények definicidja miatt teljesiil.
Az igy kapott n valoban természetes transzformacio, hiszen ha G C H, akkor f~'f.(G) C
f~1f«(H), diagrammal:

G
_

G “1f.G

H—— f'f.H
an f
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Ez pontosan a természetesség méasodik feltétele.

Definialtuk 7-t, méar csak az kell igazolni, hogy az els¢ diagram bal also6 és fiiggsleges éle ugyan-
akkor létezik azaz, hogy A C f (B) pontosan akkor teljesiil, ha f 'f,A C f ! B. Szerencsére ez is
azonnal latszik a fiiggvények definiciojabol.

fr-vel jeloljiik az alabbi fiiggvényt:

fi(So) = {tf 1 ({t}) C So}
Belathato, hogy ez is funktor, és az el6z6héz hasonlé meggondolassal kapjuk, hogy f~! F fi.

2.7.1. Monadok és adjungaltak kapcsolata
Végiil bizonyitas nélkiil kozliink néhany a monadok és adjungaltak kapcsolatdra vonatkozo allitast.

2.7.3. Lemma Legyen U : B — A és F : A — B két funktor és F - U, az 7 : id — UF unittal és
az € : FU — id counittal. Ekkor az (UF,n,UeF) egy monad A {6lott.

A bizonyitas a Godgement-szabalyokon alapszik, ezek a funktorokkal és természetes transzforméci-
okkal kapcsolatos kompoziciok tulajdonsagait irjak le. A részletek megtalalhatok [1]-ben.

A lemma mondanival6oja, hogy minden adjungaltpar monadot definial az A kategoéria {folott.
Ennél t6bb is igaz, ugyanis minden monadhoz létezik olyan adjungaltpar, amire a fenti konstrukcié
az adott monaddal egyezik meg.

Az egyik megkozelités ennek bizonyitidsara az Eilenberg-Moore algebrakkal kapcsolatos. Le-
gyen T = (T,n, u) egy monad az A kategoria f616tt. Egy (A, a) T-algebrat T-algebranak hivunk, ha
érvényesek az aldbbi diagramok:

uA nA

T?A TA A TA
Ta a a
TA A A

a

T-algebrak kozti homomorfizmusok (élek) a T-algebrak kozotti homomorfizmusokkal egyeznek
meg. Ezekkel a definiciokkal a T-algebrak kategoriat alkotnak, amit A7 -vel jeloliink.

Belathato, hogy U : A7 — A az U(A,a) = A és Uf = f definiciokkal funktor, tovibba az
F:A— A7, amire FA = (TA,pA) és Ff = Tf szintén funktor, s6t igaz az is, hogy F F U és az
ez altal generalt monad pontosan T.

Az eredménnyel koriilbeliil egyidében Kleislinek egy mésik uton sikeriilt belatnia ugyanezt. Ve-
zessiik be a T = (T, 7, u) C kategoéria f6l6tti monadhoz a K = K(T') kategoriat a kovetkezsképpen.
K objektumai legyenek C objektumai. Egy A és T'B kozotti él C-ben legyen A és B kozotti él K-ban.
Az f: A—TBésg:B — TC C-beli éleknek megfelel§ K-beli élek kompozicidja legyen a kovetkezd
C-beli kompozicidhoz rendelt él:

uC

T?C TC
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Az A-hoz tartozo identitas él legyen nA : A — TA. Belathato, hogy K valéban kategoéria, sét
definidlhato két funktor: U : K — C és F : C — K ugy, hogy UA = TA, Uf = uB o Tf (ahol
f:A— B K-ban, azaz f : A — TB C-ben. Tovibb4 FA = A valamint g : A — B-re Fig =TgonA.
Ekkor érvényes, hogy FFU, T =U o F, és a generilt monad megint T.

Terjedelmi okok miatt ezeket az &llitdsokat nem bizonyitjuk. Ugyanakkor mindenképpen meg kel-
lett emliteniink &ket, egyrészt az eredmények fontossidga miatt, méasrészt mert a Haskell monadokat
a Kleisli triple segitségével definialjuk, és K ezen keresztiil is definialhato ([8]).



3. A monadok alkalmazasi lehet6ségei

Ebben a fejezetben gyakorlati médszerekkel vizsgaljuk a monadok és a funkcionalis programozés
kapcsolatat. Az alapgondolat Euego Moggitol szarmazik, & volt az elsd, aki a monadokat kiilénbozé
szamitasok absztrakciojaként kezdte hasznalni. A kovetkezs alfejezetekben tobb példan keresztiil
vizsgaljuk meg, hogy az egyes szdmitastipusok milyen eszkozoket adnak a programozé kezébe.

Elgszor bemutatjuk a Haskell két elére definidlt monddjat, azutdn megvizsgaljuk, hogyan lehet
imperativ nyelvi elemeket épiteni funkcionélis programokba. Az itt bemutatott &llapot monad egy
mésik alkalmazasi lehet&ségét vizsgaljuk masodik példankban, amivel vektorok hatékony kezelését
valésithatjuk meg funkcionélis nyelvben. Ezzel a {6 probléma az, hogy ugyan az olvasis miivelet
kiilonosebb gond nélkiil implementalhatd, a vektorok elemeinek értékadéasaval problémak vannak:
gondoljunk csak arra, hogy a tisztan funkciondalis programnyelveknek nincsenek is értékadas mtve-
letei.

Mivel sziikség van arra, hogy a vektor elemeinek értéket adjunk, ezt tgy szimulalhatjuk, hogy
a vektort hasznélé fliggvények egymasnak adogatjak at a vektort, mint paramétert, és ha valamit
valtoztatni akarunk, akkor egy masik vektort adunk tovabb. Vannak olyan esetek, amikor a vektor
egyszeresen hivatkozott objektum. Ilyenkor megtehetjiik, hogy moédositaskor az egész vektor djra-
épitése helyett csak a kérdéses elemet valtoztatjuk, amivel futasi id6t takarithatunk meg. Ennek
azonban az a feltétele, hogy a vektor egyszeresen hivatkozott legyen, amit nem koénnyt ellenérizni,
de a monadok segitségével elegins megoldast adunk a probléméra.

A harmadik nagyobb példank a monéadok és a konkurens folyamatok kapcsolatat vizsgélja, ter-
mészetesen ezt is egy szamitastipus, a folytatas, segitségével.

Végiil réviden bemutatjuk a Haskell IO-t is. Nem célunk a részletes elemzés, csak néhény alap-
fliggvényt és egyszertibb példat mutatunk, de igyeksziink ravildgitani az implementacios kérdésekre
is.

A jelolésrendszeriink a Haskell nyelv szintaxisdhoz hasonl6 lesz, de hasznalunk grafikus jeleket
(példaul -> helyett —) és gorog betiiket, ahol az érthetéség megkivanja. Egy masik kiilonbség a A
betii hasznalata a Haskell A-fiiggvényeiben a szokasos ’\’ helyett.

3.1. Beépitett monadok

A fejezet t6bbi részében a kategoriaelméleti szemléletet felvaltja a Haskell funkcionélis nyelv esz-
kozrendszere. Az alfejezet egyik célja, hogy egy utolsé példat mutasson a ketts kozotti kapcsolatra.
Kezdjiik a kategoriaelméleti eszkdzokkel alaposan feltérképezett listanak Haskellbe transzformalasé-

sz

val. Emlékeztetiink a megfelel§ (List,n, u) triple definicidjara:

ListA = DATA(A®)
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ahol:
A® B=1+(AxB)
és
n(z) = Cons x Nil
végiil

u(Nil) = Nil
p(Cons x xs) = = ++ p (s)

Haskellben a Kleisli triple alakot hasznaljuk, tehat végre kell hajtanunk a triple — Kleisli triple
transzformaciot, igy azt a (List,n, *)-ot kapjuk, ahol a monédban szerepl§ List-et megszoritottuk
a tipusokra, n-t megtartottuk és f* = List(f); up = map(f);up, az f : A — T B fiiggvényre.

A definidlé funktor megfelel a kovetkezd tipusdefinicionak:

data List a = Nil | Cons a (List a)

Mivel a Haskell beépitett list tipusa a tomorebb zardjeles alakot hasznélja, igy a tovabbiakban
attériink erre. Emlékeztetiink a monad osztalyra:

class Monad m where

C>=) ::ma— (@a—->mb) > mb
return Iza—>ma

C>) ma—->mb-—->mb

fail . String —» m a

m >> k =m>>= A X = K

A fentiek alapjan a két legfontosabb mivelet példanyositdsa listakra:

instance Monad [] where
xs >>= T = py(map T xs)
return x = [X]

Amibél p definicidjaval adodik:

instance Monad [] where
(xX:x8) >>= F = (F x) ++ (map T xs)
1>=f=1

return x = [x]

ez pontosan megegyezik a Haskell prelude-ben megtalalhat6 definicioval (bar a Fai | mivelettel nem
foglalkoztunk). A miveletek miikodése nagyon egyszerti: return egy elemet becsomagol egy lis-
tdba, >>= pedig a paraméteriil kapott listdban elemenként alkalmazza az F fliggvényt, F tipusidbol
lathatod, hogy ez egy listakbol 4116 listat eredményez, amit a u fliggvény egyetlen listaba olvaszt Gssze.

3.1.1. Megjegyzés Altalanossagban elmondhato, hogy a >>= miivelet valami hasonlot végez,
ennek oka az f* = T(f);up atirdsban keresends. T'(f)-et ugyanis frap(f)-el azonositottuk, ami
ugy definidlhato (és ez strukturalis indukcioval igazolhat6), hogy a tipust definialoé funktorban a ti-
pusparaméter eléforduldsait f-re cseréljiik, igy mindig egy elemenkénti feldolgozast kapunk, aminek
az eredménye valamilyen T?(A) tipusba tartozoé elem. A definicié elsé része raadasul egyértelmi, hi-
szen T'(f)-et a tipust definialé funktor meghatérozza. Monadok irdsakor tehat csak a p természetes
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transzformécié megvalasztasaban van szabadsagunk, ez pedig egy olyan T2 — T polimorf fiigg-
vény, ami a triple definicidjaban szerepls asszociativ tulajdonsigoknak eleget tesz, listaknal példaul
célszerd a fenti Gsszeolvaszt6é miivelettel implementalni.

3.1.2. Megjegyzés A >>= kifejezés értéke rogzitett M polimorf tipus esetén valamilyen M b
tipusu érték. A tovabbiakban a kovetkez6 terminolégiaval éliink: egy M b elemet monadikus sza-
mitasnak neveziink, és abban az esetben, ha a kifejezés normalforméban van, monadikus értékként
is hivatkozunk ra. Mivel a polimorf tipusok felfoghatok kiilonbozé konténerekként, a monadikus érté-
kek valamilyen alaptipusbeli objektumokat tarolhatnak. A monadikus szamitas té6bbnyire valamilyen
>>= kifejezés. Az elnevezést a _* muvelettel valé kapcsolattal indokoljuk, az atirds miatt ugyanis
egy olyan szekvencialis szamitassorozat jon létre, amiben a kifejezésben jobbra 4ll6 >>= mive-
letek a baloldal kiértékelésvel kapott monadikus értéktsl fiiggenek. A tipuskonstruktor kiilénbézé
megvéalasztasaval kiillonb6z6 monadikus szdmitasokrol beszélhetiink, néhény példa:

e azM a = 1 | a tipus monadikus szamitasai parciélis szdmitésként foghatdk fel;
eazMa =a | el | e2 | e3kiilonbozd kivételeket kivalté szamitasokat jelenthet;
e az M a = Set a reprezentalhatja a nemdeterminisztikus szamitasokat;

e azM a = S — (@, S) mellékhatasok kezelésére hasznalhaté.

Ez Moggi [6] cikkének alapétlete, és a kovetkezs alfejezetekben tobbet is megvizsgalunk koziiliik.

A listakkal kapcsolatos Zermelo-Fraenkel ([9]) halmazkifejezések tulajdonképpen egy-egy mona-
dikus szamitast irnak le. Vegyilik példaul a kiovetkezs kifejezést:

[(x.y) | x < [1,2,3], vy «< [1,2,3], x /= Y]

aminek (monadikus) értéke:

[(1.2)(1,3)(2,1)(2,3)(3,1),(3,2)]

A szabélyok szerint a halmazkifejezésekben vesszével elvilasztott komponensek csak a megel6z8
komponensektdl fiigghetnek. X-et és y-t generatornak nevezziik, az x/=y kifejezést pedig szlir6nek.
A fenti kifejezés miikodése a kovetkezs: az X generator befutja az [1,2,3] lista elemeit, és minden
elemre végrehajta az utdna kovetkezd részeket. Egy rogzitett X mellett y is felvesz egy elemet az
[1,2,3] listabol és ellendrzi az X /=y feltételt, aminek teljesiilése esetén az (X,y) par bekeriil
az eredményt tartalmazo listaba.

Nézziik, hogyan irhatnank fel ugyanezt a >>= mivelet segitségével:

[1,2,3] >>= (AX —
[1,2,3] >>= (\y —
return (x/=y) >>= (Ar —
case r of True — return (X,Yy)
— Fail "))

Itt kell megjegyezniink, hogy a listakra definialt Fail mivelet az iires listat adja eredményiil.
A kifejezés atgondolasa legyen az olvasé feladata, az mindenesetre j6l latszik a példabol, hogy a
halmazkifejezések automatikusan atirhatok >>= miiveletekkel felirt monadikus szamitasokka. Mi-
vel monadok hasznalatakor gyakran kell A-kifejezéseket irnunk, ami rontja a kéd olvashatosagat, a
Haskell fejleszt&i bevezettek egy szintaktikai elemet: do -kifejezéseket. Az alapgondolat a kivetkezd:
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dop < €el; e2 =-¢e€l >>= Ap — e2

De p helyén nem csak valtozo, hanem tetszéleges minta allhat, ekkor el6fordulhat, hogy a bemenet
nem illeszkedik a mintara. Ebben az esetben a rendszer a fai l fiiggvényt hivja. A pontosabb definicio
tehat:

dop < el; e2 =¢el >>= (Av - caseVv of p - e2; _ — Tail "s")

Ahol "'s"" a hiba fellépésének helyét irhatja le.
Példaul a fenti halmazkifejezés atirasa:

do x + [1,2,3]
y «+ [1,2,3]
True <- return (X/=y)
return (x,y)

Ez valéban jobban olvashatd: X sorban felveszi az elemeket, mikézben y is befutja a listat és ha az
[x/=y] lista (emlékezziink ez return (x/=y) jelentése) valamelyik (egyetlen) eleme illeszkedik a
True kifejezésre (tehat igaz), akkor az eredményhez vegyiik hozzéa az (X,y) part.

Tehat a halmazkifejezéseket két masik modon is fel tudtuk irni. A harom jelolésrendszer nem
ekvivalens: a mésodik kettével felirhatok olyan kifejezések, ami az els6vel nem, rdadéasul ezeket
tetsz6leg monad esetén is hasznéalhatjuk Haskellben.

Egy mésik el6redefinidlt Haskell monad a kovetkezs:

data Maybe a = Nothing | Just a

instance Monad Maybe where
Just X >>= k =k X

Nothing >>= k = Nothing
return = Just
fail s = Nothing

Ez a monad specialis esete a kivételek szimulélasara hasznaltnak, amit a késGbbiekben részletesen
ismertetiink. A megfelel§ Kleisli triple felirasat az olvaséra hagyjuk.

3.2. Imperativ nyelvi elemek

Ebben az alfejezetben [5] cikke alapjan bemutatjuk, hogy bizonyos esetekben hogyan kénnyithetik
meg a monadok a programozok életét. Funkcionalis programok irdsakor idénként olyan probléméakba
iitkézhetiink, ami miatt az addigi munkank nagy részét teljesen at kell strukturalni. A jol megirt
programot tébbek kozott a program folytonossidganak alapelve (ahogy [9] nevezi) jellemzi. Ez azt
jelenti, hogy a feladat kis megvaltozasa a programban is csak kis valtoztatdsokat tesz szilikségessé.
A tovabbiakban egy esettanulményon keresztiil vizsgaljuk meg a monadokat abbol a szempontbél,
hogy mennyire képesek az elv alkalmazisit elGsegiteni.

[5] klasszikus példaja a monadokat egy kifejezés kiértékel§ programban hasznalja fel. Tegyiik fel,
hogy a programot a kévetkezsk szerint kell modositanunk:

(i) vezessiink be hibakezelést a nulldval valo osztéas kezelésére;
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(ii) szamoljuk meg a kiértékelés soran elvégzett osztasokat;
(iii) adjuk meg a kiértékelés sorrendjét (nyomkovetés).

Egy imperativ nyelvben, vagy az olyan nem tisztan funkciondlis nyelvekben, mint példaul az
SML a fenti médositasok nem okoznanak kiilondsebb zavart a program szerkezetében, és mindegyi-
ket egyszertien meg is oldhatnank kivételkezeléssel, valamilyen globalis valtoz6 hasznalataval illetve
output kifrdsaval. Tisztan funkciondlis nyelvekben azonban a helyzet egyaltalan nem ilyen egyszerd:
a feladat fenti médositdsai az Gsszes rekurziv hivas atalakitdsat jelentenék, j paramétereket kellene
bevezetni, és ezeket megfelelen kezelni, tovabbadni.

A masik megoldis a monadok hasznélata. Az alfejezet masodik felében megmutatjuk, hogyan
strukturalhatjuk dgy a programunkat, hogy az 4j kovetelmények csak a monad djradefinidlasat és
néhany lokalis valtoztatist tegyenek sziikségessé. Az itt bemutatott mddszerek nem csak ebben a
végletekig leegyszerisitett példdban 4lljak meg a helyiiket, a glasgow-i egyetem programozéi is ezeket
alkalmaztdk, mikor a Haskell forditéprogramjét irtak - természetesen Haskellben.

3.2.1. Az alapeset
A kalkuldtor termek értékét hatarozza meg. Az egyszertiség kedvéért a termek tipusat definialjuk a
kovetkezSképpen:

data Term = Con Int | Div Term Term

Egy term tehat lehet egy konstans Con a, ahol "a" egy egész szdm, vagy egy tort, Div t u, ahol
t és u termek. Maga a kalkuldtor is nagyon egyszer:

eval I Term — Int
eval (Con a) = a
eval(Div t u) eval t + eval u

Az eval fiiggvény tehat termekhez egész szamokat rendel. Ha a term egy konstans, akkor az
érték a konstans értéke, ha egy tort, akkor a szamlalé és a nevez$ hanyadosit adja vissza. A + az
egészosztast jeloli.

Nézziink néhany példat:

answer, error::Term
answer = (Div(Div(Con 1972)(Con 2))(Con 23))
error = (Div(Con 1)(Con 0))

Ha ezt lefuttatjuk, akkor eval answer eredménye ((1972 + 2) + 23), azaz 42 lesz. Mivel
a kalkuldtor nem foglalkozik hibakezeléssel, igy eval error eredménye nem definiilt.

3.2.2. Els6 valtozat: kivételkezelés

Tegyiik fel, hogy gy kell a programot moédositanunk, hogy a kezelje a nullaval valé osztast, és a
fenti masodik példaban valami érthets hibaiizenettel szolgaljon a felhasznalo szamara. Az imperativ
nyelvi eszk6zok koziil a kivételkezelés nydjtana elegdns megoldast a problémaéra.
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Egy tisztan funkcionélis nyelvben a kivételkezelést az unié tipuskonstrukcio segitségével szimu-
lalhatjuk a kovetkezSképpen:

data M a = Raise Exception | Return a
type Exception = String

Egy M a tipusu érték vagy Raise e forméju, ahol e egy kivétel, vagy Return a-val egyenld
valamilyen a-ra. (Figyeljiikk meg, hogy a-t két kiilonbozs értelemben is hasznéljuk: egyszer tipusval-
tozoként M a-ban, és az a tipus elemeit befuté valtozot is igy jeloltiik.)

Egy sz6 a ’data’ és ’type’ deklardcidk kozti kiilonbségrsl. A ’'data’ deklaradcid 4j tipust vezet
be, jelen esetben M-et, és j adatkonstruktorokat definial a tipusértékek létrehozéasahoz (Raise és
Return). A ’type’ deklaraciok csak egy 1j nevet adnak a mar létez6 tipusok szaméra, most példaul
a String-et elneveztiik Exception-nek.

A kalkuldtorral elég egyszerd 4ttérni erre a reprezentaciora:

eval :: Term — M Int
eval (Con a) = Return a
eval (Div t u)
case eval t of
Raise e — Raise e
Return a —
case eval u of
Raise e — Raise e
Return b —
if b ==
then Raise "osztas nullaval"
else Return (a =+ b)

Az eval fliggvény minden hivisakor ellendrizni kell az eredményt. Ha a mivelet kivételt valtott ki,
akkor azt kell Gjra kivaltani, ha nem, akkor a kapott eredményt kell feldolgozni. Az 4j eval-t alkal-
mazva answer-re az eredmény Return 42, mig eval error értéke Raise "osztas nullaval"
lesz.

3.2.3. Masodik valtozat: allapot kezelés
Felejtsiik el egy pillanatra a hibdkat és a kivételeket, és térjiink r4 a méasodik modositésra, azaz
tegyiik fel, hogy meg akarjuk hatarozni a kifejezés kiértékeléséhez sziikséges osztasok szaméat. Ezt is
egyszertien megoldhatnidnk egy imperativ nyelvben valamilyen valtozé bevezetésével: kezdetben az
értéke legyen nulla, és noveljiik eggyel minden osztas utan.

A funkcionalis vilagban a valtozok hianya miatt kicsit kényelmetlenebb a helyzetiink, ugyanis a
kalkulator implementéciéjara harul a sziikséges allapottér atadogatésa is. Vezessiink be két 1j tipust:

data M a = State — (a, State)
type State = Int
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Most az M a tipus értékei egyparaméteres fliggvények. A paraméter egy Int tipusd allapot, ezen
valamilyen szamitas elvégzése utdn az eredmény egy érték- allapot par lesz.
A kalkulator adaptacioja az 1j tipushoz a kovetkezs eredményre vezet:

eval > Term — M Int
eval (Con a) x = (a, X)
eval (Div t u) x=1let (a, y) = eval t X in
let (b, z) = eval uy in
(a + b, z+1)

Bar az M tipus definicidja elsére kicsit meglepd, segitségével nagyon elegansan tudtuk megoldani a
problémat. Figyeljiikk meg, hogy az eval fiiggvények két paramétert adtunk, bar tipusa szerint csak
egy termet kell kapnia. Ugyanakkor az eval eredménye egy fliggvény, és nekiink azt kell definiél-
nunk, igy két paramétert adunk at, és csak azt irjuk le, hogy az eredményiil kapott fiiggvény hogyan
viselkedik egy-egy allapotban.

Ha az eval els6 paramétere egy konstans, akkor nem kell viltoztatnunk az allapoton, igy a végered-
mény egy olyan par lesz aminek els§ komponense a konstans értéke, a mésodikban pedig visszaadjuk
a kapott allapotot.

Ha az eval els6 paramétere egy osztés, akkor az allapotban tarolt osztésok szamat eggyel névelniink
kell, de mindenekel6tt meg kell hataroznunk az osztas eredményét. Els6 1épésben tehat kiértékeljiik
t-t, az eredményt eltaroljuk az (a, y) parban, ahol tehat a jelenti t értékét és y az ennek ki-
szamitasahoz sziikséges osztasok szamat. Aztan hasonléan kiszamitjuk u-t is, igy jutunk a (b, z)
péarhoz, (figyeljiik meg, hogy az eval masodik hiviasdban mar y-t adjuk &t allapotként). Végiil az
eredmény a segédszamitasok eredményeinek hianyadosabdl, és az ezek meghatarozisahoz sziikséges
osztasok szaménak eggyel novelt értékébdl alkotott par lesz.

Ha kiprébaljuk a programot az eval answer O hivassal, az eredmény a varakozisoknak megfele-
16en (42,2) lesz, hiszen két osztast kell végrehajtani a kiértékelés soran.

3.2.4. Harmadik valtozat: nyomkdvetés, kimenet elGallitasa

Végiil nézziik azt az esetet, amikor arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen lépéseket kell végrehajtani
az eredmény meghatarozasahoz. Sziikségtelen emliteni, hogy az imperativ nyelvekben ez is pillanatok
alatt megoldhaté egy-egy kiiré utasitas elhelyezésével a megfelels helyeken, és a tisztan funkcionélis
nyelveknél megint a teljes program atszervezéséhez jutunk.

Az el6z6 két esethez, hasonldéan most is vezessiink be két 4j tipust:

data M a = (a, Output)
type Output = String

Az M a tipus értékei tehat érték-output parok lesznek, és a végrehajtas soran a masodik komponens
modositasaval allitjuk el§ a program futdsdnak nyomét. A kalkuldtor implementaldsa most sem okoz
kiilonosebb problémat:

eval :: Term — M Int
eval (Con a) x = (a, line (Con a) a)
eval (Div t u) x=1let (a, x) = eval t in
let (b, y) = eval u in
(a + b, x ++ y ++ line (Div t u) (a + b))
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line :: Term — Int — Output
eval (" ++ showterm t ++ ") <=" ++ showint a ++ *\n~

Az els6 eset nem szorul kiilondsebb magyarazatra, egyszertien visszaadjuk "a"-t, és elallitunk egy
sort az output-ban.

A maésodik esetet a két let alkalmazéasa a program mésodik valtozatdhoz nagyon hasonléva teszi.
Most is eltaroljuk az eval rekurziv hivisainak eredményét, végiil ezek segitségével allitjuk el6 az
eredményt.

és showint fiiggvények termek és egész szamok szovegre konvertalasat végzik. A "++" operator a
sztring konkatenaciot valositja meg, és *\n” jeloli az 4j sor karaktert. Nézziik meg mi lesz az eval
answer eredménye:

eval (Con 1972) <= 1972

eval (Con 2) <= 2

eval (Div (Con 1972)(Con2)) <= 986

eval (Con 23) <= 23

eval (Div (Div (Con 1972)(Con 2))(Con 23))) <= 42

Az eddigiekbdl agy tilinhet, hogy az imperativ nyelveken irt programokat kénnyebben lehet modosi-
tani funkcionélis tarsaiknal. Természetesen ez nem igaz, egy j6 példa a dolog ellenkez&jére, ha most
azt a feladatot tiizziik ki magunknak, hogy a kiértékelés 1épéseit forditott sorrendben irassuk ki,
azaz valahogy igy:

eval (Div (Div (Con 1972)(Con 2))(Con 23))) <= 42
eval (Con 23) <= 23

eval (Div (Con 1972)(Con2)) <= 986

eval (Con 2) <= 2

eval (Con 1972) <= 1972

Mig az imperativ esetben viszonylag sokat kellene {igyeskedniink a moédositashoz, legalabbis ha a
kimenet el6allitdsdhoz azt az egyszerti modszert hasznaltuk, ami a kiiré utasitdsokat a szamitasok
végrehajtasakor futtatja le (tulajdonképpen a szamitasok mellékhatasaként), a fenti programban
mindossze ezt a kifejezést:

X ++ y ++ line (Div t u) (a + b)
kell kicserélniink erre:

line (Div t u) (a + b) ++ y ++ X

3.2.5. Monadikus alapeset

A kalkulator eddig bemutatott valtozatainak nagyon hasonlo a strukturija. Ilyen esetekben min-
dig célszert elgondolkodni azon, hogy nincs-e valamilyen magasabbrendd Osszefiiggés, az egyébként
latszolag tavol allo fogalmak kozott.
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Az eredeti kalkulator tipusa Term — Int volt, amit mindhdrom esetben Term — M Int-re
modositottunk. Az M adattipus tulajdonképpen mindig valamilyen szamitas eredményét reprezen-
talta. Ezek a szamitasok kivételeket tudtak kivaltani, allapotot médositottak vagy kimenetet allitot-
tak el6. Valoszintleg nem meglepd az olvaséd szdmara az a kijelentés, hogy az M adattipus mindhérom
esetben egy-egy monadként is felfoghato lenne, és pontosan ez volt [6] javaslata is.

Ezen a kis példan ugyan nem igazan latszik, hogy az egyes viltoztatasok mekkora terhet ronanak
a programozora, ha egy komolyabb feladat megoldédsa soran kellene hasonlé moédositdsokat tennie,
de az lathato, hogy a kalkulatort mindharom esetben teljesen tjra kellett irnunk. A monadikus kal-
kulator bemutatésa sordn arra szeretnénk ramutatni, hogy a folytonossag elvének megfelelGen, az 1]
kovetelményekhez valé adaptacié soran csak lokalis valtoztatasokat kell végrehajtanunk a rendszeren.

Elgszor az alapesetet frjuk 4t monddokat hasznal6 alakra. Ehhez a legegyszertibb monadot, az
identitast fogjuk felhasznalni. A definicio:

data M a = a

instance Monad M where
return a = a
a>=k =k a

A fiiggvények nem szorulnak kiilénosebb magyarizatra. Lathatd, hogy M kategoériaelméleti megfele-
16je az identitas funktor, innen szdrmazik a monad neve is.
Nézziik a kalkuldtor implementaciojat ezekkel a jelolésekkel:

eval :: Term — M Int
eval (Con a) = return a
eval (Div t u) =-eval t >>= Xda — eval u >>= Ab — return (a + b)

A fiiggvény tipusabdl latszik, hogy a bemenete egy term, kimenete egy egész szamot tartalmazé kon-
téner. Con a kiértékelése az "a" paraméter konténerbe helyezését jelenti. Div t u meghatirozasa
gy torténik, hogy elébb kiszamitjuk t-t, majd a konténerbe keriil§ eredményt atvessziik "a"-ba,
ezutan kiszamitjuk u-t, az eredményt eltaroljuk "b"-ben, végiil betessziik egy konténerbe "a" és "b"
hényadosat.

A definiciét a do -szintaxissal atirva jobban latszik, hogy mi is torténik:

eval :: Term —- M Int
eval (Con a) = return a
eval (Div tu) =doa «+ eval t

b «+ eval u
return (a + b)

3.2.6. Kivételek és monadok

A kivétel monddban a szamitas vagy egy értéket ad vissza, vagy egy kivételt valt ki, de nézziik a
definiciot:

data M a
type Exception

Raise Exception | Return a
String
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instance Monad M where
return a = Return a
m >>= k case m of
Raise e — Raise e
Return a —» k a

raise
raise e

: Exception — M a
Raise e

A return most is egyszerlien a paraméter konténerbe helyezését jelenti, de a >>= mar érde-
kesebb. Kérdés, mi legyen egy tetszéleges szamitds eredménye, ha a paraméteriil kapott monadikus
érték egy kivétel. A vilasz egyszerti: maga a kivétel és ebben az esetben a szamitasban késébb 4llo
>>= miveleteket ki sem kell értékelni. Ugyanakkor ha a paraméter egy egész szamot takar, erre
kell alkalmazni a jobboldalt. Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a definicié tulajdonképpen megint
a k-nak a tipust definidlé funktorban felvett értékét adja, pontosabban az értékre végrehajtott u
fliggvény eredményét. A definicidban méar a kettd kompozicidjat irtuk fel, de megemlitjiik, hogy p-t
valdjaban a kévetkezSképpen definidlhatnank:

p(Raise e)= Raise e
u(Return Raise e)= Raise e
p(Return Return a)= Return a

A tipushoz definidltunk még egy raise miveltet, ami nem més, mint egy adatkonstruktor
alkalmazésa az e paraméterre, mégis érdemes kiilon muveletet definialni ré, arra az esetre felkésziilve,
hogy M-bdl absztrakt adattipust készitiink, és elrejtjiik a reprezentaciot a felhasznalo eldl.

Ahhoz, hogy a hibakezelést a kalkulatorba épitsiik, csak a return (a + b)-t kell kicserélniink
a kovetkezdre:

ifb =0
then raise "osztas nullaval”
else return (a <+ b)

ez nagyjabol megfelel egy imperativ nyelvben sziikséges valtoztatasnak. Végiil az eredmény:

eval 2 Term — M Int

eval (Con a) = return a

eval (Div t u) =doa « eval t
b «+ eval u
ifb =0

then raise "osztas nullaval™
else return (a =+ b)

Erdemes megjegyezni, hogy a definiciok visszahelyettesitése utan a monadikus kalkulator megegyezik
a mondadok nélkiili kivétel-kezeléses valtozattal.
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3.2.7. Allapot monad

Az allapot monddban a monadikus értékek maguk is fliggvények: egy-egy allapothoz egy allapot-
érték part rendelnek (hasonléan a monad nélkiili kalkulator masodik valtozatéhoz).

data M a = State — (a, State)
type State = Int

instance Monad M where

return a = X —(a, X)
m >>= K = AX —let (a, ¥) = m X in
let (b, z) = kayin
(b, 2)

tick MO
tick = XX =20, x + 1)
run :: Term — (Int, State)
run t = (eval t) O

A return amost is a paraméter egyfajta becsomagolasa, ezittal egy fiiggvénybe, ami egy allapotra
(azaz az X paraméterre) alkalmazva mellékhatast nem okoz, az allapotot nem véltoztatja meg, masik
komponensébe pedig a paraméter keriil.

A >>= mivelet megint Gsszetettebb: elszor kiszdmitja a paraméteriil kapott monadikus ér-
téket, m-et, az X kezdGallapotra, ezutan az eredményt eltarolja az (a, y) parban, végiil a miivelet
eredményére és az 4j y allapotra végrehajtja k-t, igy jut (b, z)-hez, a végeredményhez. Figyeljiik
meg, hogy a definicié a kifejezések kiértékelést szekvencializalja: m X kiszamitdsa meg kell el6zze a
k a y hivés feldolgozasat, hiszen ez mar az 4j y allapottol fiigg. Ennek egy kellemetlen hatranya
lesz a kés@bbi vektor monadnal, és egy oOriasi el6nye a Haskell IO-ban.

Ahhoz, hogy a kalkulatort hasznalni tudjuk, bevezetiink még egy run miveletet is, ami egy
termhez egy érték-allapot part rendel. Itt egész egyszertien azt kell megérteniink, hogy a run nélkiil
az eval fliggvényt egy t termre alkalmazva egy State — (a, State) fliggvényt kapunk, és ennek
kell még egy paraméter, ami a kezdeti allapotot rogziti, és amivel aztan a szamitast tényleg el lehet
végezni. Ezért a reprezentacio elrejtésének érdekében kovetjiik azt a gyakorlatot, hogy definialjuk a
run fiiggvényt, ami ezt a tovabbi inicializal6 allapotkomponenst hozzdadja a fiiggvényhivashoz.

A filiggvények értékkészletének State komponensét mellékhatésok reprezentalasara fogjuk hasz-
nalni: a kalkuldtor miikddése kdzben a tick fiiggvény segitségével tigy modosithatja ezt a kompo-
nenst, hogy kézben nem is kell tudnia létezésérsl. Igy az alabbi eval definicio rekurziv hivasai a
kifejezés kiértékelése kézben mellékhatasokat okozhatnak az &llapottéren. A kalkulator modositésa
nagyon egyszer(d, csak a return (a -+ b) helyett kell a kovetkez6t irni:

tick >>= A_— return (a + b)
Igy a kovetkez6hoz jutunk:

eval :: Term — M Int

eval (Con a) = return a

eval (Div t u) =eval t >>= la —
eval u >>= Ab —
tick >>= )\ —
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return (a + b)

Ami do -szintaxisra attérve:

eval I Term — M Int

eval (Con a) = return a

eval (Div t u) =doa + eval t
b < eval u
tick

return (a <+ b)

Ezt azért irtuk ki részletesen, mert érdemes egy kicsit elgondolkodni rajta. Figyeljiik meg ugyanis,
hogy az a fenti fliggvénydefinici6 nem tartalmazza az allapotot. A felhasznalé szempontjabél nagyon
kényelmes hasznalni, hiszen elég ha csak tigy gondol ra, hogy el8szor kiszamitja t-t, az értéket elteszi
a-ba, aztan ugyanigy elbanik u-val, aminek az eredménye b, utdna eggyel noveli az osztasok szdmat,
végiil az osztast elvégezve kapja a term értékét.

A bind miivelet "triikkos" implementicidéjanak koszonhetSen annak ellenére, hogy a felhasznalo
észre sem veszi egy masodik komponens (az allapot) jelenlétét, az a szinfalak mogott mégis atadodik,
a tick mivelettel médosithatéd és a végeredményben is megjelenik.

Nézziik meg egy egyszertibb példan, mi is torténik. Vegylink a kovetkezd kifejezést:

eval t >>= )a’ — Return (&’ + 1)

Ha visszanéziink a bind definiciojara, és m helyébe eval t-t, k helyébe pedig (Aa’ — Return (a’ +
1))-et irunk, a kovetkez6t kapjuk:

eval t >>= (la” — Return (a” + 1)) =
Ax —let (a, y) = eval t X in
let (b, z) = (A\a” — Return (a” + 1)) a y in
(b, 2)

Ezutan a bels6é A-kifejezés redukalasa kovetkezhet:

Ax —let (a, y) = eval t X in
let (b, z) = Return (a + 1) y in
(b, 2)

Ebbél mar 1athato, hogy a masodik szamitas hogyan jut hozza az elsé eredményéhez, és az is, hogy
annak ellenére, hogy az allapot komponens nem jelenik meg a kifejezésben, hogyan tud mégis jelen
lenni az egyes szamitasi 1épéseknél. Igy a run mivelettel kiegészitve a rendszer valéban miikdsképes
lesz.
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3.2.8. Nyomkd&vetés monaddal

A harmadik moédositas taldn megint kicsit egyszertibb lesz. A kimenet elGallitdsdhoz definidljuk a
kovetkez6 monadot:

data M a = (a, Output)
type Output = String

instance Monad M where

return a = (a, ")
m >>= Kk = let (a, X) = m in
let (b, y) = k a in
(b, x ++y)
out 2 Output - M QO
out str = (O, str)

A return definiciéja megint természetes moéodon addédik. Nem allitunk elé kimenetet, csak becso-
magoljuk "a"-t egy rendezett parba.

A >>= definiciéja ebben az esetben el@szor a baloldali paraméterként megkapott konténert
szétvagja két komponensre, aminek eredménye (a,x)-be keriil, aztan "a" felhasznaldsaval k kiérté-
kelhetd, és a két Output Osszeflizésével az eredmény is kiszamithato.

A kalkulatorban a kovetkezé modositasokat kell végrehajtani:

i) a Con a estben return a helyett irjunk out( line (Con a) a ) >>= A_ —return
a-t;

ii) a masik agon pedig return (a + b) helyére out( line (Div t u) (a + b) ) >>=
A_ —return (a + b)-t.

Ez do -szintaxissal felirva:

eval :: Term — M Int
eval (Con a) = do out( line (Con a) a )
return a

eval (Div t u) doa < eval t
b «< eval u
out( line (Div tu) (a =+ b))

return (a <+ b)

Ami nem szorul tovabbi magyarazatra. Ez a valtoztatas is lokalis és egyszert, tovabba a definiciok
behelyettesitése a monadok nélkiili kalkulator harmadik valtozatara vezet. Az ott tdrgyalt mdédositas
(a futas nyomanak megforditésa), most is egyszertien elvégezhets, csak az X ++ y-t kelly ++ x-re
cserélni a >>= miivelet definici6jaban. Ennek kategoriaelméleti hatterét mar korabban emlitettiik:
gyakorlatilag a p természetes transzformacio kiilonbo6zé definici6irél van sz6.



3.3. Allapotkezelés 55

3.3. Allapotkezelés

Az el6z6 alfejezetben bemutatott allapot monad szerepe a funkciondlis programozasban joval na-
gyobb, mint azt els§ pillanatban gondolnank. Ezen az elven alapszik ugyanis a Haskell IO kezelése
is, azonban miel6tt erre ratérnénk még &altaldnositjuk az allapot monadot, és megmutatjuk, hogy
hogyan hasznélhat6 vektorok kezelésére. [11] sokkal részletesebben mutatja be az itt felmeriils kér-
déseket. Mi azonban az egyszertiség kedvéért [5] nyoman haladunk tovabb.

Vitathatatlan, hogy a vektorok a szdmitastudoményban kiemelkedGen jelentds szerepet jatsza-
nak. A programok tele vannak vektor indexelésekkel (x[i]), és médositasokkal (x[i] := v). Funk-
cionalis programnyelvekben azonban nem nyilvdnval6, hogyan valésithaté meg hatékonyan a vekto-
rok moédositasara szolgaloé midvelet, hiszen egy felel6tlen update megsértené a hivatkozas atlatszosag
szabalyat ([9]). Azonban az el6z6 alfejezet ismeretében sejthetd, hogy a monadok ebben az esetben is
hasznosnak bizonyulnak. Ez a megoldas mas szemléletet tiikroz, mint az el6zé alfejezeté. Ott a meg-
1év6 eszkozeink hasznalhatosagit noveltiik, itt viszont 4j nyelvi elemeket fogunk definidlni. Ehhez a
monédok segitségével megvalositott absztrakt adattipusok mellett tovabbi primitiveket is hozza kell
adni a nyelvhez.

3.3.1. Vektorok

Legyen Arr a vektorok tipusa, az indexeké legyen IX, a vektorban tarolt értékeké pedig Val. A
legfontosabb tipusmiiveletek a kovetkezdk:

newArray 2 vVal — Arr
index 2 Ix - Arr — Val
update :: Ix - Val —» Arr — Arr

A newArray fiiggvény egy olyan vektort ad vissza, amelyikben minden indexen v all; Az index
i X hivis eredménye az X vektor 1 indexi eleme; végiil az update 1 v X az X vektor i indexére
beirja a v értéket, a tobbi pozicién pedig nem véltoztat. A vektorok tipusmiveleteit a [4] jegyzetbd]
megismert jelolésekkel a kovetkezd axiomakkal irhatjuk le:

index i (newarray v) = v,
index i (update i v X) = v,

index i (update j v Xx) index 1 X, ha i # j.

Természetesen a gyakorlatban ezek a miiveletek is bonyolultabbak lennének, péld4aul j6 lenne, ha
elirhatnank a vektor indexhatarait. Ezzel kapcsolatban ismét [11]-ra utalunk, a példa egyszertiségét
pedig azzal indokoljuk, hogy ezen is be tudjuk mutatni a megoldas lényegét.

Az update miivelet hatékony megvalésitdasa nyilvanvaléan a vektor adott indext poziciojan
levs érték modositasaval torténne, de mint az mar emlitettiik a tisztdn funkcionalis nyelvekben ez
csak akkor biztonsagos, ha a vektor egyszeresen hivatkozott, azaz csak egyetlen pointer mutat ra a
kifejezésekbdl felépitett grafban. Ezt mas szoval unique tulajdonsdgnak is nevezik (b&vebben lasd
[12]-ben).

Irjunk most is egy egyszert példaprogramot, hogy bemutathassuk rajta a kiilonb6z6 megolda-
sokat. Vegyiik példaul egy egyszerd imperativ nyelv funkcionalis kdrnyezetben megirt interpreterét,
aminek a szintaxisat a kovetkezs absztrakt adattipusokkal definidljuk:

data Term = Var Id | Con Int | Add Term Term
data Comm = Asgn Id Term | Seq Comm Comm | If Term Comm Comm
data Prog Prog Comm Term
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Az Id tipust az azonositok (itt nem rogzitett) tipusaként fogjuk kezelni. Egy term lehet valtozo,
konstans vagy két term Osszege. Egy parancs (Comm) lehet értékadéas (Asgn), két parancs szekvenciaja
(Seq) vagy egy I T eldgazas. Végiil a programok (Prog) egy parancs alkalmazasat jelentik valamilyen
term-re.

A program futasdnak pillanatnyi allapotat egy vektorban fogjuk tarolni, aminek az indexei lesz-
nek az azonositok, a pillanatnyi értékek pedig a vektor adott indexd pozicidéjan tarolt értékek.

type State = Arr
data Ix = Id
data Val = Int

Végiil az interpreter:

eval :: Term — State — Int
eval (Var i) x = index i X

eval (Con a) x a

eval (Add t u) x = (eval t x) + (eval u x)

exec :: Comm — State — State
exec (Asgn i1 t) x = update 1 (eval t x) X
exec (Seq c d) x = exec d (exec c X)

exec (IfF t c d) x =ifeval t x =0

then exec c x
else exec d x

elab 2 Prog — Int
elab (Prog c t) = eval t (exec c (newarray 0))

Megjegyezziik, hogy a definicié nagyon hasonlit a denotéciés szemantikara.

A termek kiértékelését végzd fiiggvény egy term és egy allapot alapjan dolgozik. Egy valtozo
értékének meghatarozéasa az allapot indexelését jelenti. Az exec fiiggvény, ami parancsok végrehaj-
tasat végzi, egy parancshoz és a kezd@allapothoz rendeli a végéllapotot. Az értékadést az allapot
modositasaval implementaltuk. Végiil az elab fliggvény a t termet értékeli ki, miutdn végrehajtotta
a paraméteriil kapott ¢ programot egy nulldkkal inicializalt dllapot-vektorra.

Ha figyelmesen megnézziik a fentieket, lathaté, hogy az allapot-vektor helyben térténd modo-
sithatosaganak csak az a feltétele, hogy az update fiiggvény moho legyen a paramétereire nézve,
azaz értékelje ki a masodik paraméterét, miel6tt az allapot adott indexére helyezné. Ha ez nem tor-
ténne meg, akkor az X vektor az i-edik pozicién tartalmazna egy 6nmagéra val6é hivatkozast, tehat
elvesztené a unique tulajdonsagot.

Sok kutatés folyt annak érdekében, hogy automatikusan eldénthets legyen, hogy egy funkcionalis
program egy vektort egyszeresen hivatkozott modon hasznél-e. A kutaték szandéka az volt, hogy
az eredményeket optimalizdciés célokra hasznéaljdk a forditéprogramokban. Mivel az ilyen analizis
viszonylag bonyolult és szamitasigényes, a programozok egy csoportja ugy latja, hogy sokkal egysze-
ribb lenne, ha olyan nyelvi elemeket vezetnének be, amivel a unique tulajdonsigot explicit jelezni
lehetne. Ezzel kapcsolatban is sziilettek olyan megoldasok, amik a tipus rendszeren keresztiil adjak
meg ezt a lehetdséget, errél bévebben olvashatunk példaul [9]-ben és [12]-ben.
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3.3.2. Vektor monad
A vektor monad egész egyszeriien egy olyan allapot monad, aminek az allapota egy vektor. Idézziik
fel a definiciot:

data M a = State — (a, State)
type State = Arr
instance Monad M where

return a = X —(a, x)
m >>= Kk = M —let (a, ¥Y) = m X in
let (b, z) = kayin
(b, 2)

Az el6z6 alfejezetben bemutatott valtozatban az allapot egy Int volt, és volt két tovabbi tipusmi-
veletiink M-hez. Most harom tipusmiveletiink lesz, ezek a vektor létrehozésdhoz, indexeléséhez és

modositasahoz kapcsolédnak.

block 2 val - Ma — a

block v m = let (a, xX) = m (newarray V) in a
fetch o Ix — M Vval

fetch i = Ax —(index 1 X, X)

assign Ix - Val - M a

assign i v X =((), update i v Xx)

A block v mhivas egy 4j vektort hoz létre, aminek minden pozicidjat v-vel inicializalja. Ezutan
alkalmazza ra az m monadikus szamitast, ami Arr — (a, Arr) fiiggvény lévén egy "a" tipusa
eredményt és egy 1j allapotot szolgdltat. Végil az eredmény "a" lesz.

A fetch hivis eredménye egy monadikus érték, olyan fiiggvény, amit a vektor egy pozici6janak
lekérdezésére hasznalhatunk. Ennek megfelelen a paraméteriil kapott allapoton nem valtoztat, és
eredmény komponensébe a vektor i. poziciojan allo elemet helyezi.

Végiil az assign fliggvény eredménye egy allapotmddosito fiiggvény. Ez végrehajtaskor a kon-
ténerbe eredményt nem helyez (csak az tires "()" elemet), de modositja a vektort az update mi-
velettel.

A harom miiveletbsl egyediil a fetch-ben fordulhat els, hogy elromlik az egyszeresen hivat-
kozottsag, de ez is kikiiszobolhets, ha Fetch mohé az els6 komponensére nézve, azaz a fiiggvény
végrehajtasakor az eredményiil kapott parba index i x redukalt alakja (a kérdéses pozicion 4llo
elem) kertiil.

Az ilyen és ehhez hasonlo esetekben hasznalhaté az alabbi mintaillesztésen alapulé modszer,
amit az unboxed tipusokkal kapcsolatosan hasznédlnak ([19]). Ha ki szeretnénk értékeltetni valamit a
végrehajtds egy pontjan, csomagoljuk be valamilyen adattipusba. Példdul ebben az esetben tegyiik
fel, hogy Vec tipusa a kovetkezg:

type Vec = Vec Vec#

Azaz egy Vec# tipusba tarozo (dobozolatlan) értéket vesziink koriil a Vec adatkonstruktorral. Ez-

s sz
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fetch 1 X = case index 1 x of Vec vector — (Vec vector, X)

Ezzel a rendszert rakényszeritjiik arra, hogy index-et a sziikséges mértékig redukalja.

Most alakitsuk M-et absztrakt adattipussa, aminek 6t mivelete return , >>= | block, fetch
és assign. Ezek koziil block szerepe azért kiemelkedd, mert ez az egyetlen, aminek a visszatérési
értéke nem monadikus. Nélkiile nem lehetne olyan M-et haszndlé programokat irni, aminek az ered-
ményében nem szerepel M.

Azzal, hogy M absztrakt adattipus, biztosak lehetiink benne, hogy az egyszeresen hivatkozott-
sag megdrzédik, igy az update miveletet hatékonyan megvalésithaté. Ha megengednénk, hogy a
felhasznal6 a vektor alapmiiveleteit is hasznélja, leirhatné példaul ezt:

AX — (assign 1 v X, assign i w X)

ami nyilvan iitkozne az egyszeresen hivatkozottsaggal.
Az M-et hasznalo interpreter a kovetkezs:

eval 2 Term — M Int

eval (Var i) x = fetch i

eval (Con a) x return a

eval (Add t u) x = eval t >>= )da — eval u >>= Ab —return (a + b)

exec 2 Comm - M O
exec (Asgn i1 t) X = eval t >>= )a — assign i a
exec (Seq c d) x = exec ¢ >>= \_ —exec d >>= A_ — return O
exec (IT t c d) x = eval t >>= )la —
if a = 0 then exec c else exec d
elab :: Prog — Int

elab (Prog c t) block O(exec ¢ >>= A_— eval t>>= Ja—return a)

A tipusbdl lathato, hogy a termek kiértékelését végzs eval fiiggvény eredménye egy konténerbe
helyezett egész szam, aminek ennek meghatarozasahoz hasznéalhatja az allapotot. Azt egyel6re még
nem tudjuk jelezni, hogy a fiiggvény csak olvassa az allapotot, igy kénytelenek vagyunk a tipusban
kicsit tobbet feltiintetni. Hasonléan a parancsok futtatéasa is kapcsolatban 4ll az allapottal.

Mivel a program az absztrakt adattipust hasznélja, igy nem kell att6l tartanunk, hogy megsériil
az egyszeres hivatkozottsag.

Az ujrairt interpreter kicsit hosszabb az el6z6 valtozatnal, de talan kénnyebb megérteni is. Jol
latszik példaul, hogy a Seq ¢ d parancs futtdsdhoz elGszor lefuttatjuk c-t, aztdn d-t, és ezt nem
kell jobbrol-balra fiiggvénykompoziciés alakban felirnunk.

Az allapot monadndl méar emlitettiik, hogy ez a program "tulsidgosan szekvencialis" lesz, azaz
nagyon megkdti a forditoprogram kezét. Példaul az Add t u kiszamitasa is t kiszamitaséval kell,
hogy kezd&djon, és u-t csak ezutan lehet meghatirozni. Ez nyilvanvaldan felesleges, raadasul igy
elvesztjiik a parhuzamos kiszamithatésag lehetségét is. Emlitettiik, hogy az eval fiiggvény csak
olvassa az 4llapotot, de nem médositja azt. Ez lehetGséget ad arra, hogy bevezessiik a vektor olvaséd
monddot.
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3.3.3. Az olvasé monad

Az allapot monadbdl természetes moédon adddik, hogy az olvasé mondad tipusa a kdvetkezs:
data M” a = State — a

azaz egyszerten elhagytuk az allapot mdédositasara lehetSséget addé mésodik komponenst. A megfelel§
miveletek a kovetkezsk:

return’ I a—> M a
return’ a = AX —a
GC>=") M a— (@a—- M b)) - M b

m >>=" k MX —leta =mx ink a x
fetch’ o Ix - M” Vval
fetch” 1 = AX —index 1 X

A definicidk nagyjabol érthetéek. A return” ahivas eredménye egy olyan fiiggvény, ami egyszertien
visszaadja a-t. Az (m >>=' k) x hivas el6szor kiszamitja m-et, aztan ennek eredményét felhasz-
nalva kiszamitja k a-t is ugyanabban az X allapotban. Figyeljiikk meg, hogy return” elhagyja az
allapotot, >>='pedig megduplazza. A fetch” i x hivas egyszeriien visszaadja az X vektor i.
poziciojan allo elemet.

Mivel az &llapot olvaséd szamitasok részhalmazai az allapotot iré-olvasé szamitasoknak, igy meg-
adhato egy fiiggvény, ami az M”-beli szamitasokat M-beli szamitasokka alakitja.

coerce M a—>Ma
coerce m = AX —» leta =m x in (a, X)

A fiiggvény nem tesz mast, mint az M”-beli szamitdshoz egy olyan M-belit rendel, ami az allapotot
nem moédositja, értéke pedig az M? szamitis értéke. Az egyszeres hivatkozottsig megérzéséhez a
fliggvénynek mohoénak kell lennie a kdzbens§ a-ban, példaul a Clean-ben erre a "let-before" kifeje-
zések (#) hasznalataval nyilik lehetgségiink. Egy monadot kommutativnak neveziink, ha érvényes a
kovetkezs:

(m >>= Xa —n >>= Ab —-0) = (n >>= Ab —-m >>= la —0)

A kifejezésnek természetesen csak akkor van értelme, ha "a"-nak nincs szabad el6forduldsa "n"-ben,
"b"-nek pedig "m"-ben. Az n és m felcserélhetGsége tehat azt fejezi ki, hogy kommutativ monadban
az egyes szamitéasi lépések kiértékelési sorrendje (a mondott feltételek mellett) tetszdleges.

Mivel az olvas6é monad kommutativ, lehetéségiink van a >>=' miiveletet pArhuzamositasara:

m >>=" k = AX = leta = m x in
letb = k a x in
par b (seq a b)

A definicioban a GRIP processzor jeldléseit hasznaltuk. par jelentése, hogy a két paramétert par-
huzamosan kell kiértékelni, pontosabban a végrehajtas tugy torténik, hogy elgszor elindul egy 1j
folyamat, ami az els6 kifejezést (b) kezdi kiértékelni, az indit6 folyamat pedig a méasodikkal folytatja.
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seq hatasira a folyamat elébb kiértékeli "a"-t, aztdn megvarja "b" kiértékelést, és ezt visszaadja
eredményként.

A miiveleteket két absztrakt adattipusba csomagoljuk M-be és M”-be Osszesen nyolc tipusmtve-
lettel (return , >>= | return” ,>>="  block, assign, fetch” és coerce).

Ezeket felhasznédlva jutunk az interpreter végss verzidjahoz:

eval 2 Term — M” Int

eval (Var i) x = Fetch” 1

eval (Con a) X = return” a

eval (Add t u) x = eval t >>=" \a — eval u >>=' Ab—return’ (a + b)

exec :: Comm - M O
exec (Asgn 1 t) x = coerce(eval t) >>= lda — assign i a
exec (Seq c d) x = exec ¢ >>= A_ —exec d >>= A_ — return QO
exec (IFf t ¢ d) x = coerce(eval t) >>= la —
if a = 0 then exec c else exec d
elab 2 Prog — Int

elab (Prog c t)

block O(exec ¢ >>= A_ —
coerce(eval t) >>= )la —return a)

Ez annyiban kiilonbozik az el6z6t6l, hogy eval-t M” hasznélatdval irtuk meg, és az elsé két M-et
hasznal6 fiiggvényben az eval hivisokat egy-egy coerce veszi koriil. Ezzel egyrészt sikeriilt jelez-
niink, hogy eval csak olvassa az allapotvektort, masrészt a parhuzamosithatdsigot is visszahoztuk
a rendszerbe.

Kicsit visszakanyarodva a kategoriaelmélethez elmondhatjuk, hogy coerce valdjaban nem maés,
mint egy monad morfizmus, tehat egy olyan M' — M leképezés, ami a monadok struktirajat
megdrzi, azaz:

h(return” a) = return a,
h(m >>=" Xa - n) = ¢thm) >= X a — (hn)

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy a monadok hasznalataval két olyan absztrakt tipust vezettiink
be, ami képes elrejteni a vektorok implementécidjat a felhasznilo elél és az egyszeresn hivatkozottsag
megdbrzése mellett lehetdséget ad arra, hogy néhény nyelvi primitiv bevezetésével hatékony vektor-
kezeléssel bovitsiik a Haskell eszkoztarat.

3.4. Konkurens szamitasok modellezése

Harmadik példankban megmutatjuk, hogy a monadok segitségével konkurens szamitasokat is mo-
dellezhetiink, anélkiil, hogy 10j primitiveket kellene bevezetni funkciondalis programnyelviinkbe. Ez
csak egy "csinald magad" parhuzamositas lesz, az litemez6t is nekiink kell majd megirni hozza, és
épitiink arra, hogy az egyes programszalak hajlandok a vezérlést maguktdl atadni, hiszen nem lesz
lehet@ségiink arra, hogy kiviilrsl szakitsuk meg a futasukat.

Az igazan szép megoldas a konkurens folyamatok modellezésére az lenne, hogy létrehozunk egy
imperativ monadot valamilyen fork miivelettel. Erre egyébként taldlhatunk is példat a konkurens



3.4. Konkurens szdmitdsok modellezése 61

Haskellben [10], ahol tovabbi primitiveket is bevezettek. Most azonban arra keressiik a valaszt, hogy
a nyelv bévitése nélkiil hogyan modellezheté a parhuzamossag.

A példaban [15] dolgozatat kovetjiik, és az allapot monadnal is érdekesebb folytatds monadot
fogjuk felhasznalni. Ez egyike a [6] cikkben javasolt lehetséges szamitastipusoknak, ereje abban rejlik,
hogy alkalmas a szamitasok jovGjének eltarolésara.

A megoldas azért lesz igazan érdekes, mert a parhuzamos folyamatok atomi miveletei valamilyen
mar meglevé monadd monadikus szamitasai lesznek.

Sziikséglink lesz az ir6 monadra, amire mar lattunk példat az imperativ nyelvi elemek beépitése
kapcsan. Az ir6 monadnak a monad osztaly miveleti mellett van egy irds mivelete is, ezt réviden
igy fejezhetjiik ki:

class Monad m = Writer m where
write :: String - m QO

A tipikus implementéiciot mar lattuk korabban is, 4ltalaban valahogy igy néz ki:

type W a = (a, String)

instance Monad W where
(a, s) >>= k =let (b,s’) =k a in (b, s ++ s7)
return X = (x, ")

instance Writer W where
write s = (O, 9)

Korédbban azt is emlitettiik, hogy a monéddokhoz tébbnyire tartozik valamilyen futtaté miivelet is,
ez alol a W sem kivétel:

output 2 Wa — String
output (a, s) =s

A fiiggvény egyszertien visszaadja a W-beli szamitas kézben generalt kimenetet.

Elsfordul, hogy egy monad alaptipusa maga is egy monéd. Erre tobbnyire azért van sziikség, hogy
egy mar létezd funkcionalitast (amit a paraméter monéd valosit meg) kibgvitsiink valamivel. Ilyenek a
kiilénbo6z6 monad kompozicidk, példaul, amikor kivételkezeléssel bévitjiik a meglévs szamitasainkat.
Bevezethetjiik a monad transzformalok osztalyat:

class MonadTrans t where
lift > Monad m = ma — (t m) a

Gyakorlatilag arrél van sz, hogy az m monad monadikus szdmitasait felemeljiik a t m monadba.
A modellben bevezetjiik a C monad atalakitot amivel minden felemelt monadikus szamitast atomi
miveletként tudunk majd kezelni.

A konkurens szamitdsok modellezéséhez sziikségiink van valamilyen eszkozre, amivel a futé fo-
lyamatok kozott kapcsolgathatunk, ehhez azonban meg kell oldanunk a folyamatok allapotanak és
jovébeli viselkedésének eltarolasat.

A folyamatok felfliggesztéséhez elegansan hasznalhato eszkozt nyujtanak a folytatasok (continu-
ations). Egy létezd fiiggvénybol ugy készitiink folytatast hasznalot, hogy egy tovabbi paraméterben
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megadjuk a fiiggvény folytatasat. Ezutan ahelyett, hogy a fliggvény visszaadja az eredményt, al-
kalmazza a kapott folytatasra, igy ha a folytatas egy szamitassorozatot takar, akkor annak lépései
fligghetnek a megel6z6 1épések eredményétsl. Mivel a modellben az Action tipus fogja a szami-
tasokat jelolni, az "a" eredményd folytatast hasznalo fiiggvény a kovetkezd tipussal rendelkezik:

type C a = (a — Action) — Action

Ahol a fliggvénynek atadott folytatdas az a — Action fiiggvény. Erre az eredményét alkalmazva
(ami egy a tipusu érték), egy kovetkezd szamitast (Action) kapunk eredményiil. Esetiinkben azon-
ban az Action osszetett, polimorf tipus, tipuskonstruktora egy monadot kap paraméterként. Ennek
megfelelen C valddi tipusa:

type C m a = (a — Action m) — Action m

Ezt a C-t fogjuk konkurens monad transzformélénak nevezni, ami lényegében azt jelenti, hogy C m
egy mondd minden m monad esetén:

instance Monad m = Monad (C m) where
f>=k=X —- F (Qa - kac)
return X = A\c —- C X

Mivel a definicié els6re nehezen olvashatd, vizsgaljuk meg részletesebben. A return eset az eddigi
példainkhoz hasonléan most is egyszertibb. Ennek tipusa &ltalaban:

return Ia—>ma
Azaz jelen esetben:
return :a—>Cma

A fenti definicié azt fejezi ki, hogy valamilyen x paraméterhez return x azt a fliggvényt rendeli,
aminek értéke konstans X. Ennek megfelel§en az eredmény folytatast hasznalé alakja az a fiiggvény,
ami paraméterét (a c folytatast) x-re alkalmazza.

A >>=esetben c az &sszekapcsolt monadikus szamitas folytatésat jelenti. Mivel F egy folytatast
hasznal6 fiiggvény, paramétere a végrehajtasat kovets folytatas kell legyen. Ez adja a lehet&séget
arra, hogy K és c Osszekombinalasabdl 1étrehozzuk a paramétert. Mar csak az a kérdés, hogy mi
a definicioban szerepld "a" valtoz6 szerepe, ez pedig nem méas, mint az F monadikus értékben,
mint konténerben, tarolt eredmény. Igy az ¥ monadikus értékétdl fiiggs k-bol k a-val létrejon egy
folytatast hasznalo fliggvény, amire az egész kifejezés c folytatdsa alkalmazhato.

A kovetkezd kérdés, hogy milyen legyen egy atomi szamitasi 1épés, azaz egy Action. Nyilvan
sziikségiink lesz vezérl§ primitivekre és ténylegesen szamitast végzo elemekre is (ezek lesznek az m
monadikus szamitésai). Vegyiik a kovetkezd tipusdefiniciot:

data Action m = Atom (m (Action m))
| Fork (Action m) (Action m)
|

Stop
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Az Atom adatkonstruktor szolgdl az m alapmonad szamitasi 1épéseinek becsomagoldsara. Ezen kiviil
sziikség van még egy Fork primitivre, amivel 4j folyamatot inditunk, illetve egy Stop-ra, amivel a
folyamat végét jelezziik majd az ilitemezs szamara.

Mivel rendszer folytatast hasznalo fiiggvények kiértékelésével miikodik, mindhirom adatkon-
struktorral 1étrehozott Action valamilyen folytatdst hasznal6 fliggvény belsejébe lesz dgyazva. Spe-
cidlisan ez igaz az Atom-al becsomagolt m monadikus szamitdsokra is, és azért kell ezeknek Action
m-et tartalmazni eredményként, mert az lesz az m atomi 1épést kdvetSen végrehajtandd miveletso-
rozat, de nézzilik a megfelel§ tipusmiveletet:

atom > Monad m = ma — Cma
atom m = Ac — Atom (do a < m; return (c a))

Ebbdl 1athato, hogy egy m monadikus miivelet kiértékelése utan az eredményt a fiiggvény folytatasara
alkalmazva kapjuk a kovetkezd miiveletsorozatot.

Sziikségiink lesz harom tovabbi tipusmiveletre a kényelmes hasznalat érdekében. Elfszor egy
olyan fliggvényt definidlunk, ami egy C m a-beli kifejezést Action m-é alakit:

action . Monad m = C ma — Action m
action m =m (Aa — Stop)

Ezzel az m szamitas végrehajtasa utan lezarjuk a szamitéssorozatot.
Kovetkez6 tipusmiveletiink a stop lesz, ezt akdrmilyen folytatasra alkalmazva az eredmény a
Stop Action.

stop 2 Monad m = Cma
stop = Ac — Stop

Végiil a Fork konstruktorhoz is bevezetiink egy miveletet, ami a Unix-bol ismert fork-hoz hasonlit.
Egyszertien alkalmazza az argumentumaéra az action filiggvényt, igy egy olyan folyamatot kap,
aminek a végén a folytatds a Stop, tehat ott az interpreter terminélni fogja az adott programszalat.
Ebbdl és a folytatasbol a fliggvény egy Fork Action-t képez:

fork Iz Monadm=Cma—=CmQ
fork m = Ac — Fork (action m) (c Q)

A C tipuskonstruktorra példanyosithatjuk a MonadTrans osztalyt, ugyanis az atom fiiggvény pon-
tosan a Dift altal megkovetelt tipusi:

instance Monad m = MonadTrans C where
lift = atom

Most mar vannak eszkozeink arra, hogy kiilénb6z6 C m a-beli elemeket hozzunk létre, de még sem-
mit sem tudunk kezdeni veliik. A konkurens szamitdsok modellezésére bevezetiink egy kis interpre-
tert. Ez az [18]-ban is ismertetett round Robin {itemezési eljarassal fog mikodni. A futé folyamatok
egy listaban vannak felsorolva, az interpreter minden 1épésben leveszi a lista elején allo folyamatot
(ez valojaban egy Action tipusi elem), és elvégez egy szamitési lépést vagy valamilyen vezérlémi-
veletre reagal:
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round :: Monad m = [Action m] — m O
round [] = return O
round (a:as) = case a of
Atom am — doa’” « am ; round (as ++ [a’])
Fork al a2 — round (as ++ [al, a2])
Stop — round as

Egy Atom esetén monadikusan futtatjuk az argumentumot, ennek az eredményét (ami Action m ti-
pusit) hozzdadjuk a folyamat lista végéhez, és folytatjuk round futtatasat. A Fork hatéséra létrejon
két tovabbi folyamat, ezeket a folyamat lista végéhez adjuk. Végiil a Stop esetén az aktualis folya-
matot elhagyjuk a listdbol. Mint a legtobb monadhoz, C m-hez is sziikségilink van run fliiggvényre,
ez elGszor alkalmazza az action fliggvényt az argumentumadra, igy 1étrejon egy a végén termindlt
Action, amit egy listdba helyezve a round-nak 4t lehet adni.

run > Monad m=Cma—>mQ
run m = round [action m]

Lathato, hogy "a" nincs jelen a visszatérési értékben, igy elveszitjiik az eredeti szamitas eredményét.
Ugyanakkor szerencsére sokszor csak a szdmitds mellékhatdsdra vagyunk kivancsiak, és a program
is modosithat6 agy, hogy visszaadja ezt az eredményt is.

Nézziik meg egy példan, hogyan hasznalhaté az tj modelliink. Vizsgéljuk a konkurens output-ot.
Probaljuk meg az ir6 monadot felemelni a konkurens vildgunkba, ehhez az 6sszes m ir6 monadhoz
rendelt C m monadhoz példényositani kell a Writer osztalyt:

instance Writer m = Writer (C m) where
write s = lift (write s)

Mivel az el6bb dgy példanyositottuk a MonadTrans osztalyt C m-re, hogy a lift fliggvényt az
atom-mal implementéaltuk, mostantél minden write mivelet egy-egy atomi lépés lesz a konkurens
modellben.

Miel6tt a példara ratérnénk, még bevezetiink egy kiilsé fliggvényt - a loop-ot. Ez a fiiggvény
minden Writer-beli tipusra miikédik. Argumentuma egy sztring, erre alkalmazza ciklikusan a kifrast
a kovetkezdéképpen:

loop 2 Writer m = String - m
loop s = do write s; loop s

A fiiggvényt arra hasznaljuk, hogy két C m a-beli szamitast hozzunk létre, amik folyamatosan ge-
neralnak egy-egy sz6t. Az els§ folyamat a diploma sz6t ismétli, a mésodik pedig a munkat:

example o Writer m = Cm Q
example = do write "start:"
fork (loop "diploma™)
loop "munka’

Az output (run example) kifejezés eredménye a kovetkezs - végtelen hosszu - sztring lesz:

"start:diplomamunkadiplomamunkadiplomamunkadiplomamunkadip...."
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Figyeljiik meg, hogy a kiir6 miveletek nem zavarjak Ossze egymaést, hiszen egy-egy sztring kiirdsa
az atomi mivelet. Ahhoz, hogy véltozatosabb kimenetet kapjunk a kovetkezéképpen kellene példa-
nyositani a Write osztilyt C m-re:

instance Writer m = Writer (C m) where
write [] = return O
write (c:s) = do lift (write [c]); write s

Most karakterenként "emeljiik fel" a kiirast, igy a output (run example) eredménye valami
hasonlé:

"start:dmiupnlkoammaudnikpalmoumnakdaimouknok. . .**

Erdemes megjegyezni, hogy mivel a Haskell egy lusta funkcionalis nyelv, igy az eredmény annak
ellenére kiirodik a képernyére, hogy a folyamat sosem terminl...

3.5. Roviden a Haskell 10-rél

Utolsé példank a Haskell IO-r6l szél. Az érdekl§ds olvasénak mindenképpen ajanljuk S.L. Peyton
Jones és Philipp Wadler cikkét [17] az IO funkcionalis megvalositasi lehetségeirsl, és konkrétan a
Haskell IO implementéciojardl. Itt csak a lényeget szeretnénk elmondani, és néhény példat mutatni
a hasznélatra, ebben nagy segitségiinkre lesz [16].

3.5.1. Egyszerii példak

Kezdjiik is mindjart néhany alapmiivelettel. A koncepci6 lényege, hogy az IO miiveletek az 10 po-
limorf tipusba tartoz6 tgynevezett akcidk, és csak ezek az akciok alkalmasak a kiilvilaggal valod
kommunikaci6 lebonyolitasara. Mas szoval mellékhatasok csak az 10 tipus kérnyezetében fordulhat-
nak eld, igy jol elkiilonithetSk a nyelv tisztéan funkcionélis részétdl.

Minden 10 akcié visszaad valamilyen értéket egy 10 konténer belsejében. Példaul a karakterek
beolvasasara szolgalé miivelet tipusa:

getChar :: 10 Char

Az eredmeényiil kapott konténerbe a beolvasott karakter keriil. Vannak olyan akciok is, amik (latszo-
lag) nem adnak vissza semmilyen eredményt. Erre példa a kovetkezd:

putChar 2 Char —- 10 O

A karakterek kifrasat végzd akcié eredménye a Haskell unit tipusaba tartozé iires elem. Taldn nem
adrulunk el nagy titkot az olvasénak, ha megemlitjiik, hogy az akcidk Osszekapcsoldsira a >>=
miivelet hasznalhaté. Az IO miveletek kapcsdn azonban a do -szintaxis hasznalata az elterjedt.
Nézziink egy egyszertd példat, ami beolvas egy karaktert, majd visszairja a képernydre:

main 2 10 O
main = do ¢ « getChar
putChar c
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Hangsulyozzuk, hogy mivel minden 10 mtvelet eredménye egy 10 konténerben van, igy a programozé
sem tud masképpen adatokat visszaadni egy 10 végrehajtasat kovetGen. Példaul a kdovetkezs:

ready :: 10 Bool
ready = do ¢ + getChar
c == ’y” —-- hiballl

fliggvény hibas, a logikai értéket be kell csomagolni a return mivelettel:

ready :: 10 Bool
ready = do ¢ + getChar
return (c == y7)

Most mar bevezethetiink egy Osszetettebb fiiggvényt is, ami sorok beolvasasara szolgal:

getLine 2 10 String
getLine = do c « getChar
if c == *\n”

then return
else do I + getLine
return (c ++ 1)

Az 10 lehetGséget nyujt kivételkezelésre is. Ez nem pontosan egyezik meg a korabbi kivételkezeléssel,
ugyanis az csak a kivételek kiviltasara volt alkalmas, itt azonban el is fogjuk tudni kapni 6ket.

A Haskell el6re definidl néhany kivételt a specidlis IOError adattipus segitségével. Ez egy abszt-
rakt adattipus, maga a konstruktor is rejtve van a felhasznalé el6tt. Haszndlhatunk viszont néhany
predikdtumot a hiba tipusanak eldontésére. Példaul az

iSEOFError 22 10Error — Bool

igazat ad vissza, ha a kérdéses hiba egy fajl vége miatt kovetkezett be. A kivételek elkapasira a
catch fiiggvény hasznalhaté, tipusa:

catch :: 10 a - (1I0Error —» 10 a) — 10 a

Két argumentuma egy akcio és egy kivételkezels fiiggvény. Az utobbi akkor hivodik meg, ha az
els6 paraméter végrehajtasa sordn valamilyen hiba lép fel. Egy egyszert példa lehet a getChar
modositasa ugy, hogy hiba esetén az eredmény legyen az tjsor karakter.

getChar’ :: 10 Char
getChar’ = catch getChar (A e — return *\n”)

Persze intelligensebb megoldéast kapunk, ha a kivétel tipusat is ellendrizziik:

getChar’ :: 10 Char
getChar” = catch getChar eofHandler where
eofHandler e = if isEOFError e
then return ”\n~”
else 10Error e
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Az H0Error filiggvény a kivétel djrakivaltasara hasznalhaté. Tipusa elarulja, hogy a kivételek is
action forméajaban utaznak felfelé az egymasbaédgyazott catch fliggvények belsejében:

ioError :: I0Error — 10 a

getChar’-t felhasznalva djrairjuk a sorok beolvasasit végzd fliggvényt is, hogy bemutassuk az
egymasbadgyazott kivételkezelést is:

getLine’ :: 10 String
geLine” = catch getLine”’” (lerr — return ('Hiba ™ ++ show err))
where
getLine”” = do c « getChar
if c == *\n”

then return
else do I < getLine’
return (c ++ 1)

A bedgyazott kivételkezelés lehetvé teszi, hogy getChar” elbinjon a fajl végével, mig minden mas
hibat a kiils6 fiiggvény kezel, aminek eredménye a "Hiba" széval kezd6d§ sztring. A Haskell is definial
egy alapértelmezett kivételkezel6t a program legfelss szintjén, ami ehhez hasonléan kiirja a kivétel
szovegét, és megéllitja a programot.

Végiil nézziink egy példat fajlkezelésre is. ElsG 1épés a fajl megnyitasa, ez létrehoz egy Handle
tipusit "handler"-t, amivel a kés6bbi IO miveletekben a fajlra hivatkozhatunk. A megnyitassal és
bezarassal kapcsolatos legfontosabb muveletek és tipusok a kovetkezsk:

type FilePath = String
openFile :: FilePath — 10Mode — 10 Handle
hClose 2 Handle — 10 O

data I0Mode ReadMode | WriteMode | AppendMode | ReadWriteMode

A Handle tipus nem csak fajloknal hasznélatos. Ezzel azonosithatjuk az 6sszes IO csatornat. Tébb
elére definidlt csatorndbol is valaszthatunk, ilyenek az stdin szabvidnyos bemeneti- és a stdout
szabvanyos kimeneti csatorndk. Vannak karakterenkénti IO miiveletek, mint a hGetChar és a hPut-
Char, ezek egy-egy handler-t varnak paraméteriil. A kordbban bevezetett getChar fiiggvényt igy is
definialhatjuk:

getChar = hGetChar stdin
A Haskell az egész f4jl vagy csatorna tartalmanak sztringbe olvasaséra is tartalmaz egy mrtiveletet:
getContents 2 Handle — 10 String

Ugy ttinhet, hogy ez nagyon erdforras-igényes. Valojaban a nyelv lustasdganak koszonheten nincs
szilkkség az egész input azonnali beolvasasara, adott esetben elég karakterenként vagy valamilyen
pufferbe toltéskor kisebb egységenként elGallitani. Ezt kihasznalva az alabbi fajlok mésolasat végzs
program is miikédSképes lesz:

main = do fromHandle < getAndOpenFile "Bemeneti f4jl:" ReadMode
toHandle < getAndOpenFile "Masolas ide: " WriteMode
contents + hGetContents fromHandle
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hPutStr toHandle contents
hClose toHandle
putStr "‘Rendben.™

getAndOpenFile :: String — I0Mode — 10 Handle

getAndOpenFile prompt mode =
do putStr prompt
name < getLine
catch (openFile name mode)
(\_ — do putStrLn (name ++ ' nem nyithato meg.\n")
getAndOpenFile prompt mode)

A main els6 két sordban megszerezziik a bemeneti és a kimeneti fajl handlerét. A harmadik sorban a
contents (pszeudo)valtozoba toltjiik az inputfajl tartalmat, amit a kovetkezs sor hPutStr hivasa ir
ki az outputfijlba (a lustasdgnak koszonhetGen ebben torténik a fajl tényleges beolvasésa is). Ezutén
a kimenetet lezarjuk (a bemenet lezarasa automatikusan megtorténik), és kiirjuk a ""Rendben.*
szoveget tajékoztatva a felhasznalot a miivelet sikeres befejezésérsl.

A misik fiiggvény szolgél a fajlok megnyitasara. ElGszor kifrja a paraméteriil kapott prompt
sztringet, majd egy fajlnevet tartalmazé sort var a standard bemeneten. A kapott fajlt megprobalja
megnyitni, ha ez sikeriil a visszatérési érték az openFile altal adott 10 Handle, egyébként a kivé-
telkezeld fiiggvényben a felhasznéléd tajékoztatasa utan rekurzivan tjrahivjuk a getAndOpenFile
fliggvényt.

3.5.2. A megvalésitasrol

A példdk utan vizsgdljuk meg kicsit kozelebbrsl az 10 megvalositasanak hatterét. Szerencsés hely-
zetben vagyunk, ugyanis mar minden fontosabb eszk6zt és moddszert bemutattunk. A Haskell az
IO-t (természetesen) monadokon keresztiil valositja meg. Ehhez a kovetkezd absztrakt adattipust
hasznélja:

data 10 a = World — (a, World)

ami a monéd osztaly példanyositdsa utdn nem méas mint egy olyan &llapot monad, aminek &llapot
komponense ezittal a World absztrakt adattipus. Ebbe gyakorlatilag minden beletartozik, amihez
egy 10 miveletnek koze lehet, ilyenek a fajlrendszer, a standard input /output streamek, vagy akar
egész kiilonleges adatfolyamok is példaul a kiilonbo6z6 halézaton keresztiili adatforgalom kezelésére
szolgalok.

A World tipusra egyetlen miveletet definiadltak a fejlesztsk, ccal l-t, amivel kiils6 fiiggvény-
hivasokat hajthatunk végre. A kiilonb6z6 szamitogépes architekturakon futéd kiillénbozs operdcids
rendszereken mas és méas rendszerhivassal hajthaté végre egy-egy IO miivelet. A végrehajtas egy
pontjan tehat mindenképpen &t kell adni a vezérlést az operaciés rendszernek, ez indokolja a fiigg-
vény bevezetését.

Masrészt az egyetlen ccall mivelet bevezetése elég ahhoz, hogy barmely kiilsé rendszerhivést
elérjiink, s6t akir a programozé is irhat 4j nyelvi primitiveket egy masik programozasi nyelv segit-
ségével, igy bévitve a Haskell eszkozeit.

A ccall mivelet implementéci6janal sziikséges az argumentumok kiértékelése a hivés elGtt, ezt
a vektorok beépitésénél ismertetett mintaillesztéses modszerrel érhetjiik el.

Nézziik a monad osztily példanyositasiat az 10 tipusra:
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instance Monad 10 where
return a w = (a, w)
(m>=kKk)yw =1let (a, w’) =mwink a w’

A két mivelet miik6dése latszolag teljesen megegyezik a kordbban bemutatott allapot monaddal.
Egy 10 monadikus szamitas végrehajtasakor a vilag kezdeti allapotara alkalmazzuk a szamitas elsé
lépésére, az eredménybdl kicsomagoljuk a vilag 1j allapotat, aminek segitségével végrehajthatjuk a
tovabbi lépéseket.

Ha a rendszer tényleg igy miikodne, elviselhetetleniil lassii lenne, hiszen a héttérben minden
lépésben 1étre kéne hozni egy 1j "vilag" objektumot, azaz minden csatornat be kellene zarni, Gjra
megnyitni (halézaton ezt a kiilonbozé biztonsagi elirdsok tovabb nehezitik) vagy példaul ugyanazon
a gépen két folyamat kozti adatcserénél a memoriapointereket meg kellene 6rizni, igy az eréforrasi-
gény mellett a megvalositas is borzasztd nehéz lenne.

Szerencsére az 10 egy absztrakt adattipus, igy a felhasznal6é nem férhet hozza kozvetleniil a vilag
objektumhoz (mint ahogy egyik korabbi példankban (3.2.7) is egy kiilon tick mivelet végezte az
allapot modositéasat), rdadasul a monad fenti példanyositasa a vilagot egyszeresen hivatkozott médon
hasznalja. Ebbél kovetkezik, hogy a belsé implementécidnak nincs is sziiksége a "vilag" objektumra:
minden valtozast a valodi vilagra, a fajlrendszerre, a halozati adatfolyamokra stb. alkalmazhat.

Felmeriil a kérdés, hogy nem lehetne-e valahogy teljesen a "vilag" objektum nélkiil megoldani a
feladatot. Valaszként tekintsiik a kdvetkezs egyszerd példat:

[1/0] >>= Ac — return 5

Kérdésilink a kovetkezd: mi lesz ennek az eredménye?

A rendszer a >>= miveletet Ggy értékeli ki, hogy a baloldaldn &ll6 listara elemenként alkal-
mazza a jobboldali fiiggvényt, majd az eredményeket Osszeftizi egyetlen listdba. Mivel a jobboldal
a konstans 6t (pontosabban [5]) fiiggvény, a lista 1/0 elemét a nyelv lustasiga miatt nem kell
kiértékelni, tehat a valasz: [5].

Ugyanakkor vegyiik a kovetkezd példat:

getChar >>= Ac — putChar >x’

A jobboldal most sem fiigg a baloldalon beolvasott karaktertsl. Ezek szerint annak beolvaséaséara
semmi sziikség nincs? Az 10 folyamatok kezelésénél nem ezt a viselkedést varnank, és a vilag ob-
jektum jelenléte teszi lehetévé, hogy a jobboldal ha nem is explicit, de a >>= miivelet definicidja
miatt implicit fiigg a baloldal eredményétél, hiszen k a-t nem a kezdeti w vildgra, hanem a get-
Char feldolgozésa utéan létrejovs w”-re alkalmazzuk. Az egyik korabbi alfejezetben (3.3) bemutatott
vektor megvaldsitasnal hatranyos "talsagos szekvencidltsag" ezuttal tehat segitségiinkre van: ez teszi
lehet6vé a rendszer megfelel§ miikodését.



4. Osszefoglalas

Néhany alapveté matematikai fogalom rogzitése utdn a kategoriaelmélet segitségével modellez-
tiikk a funkcionélis nyelveket. Megvizsgéaltuk, hogy az elmélet egyes fogalmai milyen konkrét nyelvi
fogalmaknak feleltethet6k meg. Modelliinkben a Set kategoridhoz hasonlé kategéridban dolgoztunk.
Lattuk, milyen feltétel sziikséges ahhoz, hogy a modellezett nyelvben megtaldlhatoé curring-et beve-
zethessiik. A funktorok fogalmanal tébb példan keresztiil bemutattuk, hogyan modellezhetsk a nyelv
kiilénb6z6 tipusai segitségiikkel. A természetes transzformaciok bevezetésekor megallapitottuk, hogy
minden természetes transzforméciénak egy-egy polimorf fiiggvény feleltethet§ meg a programozési
nyelvben. Ezutan ratértiink a triple fogalmara, és bemutattuk ekvivalenciajat a Kleisli triple struktu-
raval. Megvizsgaltuk a kapcsolatot a Kleisli triple és a Haskell monad osztélya kozott, majd tettiink
egy rovid kitér6t, amiben tovabbi kapcsolatokra hivtuk fel a figyelmet a triple és az adjungaltak
kozott.

Modelliink viszonylag kezdetleges volt, de arra mindenképpen alkalmas, hogy az elmélet és a
Haskell kozotti kapcsolatra ramutasson. Egyik nagy hidnyossaga az volt, hgy megkdveteltiik a fiigg-
vények teljességét. Ez kikiiszobolhets ([13]), de ehhez egy masik kategoriara kellett volna felépiteniink
a modellt. Ebben a kategoéridban mar az egyes objektumok szerkezetérdl is kiilonbozé feltételezése-
ket kell tenni, igy jutunk a teljes parciélis rendezések kategoridjaba (Cpo). Ebben a kategoridban
is elmondhaté mindaz, amit a modelliinkben bevezettiink, de a parciélis fliggvények modellezésére
is alkalmas.

A dolgozat masodik részében ratértiink Moggi Otletének ([6], [7]) vizsgalatara a Haskell nyelv
keretein beliil, itt mar nem a formélis gondolatmenetet kovettiik, hanem Wadler egyik cikke alapjan
([5]) a konkrét nyelvben vizsgaltuk az eszkdz hasznalhatosagat. Tobb példan is illusztraltuk mennyire
véltozatosan alkalmazhatok a monadok, és roviden arra is kitértiink, hogyan lehet az IO-t megvalosi-
tani segitségiikkel ([17]). Tovabbi alkalmazasok taldlhatok a www.haskell.org ([20]) cimen, a Haskell
hivatalos honlapjan, példaul tobb domain specifikus nyelvet is definiadltak monédok segitségével,
koztiik a Haskore-t szamitégépes zeneszerzéshez.
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