Jatek a rekurzioval

Feladat: Adott egy p fuggvény, ami egy

veégtelen bitsorozatbol kiszamol egy logikai
érteket. Dontsuk el réla, hogy
kielegitheto-e, azaz hogy van-e olyan
bitsorozat, amire igazat ad vissza!



Apro betus resz

*Az altalunk megirando fuggveny kulonfele
bitsorozatokon tesztelheti a p fuggvenyt (és csak

ezt tudja, tehat pl. nem olvashatja p kodjat).

A p fuggvenyrol feltesszuk, hogy minden

bemenetre véges idon belul lefut €s hogy tiszta
(pure), azaz a visszaterési erteke csak a
paraméteretol fugg es egyeb mellekhatasa sincs.

*Az altalunk megirando fuggvenyek is tisztanak
kell lennie és minden p-re véges idoben le kell

futnia.



Vegtelen bitsorozatok

*\/égtelen bitsorozat alatt most tetszoleges olyan
fuggvenyt ertunk, ami nemnegativ egész
szamokhoz rendel logikai ertéket (és minden
nemnegativ egeszre veges idoben lefut).

L ehetne ezeket mashogyan reprezentalni (pl.
Haskell lustan kiertékelt vegtelen listak), de ez
bizonyos szempontbdl hatékonyabb (az elso
megoldas mukodne vegtelen listakkal is, de a
masodikban majd kihasznaljuk, hogy
fuggvenyeink vannak).



Haskell szintaxis
*A fuggvenyek meghivasat egyszerl egymas
utan iras jeloli: ,£ x” felel meg f(x)-nek.
*Ez nagyon erosen kot és balra asszociativ, azaz
f x*v=(f x)*yeésf x y=Ef x) vy
*Az egyvaltozos fuggveény tipusa
Jjaraméter tipusa -> eredmény tipusa”

*A tobbvaltozos fuggvenyek valdjaban olyan
fuggvények, amik elfogadnak egy paramétert és
visszaadjak azt a fuggvenyt, ami varja a tobbit,
tehat pl. egy kétvaltozos fuggveny tipusa

a —> (b -> c) (itt a zargjelek elhagyhatoak).



A felhasznalt tipusok

type Natural = Integer

{- ,type” a typedef Haskell megfelel6je, Integer a ,nagyon”

nagy egészek tipusa, amire itt bevezetunk egy masik nevet, hogy
ezzel is jelezzuk, hogy a program mindenutt csak nemnegativ
értekekkel szamol -}

type Bitseq = Natural -> Bool

{- a bitsorozatok olyan fuggvenyek, amik természetes szambal
igaz/hamis értéket csinalnak -}

forsome :: (Bitseq -> Bool) -> Bool

{- itt deklaraljuk, a megirando fuggvenyunk tipusat: a
fuggvénylunk egy Bitseq -> Bool fuggvénybdl egy Bool-t
(logikai érteket) szamol ki -}



A kod eleje

— Minden Haskell program

module Main where module Név where”-rel kezdddik

type Natural = Integer
type Bitseq = Natural -> Bool

( Definialjuk a ,#” operatort, ami egy logikai értéket egy Bitseq elejére illeszt

(#) :: Bool -> Bitseq -> Bitseq
x # a=\1 -> if 1i==0 then x else a (i-1)

A visszaper a )\v Az if-then-else olyan, mint a C/C++-0s ?: operator
ASCII alakja

forsome :: (Bitseq -> Bool) -> Bool
{- ezt a fuggvenyt akarjuk megirni -}



forsome definicigja

module Main where

type Natural Integer

type Bitseq = Natural -> Bool

(#) :: Bool -> Bitseqg -> Bitseq
x # a=\1 -> if 1i==0 then x else a (i-1)
forsome :: (Bitseq -> Bool) -> Bool

forsome p = p (find p)

find :: (Bitseq -> Bool) -> Bitseq

{- elegendd irnunk egy olyan f£ind fuggvényt, ami megprobal
talalni egy a parameéterul kapott tulajdonsagot kielégito
bitsorozatot, és ha talal olyat, akkor visszaadja azt, egyebkent
pedig visszaad barmi mast -}



find definicioja
module Main where
type Natural = Integer
type Bitseq = Natural -> Bool
(#) :: Bool -> Bitseqg -> Bitseq
x # a=\1 -> if i==0 then x else a (i-1)

forsome :: (Bitseq -> Bool) -> Bool
forsome p = p (find p)

find :: (Bitseq -> Bool) -> Bitseq

find p = if forsome (\a -> p (False # a))
then False # find (\a -> p (False # a))
else True # find (\a -> p (True # a))



Megjegyzes: Lusta kiértekeles
*Nem kell6en lusta szemlelé szamara ugy
tinhet, hogy a find és a forsome fuggvenyek
egyutt vegtelen ciklust csinalnak, de:

*A find fuggveny mindig meghivja a forsome
fuggvenyt.

*A forsome fuggveny viszont nem mindig hivja
meg a find fuggvenyt: ha a p fuggvenynek
nincs szuksege a parameterére (tehat az egy
konstans fuggveny), akkor forsome nem fogja
Kiszamolni (find p)-t mert nincs szukseg az
értekere.



Miért mukodik ez?

« Tudjuk, hogy p-nek minden bitsorozatra veges
sok idon belul le kell futnia.

*Ez azt jelenti, hogy minden a bitsorozathoz van
egy N, szam, ugy, hogy p az a sorozatot csak

az 1, 2, ..., N, helyeken ertékelte ki.

*Bebizonyitjuk, hogy ebbdl kovetkezik, hogy van
egy olyan N szam, hogy N_ = N minden a

bitsorozatra.



A Cantor-halmaz

*C = Cantor-halmaz = [0,1] intervallumnak
toroljuk a kozepso harmadat (mint nyilt
intervallumot), majd ezt ismételjuk a
vegtelensegig a darabokra

*Egy (0 és 1 kozti) szam pontosan akkor van a
Cantor-halmazban, ha felirhatd harmas
szamrendszerben csak a 0 es 2 jegyek
felhasznalasaval.

*Ez alapjan a bitsorozatok azonosithatok a
Cantor-halmaz elemeivel (0O < False, 2 < True).



Folytonossag

‘Lemma: Egy p: C— R fuggvény pontosan
akkor folytonos x-ben, ha minden €>0-hoz van
olyan N, , pozitiv egész, hogy ha x és y els6 N,
db harmas szamrendszerbeli jegye megegyezik,

akkor |p(x)—p(y)|<e.
Ezek szerinthaap :: Bitseq -> Bool

(tiszta, minden inputra veges id6 alatt lefuto)
fuggvenyt egy p : C — {0,1} fuggvenynek
tekintjuk, akkor az folytonos lesz egész (-n.



Egyenletes folytonossag

Def.: f: A — IR egyenletesen folytonos, ha
minden £€>0-hoz van olyan 6.,>0, hogy minden

X,y €A-ra, ha |x-y| < o,, akkor |f(x)—f(y)|<€.
*Tetel: Egy kompakt halmazon értelmezett
folytonos fuggveny egyenletesen folytonos.

*A Cantor-halmaz kozismert, hogy kompakt, de
Igy a p-k egyenletesen folytonosak lesznek.

«Ezt visszaalakitva o.-rol a megegyezo jegyek N,
szamara eppen N letezéset kapjuk (pl. N+, jo lesz
N-neKk).
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Miert |0 ez nekunk?
Kaptuk, hogy mindenp :: Bitseq -> Bool
.SZep” fuggvenyhez letezik olyan N=N, pozitiv
egesz, amire a p fuggveny csak az elso N,
helyen ertekeli ki a parameéterkent kapott
bitsorozatot.
Ap' = (\a -> p (False # a)) és
p'' = (\a -> p (True # a))
fuggvenyekre N, =N . .=N,—1 lesz.
-N,, szerinti indukcioval bizonyithato, hogy
forsome €s find veges idon belul lefut.



Tovabbi fuggvenyek

{- igaz-e a tulajdonsag minden bitsorozatra? -}

forevery :: (Bitseq -> Bool) -> Bool
forevery p = not (forsome (not . p))
{- prébaljunk talalni jo bitsorozatot, vagy jelezzuk, hogy nincs -}
search :: (Bitseq -> Bool) -> Maybe Bitseq
search p = 1if forsome p
then Just (find p) AMay.be ]:%itseq tipus Iehetséges_ ertékei:
Nothing és Just x, ahol x egy bitsorozat
else Nothing

{- az ilyen tipusu fuggvenyek egyenlosegét el tudjuk donteni -}
instance (Eq a) => Eq ((Bitseg->Bool)->a) where
f == g = forevery (\a -> £ a == g a)



N kiszamitasa
{- két bitsorozat azonos-e az elsd n biten -}
egstart :: Natural -> Bitseq -> Bitseq -> Bool
egqstart n a b = and [a 1 = Db 1 | 1 <= [0..n-1]]
{- logikai implikacié operatora -} Az and fiiggvény a kapott
(-->) :: Bool -> Bool -> Bool lista elemeit 0ssze és-eli.
p --> g =not p || g
{- ez a fuggveny kiszamolja az N értéket a parameterkent kapott

p-hez, vegyuk észre, hogy gyakorlatilag a matematikai definiciot
irtuk le, és ez mikod6 Haskell kod lett -}

used bits :: (Bitseq -> Bool) -> Natural

used bits p = head [n | n <= [0..],
. —————|Vesszik azon n-ek (végtelen)

forevery (\a -> listajat, ahol n természetes

forevery (\b -> szam és igaz a beldle kapott
logikai értéek, majd ennek a
(egstart n a b ==> p a == p D)) ) 1| nead beépitett fiiggvénnyel

vesszuk a legels6 elemét.




Egy hatekonyabb megvalositas |.

module Main where
type Natural = Integer
type Bitseq = Natural -> Bool

branch :: Bool -> Bitseq -> Bitseq -> Bitseq
branch x left right n

n == = X

odd n = left ((n-1) "div 2)

otherwise = right ((n-2) "div 2)

findBit :: (Bool -> Bool) -> Bool
findBit p = i1f p False then False else True



Egy hatekonyabb megvalodsitas Il.

forsome :: (Bitseqg -> Bool) -> Bool
forsome p = p (find p) {- ez valtozatlan -}

find :: (Bitseq -> Bool) -> Bitseq
find p = branch x0 10 r0 where

x0 = findBit (\x ->

forsome (\1 ->

forsome (\r -> p (branch x 1 r))))
10 = find (\1 ->

forsome (\r -> p (branch x0 1 r)))
rO = find (\r -> p (branch x0 10 r))



Futtatas

GHCi, version 7.4.1: http://www.haskell.org/ghc/

Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer-gmp ... linking ... done.

Loading package base ... linking ... done.

[1 of 1] Compiling Main ( 2.hs, 1interpreted )

Ok, modules loaded: Main.
*Main> :set +s ——

A GHCi (a GHC forditéhoz tartozo
*Main> forsome (\a -> True) interaktiv parancseértelmezd)
ezutan kiirja a futasidét es

true a memoriahasznalatot (az adatok
(0.00 secs, 552736 bytes) csak nagysagrendi jellegliek,
*Main> forsome (\a -> a 999) egymas utan tobbszori futtatasra

is el6fordult eltéré eredmeény).
True
(0.01 secs, 513840 bytes)
*Main> forsome (\a -> and [a 1 == odd i | 1 <-[1..20]1)

true ~— Az elsé és huszadik bitek kozott pontosan
(0.35 secs, 39473776 bytes) a paratlan indextek legyenek igazak




Kicsit nagyobb szamok...

*Main> forsome (\a -> a (201472014)) Ez hatvanyozas
True % nem bitenkénti XOR!
(0.56 secs, 164318536 bytes)

*Main> forsome (\a -> a (201472014) && not (a
(201572015)))

True
(1.78 secs, 490614680 bytes)

*Main> forsome (\a -> a (201472014) && not (a (201572015))
&& a (201672016))

True
(4.46 secs, 1294872760 bytes)

*Main> forsome (\a -> a (27°2727272))

True
(3.16 secs, 1202031344 bytes)



Alternativ feladatéertelmezés

Mi van, ha a p fuggvenyrol nem koveteljuk meg
azt, hogy minden bitsorozatra veges idon belul
lefusson, csak azt, hogy minden kiszamithato
bitsorozatra véges idoben lefusson? Igaz-e,
hogy a forsome fuggveny akkor is mindig veges
IdO alatt lefut, ha egy ezt a gyengebb feltetelt
kielegitd p-t adunk neki parameterkent?

(Egy fuggvenyt akkor nevezunk kiszamithatonak,
ha van olyan Turing-gep, ami eéppen azt a
fuggvenyt szamolja ki, természetesen p-rol is

feltesszuk, hogy kiszamithato.)



Haskell propaganda

A Haskell nyelv kovetkezo tulajdonsagai miatt tudtuk
ennyire tomoren megirni a programunkat:

» Kepesek vagyunk ,fuggvényeket” dinamikusan
letrehozni lambda-kifejezéskeént (ez modern
C++-ban is megjelent)

e Lusta kiertékelés van — ezt lehet utanozni
lambdakkal, de az elegge csunya lesz

 Nagy szamok kezelése nagyon konny(
» Matematikakozeli jelolesek



Forras, tovabbi olvasnivalod

Az eloadas a kovetkez6 anyag alapjan keszult:
http://math.andrej.com/2007/09/28/seemingly-impossible-functional-programs/

Ennek a folytatasa:

http://math.andrej.com/2008/11/21/a-haskell-monad-for-infinite-search-in-finite-time/

Ebben le van irva egy olyan S monad
konstrukcidja, amire S a lehetseges értékei az a
tipus ertékeinek olyan részhalmazainak felel
meg, amikben ,lehet egy tulajdonsag
kielegithetosegét tesztelni”. Az ott definialt
muveletekkel konnyen kijon egy S [Bool]
tipusu objektum, ami az osszes bitsorozat (mint
vegtelen lista) halmazanak felel meg.


http://math.andrej.com/2007/09/28/seemingly-impossible-functional-programs/
http://math.andrej.com/2008/11/21/a-haskell-monad-for-infinite-search-in-finite-time/
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