Turing gépek, Számosság
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Az előző feladathoz hasonló az algoritmus, de itt nem a végéig megy el, hanem a  # utáni első nem vonásos betűig. Ha az megegyezik az elsővel a részszóban, akkor vonást tesz rá, és a részszó elejére visszamegy, majd előlről kezdi az egészet. Ha a baloldalon elfogynak a jelek, azaz már csak # marad, akkor q6-ba megy. Itt azt vizsgálja mindegyik meg van- e vonalazva.

a) Adjuk meg az aba#aba szót felismerő konfiguráció sorozatot.
b) Minden szóra végállapotba jut-e?
Nem, de kiegészíthető, hogy ez teljesüljön.

c) Milyen függvénnyel jellemezhető a megadott Turing gép időigénye?
O( n2) –es függvénnyel jellemezhető az időigény, azaz az input hosszával négyzetesen növekszik az időigény. 

d) Rekurzívan felsorolható, illetve rekurzív-e az M által felismert nyelv? 
Rekurzív, mert létezik olyan Turing gép, ami felismeri és minden bemeneten 
végállapotba jut.
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3 szallaggal dolgozunk. Az első betűt ráírjuk a középsőre (q0), utána a szó végére megyünk (q1). Vissza lépünk az utolsó betűre (q2), és azt az utolsó szallagra írjuk. Majd visszamegyünka részszó elejére (q3). Így mire elfogy az összes betű, akkorra a középső szallagra kerül a szó első fele, a 3. szallagra pedig a második fele visszafele. A 3. szallag elejére állunk, a középsőt pedig a végén hagyjuk (q4), és onnan kezdjük összehasonlítani őket (q5).  
a) Adjuk meg az abab szót felismerő konfiguráció sorozatot.
b) Minden szóra végállapotba jut-e?
Nem, de kiegészíthető, hogy ez teljesüljön.

c) Milyen függvénnyel jellemezhető a megadott Turing gép időigénye?
 Mivel itt is végigmegyünk újra és újra a szón egyre csőkkenő hosszal, majd mégegyszer a kettévágott szó elejére megyünk, és utána mégyegyszer a kétfelé vágott szón  végigmegyünk, ezért itt is O( n2) –es függvénnyel jellemezhető az időigény, azaz az input hosszával négyzetesen növekszik az időigény. 

d) Rekurzívan felsorolható, illetve rekurzív-e az M által felismert nyelv? 
Rekurzív, mert létezik olyan Turing gép, ami felismeri és minden bemeneten 
végállapotba jut.

9. Feladat

Legyen ∑ = {a,b}, és f: ∑*       ∑* olyan, hogy 
w ϵ ∑*:  f(w) = w└┘am , ahol m = l(w) +  1
Adjon meg egy determinisztikus Turing gépet, ami kiszámítja ezt a függvényt.

Adjunk meg egy kétszallagos gépet, mely először egy └┘ -t ír a segédszallagra (q0), majd átmásolja w-t (q1). Ezután lép egyet jobbra az input szalagon (az   └┘-re ), majd a segédszalagon visszafe olvasva l(w) számú a-t ír ki az input szalagra. Végül mikor qi-be lép még egy a-t kiír oda.



UTOLSÓ GYAKORLAT
Feladat 1.
Legyen ∑ = {a,b,c}. 
Definiáljuk az L = { w ϵ ∑ *|w =ab{ab}*c } nyelvet. Bizonyítsuk be, hogy L rekurzív! 
Megadunk egy olyan Turing gépet, amely ezt a nyelvet dönti el (felismeri és minden inputra megáll).

Feladat 2.
Legyen ∑ = {a,b}, és legyen adott a következő M =< {q0, q1, q2}; {a,b};  ; {q0, qi, qn} > Turing gép. 
	q0
	a
	q0
	a
	R

	q0
	b
	q1
	b
	R

	q1
	a
	q2
	a
	R

	q2
	b
	qi
	b
	R



Minden más esetben qn-be kerül az átmenet.
a) Adja meg M számítási sorozatát az ababa szóra.
b) Adja meg M számítási sorozatát az aabab szóra
c) Milyen L nyelvet ismer fel M?
d) Turing felismerhető-e a c) pont beli L nyelv?
e) Eldönthető-e az L=L(M) nyelv?



Feladat 3.
Legyen ∑ = {0,1}. Egy w ϵ ∑ * szó palindroma, ha w = w-1. (Indul a görög aludni, jaj).
a) Definiáljuk az L = { w ϵ ∑ *|w hossza páros, és w = w-1 } nyelvet. Bizonyítsuk be, hogy L rekurzív! 
Megadunk egy olyan Turing gépet, amely ezt a nyelvet dönti el (felismeri és minden inputra megáll).
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b) Adjuk meg az 1001 szót felismerő konfiguráció sorozatot.
c) Megáll-e az 1010 szóra –vezessük le!
Ha „háromszög” van az elején, azt átpörgetem (q0) . Attól függően, hogy 0 vagy 1 az első két ág van. Ha mondjuk 1, akkor a szó végéig megyek, (q2) mivel túllépek, és úgy állok meg az üresen, ezért 1-et visszalépek (q2-q3). Ha most megint 1 áll, akkor jó, és a q5-be lépek, ahol visszamegyek a szó elejére, és az egészet előlről kezdem.


HALMAZOK SZÁMOSSÁGA
Érdekes kérdés: Hány eleme van egy halmaznak? Például a {0,1,2,…} és a {0,5,10,15,…} halmaznak?
Válasz: definiálunk egy relatív, absztrakt halmaz számosság fogalmat (ekvivalencia reláción alapszik).
1. FINITE  
2. TRANSZFINITE
· MEGSZÁMLÁLHATÓAN VÉGTELEN: N
· NEM-MEGSZÁMLÁLHATÓ: R (kontinuum számosság), P(M)
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Feladat 5.
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Feladat 6.
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Feladat7.
Melyik több?
a) |R|
b) |(0,1)|
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Feladat 8.
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Növekedési Nagyságrend
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Szdmossdg

Egy A halmazhoz hozzérendeljiik az & (|A|-al jeldlt) szdmossagat. A
szémossag fogalmdval az a célunk, hogy mondhassuk egy halmazrdl, hogy
tobb, kevesebb vagy ugyananny eleme van mint egy mésik halmaznek. Ez
kiilondsen akkor probléma, ha a halmazoknak végtelen sok elemiik van.

Szdmossdg
* A és B halmazoknak megegyezik a szdmossaga, ha létezik bijekcid
koztiik. Jeldlése: |A| = |B|.
o A szdmossaga legaldbb annyi, mint B szdmossdga, ha van B-bd|
injekcié A-ba. Jeldlése: |A| = |B|.
o A szdmossdga hatdrozottan nagyobb, mint B szdmossiga, ha van
B-bél injekcié A-ba, de bijecié nincs. Jeldlése: |A| > |B|.

Cantor-Bernstein tétel

Ha A-bél B-be van injekcid és B-bdl A-ba is van, akkor A és B kozott
biiekcid is van.
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7. Feladat: Melyik nagyobb? |N| vagy |Z|?
Megoldés: Megegyezik a szdmossiguk.
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7. Feladat: Melyik nagyobb? |N| vagy |Q|?

Megoldds: Megegyezik a szdmossaguk.

NCQ, ezért |N| < Q|.

Qf = {’a’ | p € N*,q € N, a tort nem egyszerlisithets}.

Q = {7’6’ | p € N*,q € N, a tort nem egyszerlisithets}.

|Q*] = Q|

2 € Q" (p,q) €N x N injektiv, tehdt |QF| < |N x N| = [N|.
Legyen QF = {a1,a2,a3...,}, Q7 = {b1.bp. b3. ...}, ekkor
Q={0,a1,by,22, by, a3, bs....}

N szémossagdt megszamlalhatdan végtelennek nevezziik.
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Megoldas: tg(m(x — :(0,1) — R bijekci6 (0.1) és R kozott.

Dlon
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7. Feladat: Mennyi van bel8le?
© véges hosszd bindris szavak
© megszamldlhatéan végtelen hosszlisdgli bindris szavak
© véges, bindris szavakbdl 3ll6 nyelvek

Megoldés: A véges hosszii bindris szavakat felsorolé algoritmus adhaté:
£,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,0000,. . .

Tehét szdmossiga megszamldlhatéan végtelen.

Természetes bijekcid van 2 és 3 kdzétt: Soroljuk fel a bindris szavakat.
Egy nyelvhez rendeljiik azt a megszamldlhatéan végtelen hossziisigui
bindris szét, melynek 1 az /. bitje, ha benne van az i. sz8, 0 ha nem.

2 és 3 szdmosszaga nagyobb, mint megszamldlhaté. (Es megegyezik
|R|-el.)

R szdmossdgat continuumnak nevezziik
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Jeldlje H a megszaml3lhatéan végtelen hosszisigd bindris szavak
halmazit.

Allités: |H| > |N|

H| = |N|: Hp :={(1,0.0,0....),(0,1,0.0,...).(0.0.1,0....),...} C H,
és | ol = IN.

Indirekt tegyiik fel, hogy |H| = |N|. Ez azt jelenti, hogy bijekcidba lehet
allitani H elemeit N elemeivel, azaz H = {uj|i € N} = {uy,up,...} a H
elemeinek egy felsoroldsa (a természetes szdmokkal valé megindexelése).
Legyen u; = (uj1. Uj2.....Ujj....), ahol minden i.j € N-re u;; € {0.1}.
Tekintsiik az v = {71 1. U22. . .. . Tj;. . . .) megszamldlhatéan végtelen
hossziisdgt binaris szét, ahol b 0, ha b=1és 1, ha b=0.

Mivel, minden megszaml3lhatéan végtelen hossziisigd bindris szé fel van
sorolva, ezért létezik olyan k € N, melyre u = .

Ekkor u k.bitje uy k (igy jeloltik uy k. bitjét), masrészt Ty (igy
definidltuk u-t).

De ez nem lehetséges tehat az a feltevésiink, hogy |H| = |IN| hamis.
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Nagyordd, Omega, Theta

Legyenek f, g : N — R* fiiggvények, ahol N a természetes szamok, RT
pedig a nemnegativ valds szdmok halmaza. Azt mondjuk, hogy f legfeljebb
olyan gyorsan nd mint g (jeldlése: f(n) = O(g(n)); ejtsd: f(n) =
nagyordc’) g(n)) ha létezik olyan ¢ > 0 szdm és N € N, hogy

f(n) < c-g(n) minden n > N szdmra. Az f(n) = Q(g(n)) jeldli azt, hogy

g(n) = O(f(n)) teljesiil, és f(n) = ©(g(n)) jeldli azt, hogy

f(n) = O(g(n)) és f(n) = Q(g(n)) is teljesiil.

Legyenek f, g : N — R fiiggvények. f(n) = o(g(n)) (ejtsd: f(n) =
kisordé g(n)), ha f(n)/g(n) — 0





image11.png
Eszrevételek:

e f(n)/g(n) — 0 < minden ¢ > 0 esetén létezik N € N, hogy minden
n > N esetén f(n) < c-g(n)

e f(n) = o(g(n) = f(n) = O(g(n))-
e f(n) = o(g(n) = f(n) # Qg (n))-
e Ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(h(n)) akkor f(n) = O(h(n)).
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7. Feladat: Lassuk be a kovetkezd allitdsokat!

1. x> 1l-re x < 2%,
Teljes indukciéval kénnyen bizonyithatd, hogy n+ 1 < 2". Létezik
neN: n<x<n+1l x<n+1<2"<2%,
2. Ha ¢ >1, akkor 3ny, n > ng: " > 2.
e=c—1>0.
c"=(1+¢e)"= ()17 + ()1 tel + ... =1+ nc +4, ahol 5 > 0.
2. Ha ¢ > 1 és k € N akkor nk = O(c").
Legyen ny az el8z8 kiiszéb. n > njk esetén
nk = n’l‘kk(ﬁ)k < n’l‘kaW'k < nkkkem ™™ = pkkken,
/. Legyen p(n) egy pozitiv f8egyiitthatdjii k-adfoki polinom. Ekkor
p(n) = O(n¥):
p(n) = agn® + -+ arn+ ag. ax > 0. p(n) < (ak +1)n¥, ha n > N,
valamely N € N-re. Ugyanis
(ak +1)nk — p(n) = n*(1 — ag_1 L —-- — ag"%) — +o0.
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7. Feladat: Készitsiink TG-et, mely az L = {w#w |w € {a, b}*} nyelvet
ismeri fel!

a/aR 3/3,R
b/bR B/B.R
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8. Feladat: Készitsiink TG-et, mely az L = {ww |w € {a,b}*} nyelvet
ismeri fel!

U,a.a/U,2,3,5,L.R a,u,u/a,uU,LS,S
U,b,b/U,b,b,S,L,R b,U,LI/b,LILILLS,S

a,u,U/U,,3,L,S,R

b,U,U/U,Ub,LS,R .

a,u,u/U,3,U,R.R,S
b,U,U/U,bUR.R.S

N
L,u,u/u,u,1,8,S, L .
<

U,U,a/U,1,3,5,5,L 2,U,U/a,U,U,R,S,S
U,U,b/U,LLb,S,S L b,U,U/bULLR,S,S
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